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Kvadratura hyperboly.
Napsal prof. dr. Marian Haas.
(Dokonéeni.)

Uloha &is. 2. Dany souradnicovy pruh (nebo vijsed) roz-
délte na n rovngch dild.

Jsou-li interpolované hody M,, M,, M, ... M,_,, tieba
splniti rovnice

& = 173 = L33 =...= £
go gl gg o §n—1 :
Oznatime-li podil
_5_1_ =1
& ’
dostaneme Ec=§& . A,
§ e Eol")
z ¢ehoZ plyne
_\/£
— <
So
(-r = §0 \/(—7_—-)17
So

pro »=1, 2, 3,...n— L
Obsah prubw a vysece.
PiedloZen-li soufadnicovy pruh zacinajici u bodu M, (§,, 7,)
a kontici bodem M (& %), rozdélime jej na velky potet =
prouzki obsahem p vesmés sobé rovnych, takze prub M M pak
md obsah P = np.
Pro prvni z prouzki polinajici u M, (5, n,) a kontici u M,
(&, n,) plati
»=> (§1 - go) Ny
» < (& — &) No-
Pouzijeme-li rovnice hyperboly, dostaneme

c“(g — 1)>p>c“( —~§—‘:)

Pro cely pruh tudiZz dostaneme néasobivie n

(B 1) = pma (B 1)E
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pHi temZ nezndmd soufadnice § dle tulohy ¢is. 2. jest urtena
vzorcem A L
& &

Pomér & blizi se pii velikém » jednotce, a proto obé

0
meze obsahu P vytknuté nabyvaji ptiblizné téze hodnoty, kterd
ndm pfi lim » — oo vyjadfuje ptfesné obsah hyperbolického
prubu P.
Abychom tuto mezni hodnotu vySetfili, pouZijeme substituce

1
gT =1+4+—,
So @
nacez predchozi rovnice méni se na relaci mezi » a w:

—

1
1+ o \//—5—7

. S0
z niZ vypotitdme
log § — log §,

log(l + -&1;)

Dosadivie za —?—, n tyto hodnoty, uzavieme obsah prubu
o .

P do dvou mezi

2
r> O (log £ — log &),
log(l + L)w
o
c? -
P< \w (log § — log &,).
log (1 -+ Zf)

Pii velkém pottu » a malé §ifce § — & = %— prouzku, jesti o
tslo veliké, a ob& meze obsahu P vytknuté jsou sobé blizké.
Volime-li o dostatetné veliké, miZeme piiblizné stanoviti
obsah pruhu nebo vysede.
Na pf. pro @ = 1000 vypotitime snadno pomoci Sestimfst-
nych logarithmickych tabulek

P> 230186 ¢? (log £ — log &),
P < 2:30416 c? (log &€ — log &),
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takZe trojciferné spravné vypodten obsah formuli
P =230 c? (log § — log &),
kdezto stfednf hodnota
P =2303c*(log § — log &,)
lisi se od pravé teprve na pdtém misté.

Piesnou hodnotu pro obsah obdrZime, jestliZe dany pruh
rozdélime na nekoneny pofet prouzki; pak o == oo, a 0bd
meze obsahu vytknuté splynou v jedno.

Nebof hodnota mocniny -

1\
(1+3)
s rostoucim o se zvétSuje blizic se pfi lim w — o« koneénému
¢islu
e — 2°718281828459 . . ,

které tvoff zdklad ptirozenych logarithmi a nazjvd se nékdy také
Eulerinou *).

1 \o+t
Jelikoz také (1 + ?>

pro lim w — oo bliZi se mezni hodnoté e, vedou souhlasné obé
meze ku vzorci
p— gul09 §—log &
log e
pro obsah hyperbolické vysete a soufadnicového pruhu.
K tomu podotykdme, Ze z hodnoty ¢ vySe uvedené pomoci
vicemistnych tabulek se vypo&itd

log e = 0°434294481903 . . .
1 9302585092994 . . .
log e
Jistého zjednodufeni docilime, zvolime-li na misté Brig-
gickych logarithmy pfirozené. pro néZ zaveden vieobecné symbol
l. Nebot pak le = 1 '
P =c* (I — 1§y, &li

§
P=c*1--
é

*) Blizsi pouteni o tomto zajimavém ¢&isle a jeho vlastnostech viz
na pf. ve spise prof. Fr. Studnitky: »Vyklady o funkcich monoperiodickych.«
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Pozndmka. Je-li pomér asymptotickfch soufadnic —§- =’}

jest obsah vysete nebo pruhu roven obsahu &tverce sestroojeného
nad redlnou poloosou jakozto uhlopiitkou.
Vratime-li se nyni od asymptotické polohy substituci

_z+y
&= V2 R
_Z—Y
=7

k obytejné poloze hyperboly urfené rovnici
22—yt =a?
zjedndme si pro vyset OM,M vzorec
a®* . z+y
V=—"51—>.
2zt
Volime-li nad to za jeden z obou bodi vrchol hyperboly,
pro néjz z, = a, y, — O, obdrzime pro vyse! majici za jeden
polomér redlnou poloosu jednoduchy vzorec
2
v=%17% +y .
2 a

Hyperbola nerovnoosd.

Majice na zdklad® predchozich tvah provésti kvadraturu
.762 yﬂ
a® b
ptikreslime k ni rovnoosou hyperbolu
2% — y* = a’

Kolmice v bod& P ve vzddlenosti OP — z na redlnou
osu X vztytend protind (obr. 3.) ob& hyperboly v bodech M, M,
jichz kladné soufadnice jsou ddny rovnicemi

hyperboly

=1,

. x¢
PM:y:b\/l-——;‘;,
- 2
I’M’:y’za\/l——%,

z ¢ehoZ patrna sprdvnost Gmeéry
PM:PM' =b:a,
pro kaZdy bod P bez ohledu na vzdilenost OP — x.
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Dvé takové kolmice v blizkych bodech P,, P, vztylené
vymezi v kazdé hyperbole uizky prouZek, ktery lze p¥i dostatetné
malé vzddlenosti bodi P,, P, poklddati za lichobé&znik.

7 planimetrie pak zndmo, Ze obsahy stejné vysokych licho-
béznikd stoji k sob& v témZ poméru jako jejich stfedni p¥icky.
Jelikoz dle véty pravé dovozené pomér piitek dén jest pomérem
poloos b : a, plati také pro obsahy obou prouzki-lichobézniki

p,:ph="b:a.

Obr. 3.

Libovolny hyperbolicky pruh lze si v mysli rozdéliti na
veliky (nekoneény) polet tzkych prouzkd, pro néz plati podobné

D ipy=0b:a
p;:ps=hb:a-
Pn:dn="b:a,

a ponévadZ dle pou¢ek platnych o Gmérich lze téZ pséti
@+ +ps+ .. )@+ PP+ ) =b2a,

Jjest pomér kterychkoli dvou souhlasnych pruhi dén pomérem
obou poloos,

Na této tvaze zaloZime vypotet vysete OM,M u nerovno-
08é hyperboly, Kolmice s bodi M,, M na osu X spudjéné pro-
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tnou ndm tuto v bodech P,, P a rovnoosou hyperbolu v bo-
dech M',, M'.
Vysede obou hyperbol se daji vyjadfiti vzorci
oMM = N\ OPM — A\OP,M, — pruh P,PMM,,
OM'M'= /\ OPM'— A\ OP,M‘,—pruh B,PM'M',.
Z platnosti Gmér
AOPM: ANOPM' = PM :PM'=1b : a,
AOP,M,: A\ OP,M', = P,M, : P,M', =1 : a,
pruh P,PMM, : pruhu P, PM’'M', —=b:a
vyplyvd téZ spravnost uméry :
vyset OM M : vyset OM'\M'=1b:a.
Pro vyset rovnoosé hyperboly jsme si odvodili vzorec

z+y
OM' M = — l

° Zy + Y

o, z+y

takZe OM,M = 2 l .
Dosadime-li sem je§té y’ — —Z- Y,
, b
Yo— 7 Yo

obdrZime po jednoduché tdpravé pro hyperbolickou vyset defi-
nitivnf vzorec

z |y

V= ab l _h_“ + 2

2 m

\ a b

v némz se vyskytuji soufadnice - obou krajnich bodid hyberboli-
ckého oblouku M M.

Pro vyset potinajici” u vrcholu kfivky, jehoZ soufadnice
jsou z, = a, y, = 0, mdme jednodulif vzorec

V_%l( +~b-’/-)

V Opavsé, 7. prosince 1909.

)
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