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mes linéaires . |D°| [D,| de courbes (surfaces) appartenant & Yinvolution I 2
engendrée par la transformation involutive dans le plan (dans I’espace). .

La construction de la surface F (de la variété V) subsiste méme dans le cas,
si I’on abandonne des hypothéses faites, dans ce qui précéde, des points fondamen-
taux (des points et des courbes fondamentales), mais la surface F' (la variété V)
peut acquérir des points singuliers.

POZNAMKY O PLOSE VYTVORENE OSKULACNIMI
KRUZNICEMI PROSTOROVE KRIVKY.

L. SEIFERT, Brno
1. Bud déna prostorové kiivka I'. Soufadnice jejiho bodu P(z, y, 2)
budte dény jako funkce oblouku s, dile budte «, f§, ¥ smérové kosiny
tedny, I, m, n smérové kosiny hlavni normily a 4, u, v smérové kosiny
binormaly, ¢ polomér prvni kiivosti (flexe), T polomér druhé kiivosti
(torse). Pfipomenme si je§té diferencidlni vztahy FRENETOVY

de 1 dA_ L d_ x4 )

T e d e ot

a zabyvejme se plochou @, )1z vytvofuje oskuladni kruZnice kiivky T'
Stied C oskulaéni kruznice m4 soufadnice

g=z+ol, pp=y+om z=2+em; @
parametrické vyjédieni oskulaéni A z
kruZnice jest '
X =2z, 4+ o(l cosu + « sinu),
Y =y, + o(m cosu + f sinu),
- : ®3)
Z =z, + o(n cosu 4 y sinu).
. F E
Hodnoté u = 0 odpovid4 bod P’
diametrdlné protilehly bodu P,
bod P pat#f hodnoté » = z; hod-
noté u = }x patit bod @, -takie
CQ je rovnobé&ino s kladnym
smérem tedny (obr. 1).

Rovnice (3) jsou parametric-
ké vyjédfeni plochy @ (parame-
try s, »); hodnoté ¢ = konst od-
povidé tvoricef kruZnice. P¥i obvyklém oznadeni je pro element plochy

dS? = F ds2 4 2F dsdu + G du?;
podminka pro kfivky kolmé ke kruZnicim s = konst znf ’
-  Fds+ Gdu=0. -~ O
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V nafem pi'ipadévvyc‘hé,zi po jednoduchém vypodtu
?E = ._.2'_9 + 9[—cosu (%—}— A) + sinu ]+ 0 [l+lcosu+ocsmu]

%i-(- = o(— Il sinu 4 « cosu),

a daldf étyti rovnice cyklickou zdménou. Odtud

F = — (o' sinu + 1), G = 2
a rovnice (4) jest pak
: du o 1
CE_—Jsm@—Q-E. (5)

Touto rovnici je ddno u jako funkce s a tim na ploSe @ orthogondln{
trajektorie 'tvoficich kruznic. Tyto kruZnice jsou jeden systém &ar kii-
vosti, rovnice (5) uréuji druhy systém.

Zavedme t = tg}u; rovnice (5) pfejde v rovnici RiccaTIHO
2gad—- 2 4 20"t 4 1. (6)

Je-li P bod kiivky I', P’ bod diametralné protilehly na tvofici kruz-
nici, N bod téhoZ kruhu na uvaZované ¢ate kiivosti, C stted kiivosti, jest
# = < P'ON.Jsou-li Ny, N,, Ny, N, libovolné &tyii body oskulaénf kruz-
nice, jest jejich dvojpomér (N, N,N,N,) = (t,,tsty), kde #; je parametr
bodu N;. Jsou-li ¢, ¢,, ¢5, t, nezdvislé étyii integrdly rovnice (6), je dvoj-
pomér (t,¢,2,,) nezavisly na s; integraliim odpowdajl ¢tyti kiivky kiivosti
plochy @ a mdme vysledek ostatné dobfe zndmy:

Pravoihlé trajektorie oskulacnich kruZnic prostorové kfivky stanovi
na téchto kruinicich projektivnt fady.*)

2. Tato véta plati také pro kfivku konstantni kfiwosti (9 = konst).
Ostatné v tomto piipadé ddvaji rovnice (3) parametrické vyjadieni
plochy @ a rovnice (5), jez ptejde ted v :

du 1 s+ k

R kT (7)

podévé kiivku na @, jejt vyznam poznidme okamzité. Pro diferencidly
dostaneme z rovnice (3) za podminky (7) okamzité

dX = —o = : (1 + cosu) ds, dY = ——Q'u (1 + cosu) ds,

- (8)
dZ = — 9?(1 + cosu) ds;

. . *) DEMARTRES, Annales de I'école norm. sup. (3), sv. 2 (1885), str. 123. —
LILIENTHAL, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, sv. II, str. 105.
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tedna je tedy kolmé na rovinu oskulaéni kiivky I" a kiivka dand rovnici
(7) je opét orthogondlni trajektorie oskulaénich kruZnic. Oblouk na této
trajektorii znamenejme s, a ostatni veli¢iny jako dfive, aviak s indexem
1. Z rovnice (8) jde

ds; = E—rg (1 + cosu) ds, (9)

kde ¢ = 4 1 a znaménko souhlasi se znaménkem poloméru 7; dile je
dX

(xlzas—-——e/l, 1= —eu, y,=—ew (10)
1
Odtud
d(xl_,_égids doy l
ds, rds;” ds; (1 + cosu)’
takze
L=—1I m=—m, n =—mn, g =p(l+ cosu). (11)
Pro binormalu jest :
Ay = Byny — yymy, = —ex atd.,
tedy
Mh=—ex, py =—¢ef, v, = —ey. (12)
Déle jest
%=F+%®
R 1
a dosadime-li do vyrazu T
’ dy, o A4
ds; 01 T

nalezené hodnoty, dostaneme snadno

o2
T, = ‘?(1 + cosu), (13)

co% vzhledem k rovnici (11) lze psati

1T, = 004 : (14)
to je jisté zajimavy vztah mezi obéma poloméry dané kfivky I' a orthogondlni
trajektorie jejich oskulaénich krunic.*)

Nalezené rovnice (10), (11), (12) ukazuji, e hlavni normila tra-
jektorie je rovnobéznd s hlavni normélou kiivky I', teéna s binormdlou
a binorméla s teénou. Dle rovnice g; = g 4 ¢ cosu padne stied kfivosti

*) Tento vztah je patrn® zvlastnim pfipadem obecndjsiho, jejz uvadi jiz
AO0UST v Analyse infinitésimal z r. 1872, dle kterého jsou-li dv& kiivky na sebe vzta-

zeny tak, Ze hlavni normély jsou rovnobdZné, pomsér —f—_ na jedné je linedrni funkei
téhoz pomséru na druhé. Viz Encyklopadie der math. W. III, D4, str. 231. '
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tra]ektone dobodu C, (obr 1), &ili ]est to pravoﬁhly prumet jejiho bodu N -

" do tedny ¢ bodu P.

Predstavme si oblouk kfivky I bez singularit a predpokléde]me, Ze
bodu Py(s,) pHsludf bod N, trajektorie na oskulaénim kruhu, ktery je

. diametrdlné protilehly k P, tedy u, = 0. Pak vztah (7) mezi s a » zni

-

. " ou = 8—3s,.
BudiZ nynf N’ bod diametrlng protilehly bodu N a pfedstavme si

.obé polohy kruznice (P,) a (P). Pak je ou délka oblouku PN’ nakrugnici -

(P) a s, — & délka oblouku PTJ’ na I'. Odtud plyne: -
Kotdlt-li se kruénice stdlého poloméru tak, aby byla v kaZdé poloze osku-

laénd kruZnici kfivky I" konstanini kfivosti, opisuji jejé body édry kfivosti

na plode krunicems vytvorené.

Je-li I'k¥ivka konstantni kiivosti, je stted C soudasné stfedem osku-
la¢ni koule, normély plochy @ podél kruznice tvoii svazek o st¥edu C,
kfivka stfedd (C) je tedy &ast fokdint plochy (plochy sttedt kiivosti).

 Jdeme-li po dafe kiivosti (N), norméla plochy v bodé N sede kolmo kiivku

- pa’ "

(C) a vytvofi rozvinutelnou plochu. Jeji hrana vratu (F) je tedy evolutou
kfivky (C) a naléz4 se na ;e]l poldrni ploSe (obalené normalnimi rovinami)
a tato polérn{ plocha splyvé zde s plochou teden (¢) kiivky I". Polomér CN
protne tetnu ¢ v bodé F; C, F jsou hlavni sttedy kiivosti plochy ¢ v bodé

N. Piisluiny polomér FN m4 hodnotu

1 R
oy =20 (l + cosu) . (15)
Hlavni poloméry k¥ivosti plodhy D v bodé N jsou tedy ¢ a g,.
Probihé-li bod N na pldse @ &4ru kiivosti (N), probihd bod F na ploge

teten (t) fokdlu (F'), jeZ po rozvinuti plochy (z) pre]de v pi{mku (je darou
‘geodetickou).

Pongvadi PF = v = — g tgu, vychdzi pro soutadnice bodu F

», X=z—oaptgu, Y=y—Potgu, Z=z—yotgu; (16)

bod ten probihé fokdlu, je-li mezi s, u vztah 8 = gu + konst.

Rozvineme-li plochu teden (t) v rovinu, pfejde kfivka I'v kruZniei I,
0 poloméru p a rozvinutou kfivku (¥) dostaneme pifmo konstrukef, na-
neseme-li od jistého bodu na (I'g) oblouk 8 = gu a od koncového bodu

_ v opatném smyslu na tednu délku v = g tgu. Snadno vidime, %e kr1vka, .
. (F) ptejde v pHimku F, ktera jde stiedem kruZnice I,

. Normily plochy & podél kfivoznaéné kiivky (N) dévaji tedy roz-
vinutelnou plochu, jejiz hrana vratu (F) je geodetick4 kiivka na plode

- teden. () kolm4 k zdkladni kfivce I'.

Polomér gy je stly, pokud u je stélé, ale pak i i totdlni (GAussova)

- 'khvost je sté.lé, Podminka u = konst defmu]e tedy na ploée kiivky kon-’



stantni GAussovy kiivosti. Mezi nimi 4 = 7 (o5 = 0) splyva 8 kfivkou
zédkladni, v = 4 }n jsou kiivky, kde norméla plochy @ je rovnobéZnd
s tednou ¢.

3. Z rovnice (14), jiz lze napsati

T 0

0 T
plyne Ze ¢ary kiivosti plochy @ mohou byt 8roubovice, jen kdyz vedle g
i7 je konstantni, t. j. je-li I" Sroubovice na rotaénim véleci. Ostatné osku-
laéni roviny k¥ivky I"sviraji s osou valce stély dhel, tedy totéz platii pro
kolmé k nim teény kiivky kfivosti a tyto kfivky jsou tedy Sroubovice na
vélcich rovnobéZnych s osou daného vdlce, na némz se I" nalézé. Volme
osu tohoto vélce za osu Oz a mdme rovnici Sroubovice I"

*r =acosp, ¥=asing, z=acp (c = cotgw), (17)

kde w je thel teény Sroubovice s osou valce. Schema smérovych kosinti
pro teénu, normdlu a binormdilu jest

t: —sinw sing, sinw cosp,  cosw
n: — cosg, — sing, 0
b: coswsing, — cosw cosg, sinw,
déle :
s=—F  p=— r=—— % 2___ ()
sinw sinw sinw cosw’ T

Parametrické vyjadieni plochy @ dle rovnic (3) jest nyni

= —ac? cosp — o(sinw sing sinu - cosg cosu),
Y = — ac?® sing + g(sinw cosp sinu — sing cosu), (19)
Z = acp + g cosw sinu;

kiivoznaéné ¢ary jsou dény podminkou :
U = (¢ — @) sinw. (20)

Z rovnic (19) plyne pro priimét kfivoznadné &iry
X + iY = el?(— ac® — p cosu -+ ip sinw sinu), (21)
¢i nahradime-li sinu, cosu ptislu§nymi vyrazy v ei* ' :
X 4 iY = — ac?e!? — 4pel@—w [(1 4 sinw) + (1 —sinw) e%*]. (21a)

'Zavedme pro okamzik promé&nou ¢ = @ —@,, tedy u = rpsmw,
a jest

X + iY== el%e{— ac?el¥ — }pelv—0[(1 4 sinw) + (1 — smw) eiv]}.
Jsou-li X, Y, Z soutadnice bodu na kfivoznaéné &ire o =0, jest
X +iY = ei(X + iY), Z = acp, + Z. (22)
. V&echny ktivoznaéné &iry plochy @ jsou shodny a dostanou se z jed--
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né otodenim o Ghel g, kolem osy Oz a posinutim o délku acgp, ve smeru
této osy. -
Pro sti'ed krlvostl knvky (21) najdeme ]ednoduchym vypottem

X, + 1Y, = —elva (cosu —i sinu ) (23)
sinw
a pro polohu prislusnou hodnotd @, = 0 (v = ¢ sinw)
i(p—u) - :
Xo+i¥, = ——“2_"-8"-1— [(1 + sinw) — (1 — sinw) €2®].  (23a)

‘ Porovnejme tuto rovnici s vyjddfenim bodu na epicykloidé, jez se
vytvoii kotdlenim kruZnice o poloméru r po kruZnici o poloméru R:

X +iY = e*[R 4 r —rel?], Rx = rf; (24)
_pti hodnotédch :
1 — sinw

R=a, r=a
2 sinw

, 6 =@ —u, f=2u (4= g sinw)

je podminka Rx = rf skuteéné splnena K¥ivka (23a) je tedy epicykloida,
oviem otodend o 180° (p = u = 0 davé bod vratu X, + i¥, = —a).
Evoluta kiivky (21) je tedy epicykloida (23a), ale kiivka (21) sama neni
epicykloida, nybrz kiivka s epicykloidou rovnobézni. Skuteéns evoluta

epicykloidy (24) jest '

Xo + 1Yo = [(R +7) el"‘ — rellx+0)],

R¥2r '
Srovnanim 8 (23a) vidime, Ze (23a) je evolutou epmykloxdy vytvo-
fené bodem

z + iy = — }pel®—w[(1 + sinw) + (1 — sinw) 2], (25)
\  Srovnénim s rovnici (21a) jde ’ '
- X 4 iY = z 4 iy — ac?el®. (26)

‘Norméla kfivky {21) v bodé ¢ ]e rovnobéZné se smérem q), tedy posledni
rovnice ukazuje:

.

éary kfivosti plochy ® vytvorené oskulaé’nimz kruZnicems é’roubomce na
rotaé’nim vdlei promitagi se do zdkladny vdlce jako kfivky rovnobéiné s epi-

" cykloidami, jef op?sugi body kruzmce‘s polomerem r= g (1 —sinw) pf

kotdleni po kruZnici soustfedné se zdkladnou vdlce o poloméru .

V obr."2 je vyznaden pribéh piidorysu’ uvaovanych k¥ivoznadnych
dar plochy L7 pro pripad @ = 60°. Kolem stfedu O jsou opsdny kruZnice
poloméry @, g sinw, p, jeZ tvoif geometnckou fadu. Volime-li hybné
[kruZnice v mezikruZich @ — g sinw, g sinw — p tak, aby se kotdlely po
yoitfni kruZnici, opisuji body hybné kruZnice v prvém p¥padé kiivku
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(23&), v druhém kfivku (25). Pidorys kiivoznaéné (Yary je rovnobéiny
8 posledni kiivkou (vytaZen silng).

4. K.nvky stalé Gaussovy kiivosti na plose @ (u = konst) jsou
dény rovnicemi (19) a jsou to $rdubovice na rotad. valcich souosych.
Polomér zékladny je

Ysines

o
a
vl

obr.2.

ay = |/(ac® + g cosu)? J ¢ sin’w sin’u,
spad je

prvek oblouku
d8 = a,)/T £ ¢,2 dp.
Smérnice kiivoznaéné &iry jsou
cosw sing : — cosw cosg : sinw
a pro thel sevieny obéma k¥ivkami nalezneme
o(1 4~ cosu) cosw .
aul/l + Cu> ' -

kterd%to velitina zdvist pouze na hodnots «. Tedy Sroubovice stdlé hlcwn{ ;
kFivosti na plofe @ j jsou kosotihlé trajektorie Sar kfivosti. P

5. Zajimavéjsi jsou evoluty dar kfivosti ¢ili fokaly lezfci na plose
te¢en (f). Rovnice (16)\\7 naéem zvldStninr piipadé jsou '

cosy =

: D55



X = a cosp + g sinw sing tgu
Y = a sing — p sinw cosg tgu - (27)
Z =acp—p cqsc tgu, :
pii éemz - _
U = (¢ — @) sinw. :
Snadno pozndvédme, Ze v8echny kiivky (F) jsou vespolek shodné
a jedna v druhou piejde Sroubovym pohybem. Lze tedy pfedpoklidati

- o = 0 a v tomto piipadé lze ukdzati zajimavou geometrickou interpre-

taci rovnic (27).

Necht hybné kruZnice polomeru a se kotdli po pevné kruznici polo-
méru ¢ tak, Ze sklon jejf roviny k roviné kruZnice (c) zistavd tyz. Bod M
v roving kruZnice (a) opisuje sférickou epicykloidu. Kolmice na roviny
obou kruznic v jejich stfedech vztyené sekou se v bodé V. Pohyb lze
nahraditi kotdlenim kuZele ¥V(a) po kuZelu V(c). Volme rovinu kruznice
(c) za (zy), jeji stted O za potitek soutudnic, hel obou rovin bud d o, stfed
hybné kruZnice S. P¥imku SM nazyvéame loukoti. Pi¥me SM = ia.
Necht pohyb zadinid v bodé A(c, 0, 0) a potiteini poloha loukoté at jde
timto bodem. Mezi odkotalenyml oblouky y na pevné, ¢ na hybne kruz-
nici je vztah

ap = cy

& sféricks epié:yklo_id& je ddna vyrazy*)

z = [c — a cosx(l — A cosgp)] cosy -+ Aa sing siny
y = [¢c — a cosx(1 — A cosp)] sinp — Aa sing cosy (28)
. z = a sinx(1 — A cosp).
Pii tomto kotdleni probihd loukot primkovou zborcenou plochu
jejiz stopa (@) na roviné z = 0 m4 rovnice N
% = ¢ cosy + a tgg sxmp, (29)
! y = ¢ siny — a tgp cosy;

. tuto k¥ivku nazyvejme loukotnict. Nezévisi na A a «, co je geometricky
. zl'e]mo Srovnénim rovnic (27) a (29) vyjde, Ze pidorys fokdlni k¥ivky (F)

je loukotnict sférické epicykloidy, pti ¢emZ pevnd kruZnice m4 poloméra
a hybné polomér g sinw =§i%c;; _odkoté;lenjr tihel na pevné kruznici

je @, na hybné ». Vztah
' mp = ou smw

zatuéu]e piigy, = 0 rovrost plisluinych obloukit. Pondvad hybn§ kruz-
. nice m4 polomd&r v&tsi neZ pevnd, lze voliti sklon « tak, aby stfed S padl

' na Oz & splynul tedy sV. Hybny kuZel, ktery se kotdli po kuZelu ¥(c),

Dos

presel tedy v rovinu a uvaZovany pohyb lze interpretovati ]ako odvijeni
%) M. LERCH, 0 sardcha plochéch, je% se vytvofujf pti kotélent kruhu po st

f: \,\. : rovinné, jako i nékberych mech ploché,ch kruhovych Rozpravy C‘eské aekademie,
. r. XXVIL, 8.7 (1916).



désti povrehu (ohebné a neroztaZitelné) s pladté rotaéniho kuzele ¥V(c).
P#i odvijeni prechézi zdkladni kruznice (c) v kruZnici s polomérem VA:
Polomér kiivosti kotélnice opsané bodem M je kolmé vzdalenost bodu M -
od pfimky kuzele lezici v te¢né roviné vedené bodem M, nebot kuzel V(c)
je polarni plocha kotélnice (obdlka normdlnich rovin) a jeho pfimky jsou
osami kiivosti. V tomto pfipadé jde loukof pevnym bodem V a plocha
loukoti ptechdzi v kuZelovou plochu, kterou se kotdlnice z vrcholu V
promitd jako loukotnice.

Tato sférickd epicykloida je zvlastni piipad Sroubovice cylindro-
konické.*)

Hlawvni stfedy k#ivosti plochy oskulaénich kruZnic obylejné Sroubovice,
je£ odpovidaji bodiim téZe Edry kitvosti, lei na geodetice rozvinutelné plochy
telen zdkladnt kfivky, kterd ji kolmo protind. Kolmy primét této geodetiky
do zakladny vdlce je loukotnict sférického kotdalent kruhového a lze ji také
povaZovati za centrdlnt primét sférické Sroubovice.

Z rovnie (28) pro sférickou epicykloidu dostaneme rovnice sférické
§roubovice pravé uvazované, nahradime-li litery

¢, @, COSX, Y, @
hodnotami

a,

- = p sinw, sinw, p, %

a pii tom A = 1. Dostaneme »

Z = a cosu cosp + o sinw sinu sing

¥ == a cosu sing — o sinw sinu cosgp (30)

z = ac(l — cosu), '
pii demz

u = @ Sinw.
Srovndnim rovnice
Z + iy = el?(a cosu — ip sinw sinu) = :
1 +.smw o 1 —.sinw o2 (31)

- 2 sinw 2 sinw -

= ei(¢"u) a

s rovnici (23a) vychézi:

Pramét uvedené sférické $roubovice do zdkladny vdlce jest epicykloida
shodnd s epicyklotdou, kterd je evolutouw primétu kfivky kiivosti (pouze
otodend o 180°).

Stfed koule, na ni# se nalézé kfivka (30) jest V(0, 0, ac). Stopa te¢ny
sférické Sroubovice (30) jest bod

wtiy=@+ig—2 LY (32)

*) M. LERCH, Pi'ispévky k vlastnostem sférickych éar Sroubovych, Rozpravy
Ceské akadémie, r. XXIII, &. 33 (1914).
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»

Derivujme rovnici (31) dle ¢ a dostaneme po tipravé

_ @cos Lo )
z + iy’ ——— sinu . €%%;
_ sinw
jeito
2 = ac sinw sinu,
jest

il + igl

—— = ce'-.

Dosazenim do (32) vychdzi pro stopu teény kiivky (30)
z + iy = e¥®(— ac® + g cosu — ip sinw sinu).

Tento bod je v jednoduchém vztahu k prﬁmétu bodu na kfivoznaéné
dafe gy = 0 [rov. (21)]. Pilici bod jejich spojnice leZi na kruZnici s polo-
mérem ac? a splyvéd s primétem stiedu kiivosti zdkladni Sroubovice. Je
skutedné

X 4+ iY + z 4 iy] = — ac?e™.
Stopa teény nadi sférické sroubovice na roviné z = k je bod

X+1Y._x+1y——(z~——k)x—+—l‘y—

=z + iy + kcei?,

je-li  + iy stopa téZe teény na roviné z = 0. Zvolime-li k = 2ac, t. j.
rovinu fezu ve vzdélenosti vrcholu V od zakladny, av8ak na druhé strané,
dostaneme vyraz .

X + iY = e#®(ac® 4 g cosu — ip sinw sinu), ¥ = @ sinw; (33)

tento bod je diametralni protéjsek bodu F [rov. (21)]. Z toho vychdzi
nésledujici konstrukce kiivozna¢né éary plochy @: ‘
Protneme rozvinutelnou plochu telen sférické Sroubovice (30), jejz’é’

1—
pudorys je epzcyklozda vytvorend kotdlenim krufnice s polomérem a e Ssnw
w

po kruZnici s polomerem a, rovinoy obsakuywz druhou édst pmmku jejs
koule s vdlcem, na némZ je zdkladni Sroubovice (z = 2ac), a Fez otoime
kolem osy vdlce o 180°.

Centralni primét téze Sroubovice ze stfedu kaule do zdkladny vélce
dévs Fidici kiivku valce jenZ rozvinutelnou plochu Sroubovou protne ve
fokale F'.

Céry F se oviem pohodlné rysuji jako geodetiky plochy teden pii-
vodni Sroubovice. .

Sur la surface engendrée par les cercles osculateurs d’une courbe gauche.
L’auteur étudie les systémes de lignes de courbure de la surface considérée et les
surfaces développables engendrées par les normales le long de ces courbes. I1 étudie
surtout la surface engendrée par les cercles osculateurs d’une courbe gauche I .
dont la courbure est constante. Si I" est une hélice, I'auteur donne aussi beaucoup
des constructions intéressantes.
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