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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY
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CAST MATEMATICKA

Véty o stifedni hodnoté z teorie miiZovych bodii.
6. pojednani.?)
Yojtéch Jarnik, Praha.
(Dotlo dne 5. ¥ijna 1940.)

§ 1. Vysledky.

V celém &lanku budiz stale r celé, r > 1,
Qu) = > aju® (x> 0). (1)
j=1

Pro realné b budiz & ona vétev, reguldrni v komplexni roving £,
nafiznuté podél zaporné realné osy, kterd je kladni pro & > 0.
Misto ef pisi plilezitostné téz exp & Znakem C oznaluji kladni
¢isla, zavisla pouze na @ (t. j. na 7, «,, . . ., &y). Znakem B oznaduji
komplexni &éisla (jez mohou zaviseti na libovolnych parametrech),
jejichZ absolutni hodnota je mensi nez néjaké C. Ruzna B, C
nerozliSuji indexy. Pro z > 0 budiz A(x) podet miiZovych bodi
(% « - -, Up) v elipsoidu Q(u) < x;

P(z) = Pq(2) = A(x) —

, M(x):fpw dy,
]/Z,...a,l‘(i+ 1) $ () dy

T
M) =[M(y) dy.
0
Jsou-li vSechna «; celd, jest?)

1) Prace téhoZ ndzvu jsem otiskl v téchto ¢éasopisech: Math. Zeitschr.
33 (1931), str. 62—84, str. 85—97; 36 (1933), str. 581—617; Véstnik Kral.
C. Sp. Nauk 1931 (17 stran); Casopis 69 (1940), str. 148—174. V dalSim je
cituji znaky I aZ V.

2) Vzorce (2), (3), (4) — a jest8 mnohem vice — najdete v V; pochézeji
od Craméra, Landaua, Walfisze a ode mne.
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(’vv)

0 <lim——< o0 pror = 2, (2)
Z—> '
0 < lim ff() << o pro r = 3, (3)
z>0 L lo
M(x)
ZT—> o x'——l (4)

Vzorce (2), (3), (4) plati ovSem téz tehdy, jsou-li vSechny podily
o k=1,2...,7) (5)
&k
raciondlni, t. j. jsou-li v8echna &isla «; celistvymi nasobky jistého
kladného &isla & (nebot ziejmé je P,o(x) = Polz : «)).
Je-li v8ak asponi jedno z &isel (5) iraciondlni, jest — na rozdil

d (4) —

lmM—(xl)—Opro r> 3.3) (6)
z—>w LT
Koneéns pro pfipady r = 2, 3 dokdzeme zde:?)
0 < lim inf ()Shmsup ()<oopror—2 (7
Z—>© T—> o
0 < lim inf ( 2). ; lim sup M) < o pro r = 3. (8)
Z—>© z—>0 & 1

Zde je zvlasté za]imavé srovndni formuli (4), (6) s formuli (7):
kdeZto pro r > 3 je M(x) v ,.iraciondlnim‘‘ pifpadé vzdy veli¢inou
niz§tho Fadu neZ v ,raciondlnim‘ p¥ipadé, ma M(x) pro r = 2
v obou pripadech ¥adové touf velikost. Pro r = 3 nema vysledek
tak definitivni charakter. Dosud bylo zndmo pro r = 2, 3 toto:5)

0 < lim inf — = () , lim _sl_lf(_x) < o pro r = 2,
Z—+® Z—>0 x/' 109.' x (83:)

( ) . M(x) . .
0< hf—l»ionf hII;_S)I;p Zlog’ @ < o0 pro r = 3.
K dukazu vzorct (7), (8) sta¢i tedy Gplné, dokdZeme-li (pro libo-
volnd o4 > 0) toto:

Hlavni véta. Budiz 2 < r < 3. V celém cldnkw budiz ¢(x) = '/
pro r = 2, @(x) = 2%log x pro r = 3. Potom je M(x) = O(p(x)).

3) Viz IV.

%) P¥i tom jsou o libovolné, kladna (raciondlni nebo iracionélnf) &isla.

) Viz I. V préci I, str. 81, ¥. 7 je toto pFepséni: misto Q(u) mé tam byti
forma inversni ke Q(u).
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K tomu cili stadi pak dokdzati toto:
1. pomocna véta. Pro 2 < r < 3 je My(x) = O(x ¢(x)).

Z této pomocné véty plyne vskutku (jezto M(x) je neklesajici
funkece)

0< Mz) <~ f y) dy <~ M2(2x) — 0(p(22)) = O(¢(x)).
(8b)

1. pomocnou vétu dokdZeme metodou, p¥ibuznou metodé pojed-

nani V. Odkazy ku V provadim takto: pomocna véta 7, V, vzorec
(21, V) znamend pomocnou vétu 7, po p¥ip. vzorec (21) z V atd.

§ 2. Dikaz 1. pomoené véty.
Az do konce budiz stale x > 2, 2 < r < 3. Pro Rs > 0 budiz

r
© —

9(s) = Z e—m's, Hﬁo«,s)—————r; (9)

m=—c0 Vm . P

A:Max2—n, l:i- (10)

l=j=r &j V x

1 . 1 . iy .
2. pomocna véta. Pro s = - + 11,8 = - + ' (¢, t' redina),
7=12,...,7 poloZme
7(3 |19a, l+[3 1) (11)

') x dt x de’
Iw) = ff et (12
F(s") G;(s) x di ,
Iy,(x) :f — (f s | TFe[i—r ‘)2) xde’,  (13)
23
s') xdt z dt’
I37 —I—x[t—t' ')2 (14)

Potom je pro x > C
Mm=4mm+zmm+2&m+ﬁ-<m
j=1 i=1
Dikaz (viechno pro z > (). Jest
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Covalitr.

(16)
Klademe-li v pom. vété 2, V a = b = 2~ (srovnej (11, V) s (9)),
plyne podle (16)

win - [ P2

—Q0 —0

. .2 .
| e26+8) | = ¢2, |s+3’|;‘—£+z(t+t')

z dt x di’
+x|t4t])?

+ Bzx. (17)

Integrand v (17) se nezméni, vyménime-li ¢ s ¢’ nebo piSi-li — ¢,
— t' misto ¢, ¢’; pi&i-li — ¢’ misto ¢’, nezméni se | s'—1 F(s) |. Koneé-
né: maji-li ¢, ¢ totéz znameni, zmensi se |¢+ ¢ |, pisi-li —¢
misto ¢'. Tedy jest (tyz integrand jako v (17))

Bf(f dt—l—Bx—BffO .dt') d¢t + Bz. (17a)

0—o 0 —o

Pisi-li v poslednim integrdlu — ¢’ misto ¢, dostavam

) = [ [[|FETE
0 0

Tedy (s tymz integrandem jako v (18))
2122

=B(ff...dtdt’+f(f°°...dt')dt+

+f(f dt—}—ff .d¢dt') + Bz

z dt x dt’
14 x|t—1t'])*

+ Bz. (18)

(19)

(Ze &ast integraéniho oboru je dvojnisob pokryta, ovSem nevadi).
Zde je treti integral roven druhému; uZijeme-li jesté véty o arit-
metickém a geometrickém stredu

F(s) = Bﬂ (| 9ogs) |+ |7+ ]) =B > Gys),
F(s) F(s') = BE((I Do) | + |57 ]) (| Hoys') | 4+ [ ]) =
:BiGj(s)G 8 (19)
pPlyne (15) z (19). !

3. pomoeni véta. Pro 0 <t < 24x—t = 2}, s = a1 + 4,
1

r
z > O jest s—! F(s) = Bx* S
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Dikaz. Viz II, str. 89. Lze jej téZ rekonstruovati z dukazu
pomocné véty 5, V.

4. pomocna véta. I,(z) = O(z ¢(x)).

Dikaz. (12), 3. pom. véta a (10) ddvaji pro x > C
. 21 22

z dy’
(#) = Ba* f(f(1+xlt—t’!)2)xdt—
0 0 (19b)
21 © ’
r 3
= Bx? fx 1z . f(l +x;hru g — Bx?72 — By P(z)
0 —

£
Az do konce budiz j (1 < § §_ r) libovolng (ale pevné) zvoleno.
Pro zkrdceni pi¥me «, G(s), Ly(x), Iy(x) misto oj Gy(s), I.(x),
I;.i(x). Viechny zlomky & : k, kde h, k jsou celd, h=0, 0 <k <
< Vx {h, k} = 1, nazveme Fareyovymi zlomky ({&, L} znaéi nej-
vEtsi spolecnou miru éisel A, k). Ke kazdému Fareyovu zlomku & : k
existuji pravé dva Fareyovy zlomky by :ky <hy,:ky, (kj >0,
{hj, k;} = 1 pro j =1, 2) tak, Ze h: k je jeding] Fareyﬁv zlomek,
ve s .. . y /b +h b+ h,
lezici mezi by : ky, hy : k,. Potom polozime By, = <m S

Chr = % By (je-li y redlné, I mnoina reslnych sisel, znadi yIN
mnozinu vsech yz, kde x e 9N). Jak znamo, plati
27 h 29, 2m h 2785 \_
b,k NNCA (kax % I (kax/ (20)
%—gﬁlgly ‘g'éﬁg_g_ 1.
Polozime-li

= _En (tedy 0 << p < 4 podle' (10)), (21)
x ([Jx] + 1
je Co1 = (— 0, 0)>. Intervaly s, vyhovujici podminké,m
h>0,0<k<Va, {(hk}=1 (22)

pokryvaji tedy interval (o, + o), tim spife tedy interval (4, + o).
5. pomocna véta. Necht plati (22) a budiZ s = a—!+ i,

21 h
te Cpr. x > C; kladme f = 77: T Potom je
Chik—t <t <|s| < Chk—1, (23)
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T

6(s) = — Bz

kA4 |t—p)

Diikaz (viechno pro x > C). (23) plyne (viz (20)) 7 (22) a ze
vztaht

(24)

r

[ ]

27 1 1 1
Al [t—B < o s =— fit, —<—= (25
=1 ﬂ'_ak]/x z tib oS (25)
Dale plyne z (25), (22), (23) ~
k(L+ z|t—B]|) = B, (252)

& - x
s = B|/—=B|k=Bat =B - (26)
l/h V Vk(l—i-WIt—ﬁI)
Z pomocnych vét 4, V a 3A, V, aplikovanych na Q(u) = 2, plyne

1 . 1 — Cm2x
Hos) = Bk (-; + (t—ﬂ)) Z exp (k2 T (t—ﬁ)))" 27

m=—cw

Podle (25) jest
x x

92]0'2 (1+zx (t_ﬂ))=k2 (]+wz (t-—ﬂ)‘)> C, (273,)
a tedy je fada v (27) rovna
B i exp (— m?*C) = B; (27b)

odtud a z (26), (27) plyne (24).

Od tohoto mista budeme, jsou-li dina h, k, po p¥ip. »', &/,
psati pro zkraceni stale €, €', 8, ' misto Csz, Cax, 2;” _}kb.’ gg %,-

6. pomocna véta. I,(z) = O(z ¢(x)).

Dikaz. V integraénim oboru integralu I, (viz (13)) jest ¢ > 2t/,
tedy ¢t — ¢’ > 4. Jezto intervaly Gz, vyhovujici podminkdm (22),
pokryvaji interval (24, + ), je podle pom. vét 3, 5 pro z > C

2 r

4 1 —
Tt kB x® dt
Iz(x)——-fo dt Zﬁf - 5 (270)
0 MOC B4at—p))*

kde se séitd pies h, k s podminkami (22). Délka € je Bl—1a—%
podle (20); nahradime-li 1 4+ z | t — f§ | jedni¢kou, plyne podle (10)

T 7‘+1

ror_1 2__.:_ —3 I
L(z) = Bzx‘* 2 21 %} =Bz’ = Bxex). (27d)
h,k
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7. pomoena véta Ij(z) = O(z p(x)).
Diikaz (v8echno pro z > C). Jeito intervaly € s podmin-

kami (22) pokryvaji interval {4, + o0), je podle (14) a podle
5. pom. véty

. koK zdt’
I) = B > - 7, ([ z )
K EEPQA 4|t —B ) A+ x|t—t )2

x dt
x— 7 (28)
B (1+ajt—p))°
kde h, k, k', k' probihd vSechny systémy, vyhovujici podminkim
(22) a (29):

B>00<k <o (0, =1. (29)
Polozme Iy(x) =8, + 8S,, kde S; je soulet onéch &leni v (28)
vpravo, pro néz h:k="h":k (tedy h=0', k=Fk', B=4§,
€ = ¢§'); 8, je soudet onéch &lend, pro néz

hl
R

Odhadnéme napied S;; nahradime-li 1 4 « |¢*— f| jednitkou,
vyjde

(30)

oo}

z dt’ x du
=B | ————=B8;
_/.(l-l-v’CIt—t'l)2 f(l—l—x|u|)2
(Of

—

x dt _p[—x¥
.G ¢
NE Iz
zdu ejx
=3B f TToal - 2le
C
Tz
(viz (20)); tedy pro = 3
8 = Bxazk—lh—z = Bx’log & = Ba ¢(a). (31)
h,k
Pro r =2 je —
S, = szzh—z log "% = Ba* > log=o- Ve (32)
1<k<V—

Pii raznych odhadech budeme uzivati této znamé véty: je-lia < b,
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f(») monotonni a 0 < f(u) <_K pro a < u < b, jest
: b

Dhm < [fw)ydu + K. ey

as=m=b

Podle (32) je tedy (substituce e]/gc-u—l =v)pror = 2.

8, = Bx? (log (el @) +flo« eV__ )

e|z
= Ba? (log = —H/;cfv—z log v dv) = Bat = B (x p(x)) (34)
e .
pro r = 2.

Zbyva odhadnouti S,. Ale S, je pravé vyraz (43, V) pron = 2,
se stejnym sumaénim oborem (22), ( 9), (30); pouze je nutno,
nasobiti tehdejsi €, €', §, p’ dislem a— 1, Cten4i se snadno presved01
Ze pro r = 3 jde vSechno doslova ste]ne jako v pomocné vété 9,V
(pro » = 2), pouze je nutno v (50, V) a v prvnich &tyfech tadkdch
na str. 164, V psiti na—! misto =; tedy vyjde

8, = O(x®) = O(x ¢(x)) pro r = 3. (35)
Pro r = 2 probihaji Gvahy rovnéz podobné jako v pomocné véteé
9,V (pro » = 2), pouze nékteré odhady je nutno provésti jinak
(oviem je nutno provésti téZ zminéné dosazeni ma—! misto ).
Proto uvedu v dal8im postup ditkazu zcela struéné, odkazuje na
piislusnd mista v V.

Budiz r = 2. Jako v V miiZeme se omeziti na souéet 7', slozeny

z onéch ¢&lent soudtu S,, pro néz je

k> k. (36)
Jako v V rozdélme T na dvé dasti T, T, podle (45, V), (46, V).
Pravé jako tehdy plati v T}:

1. ¥ > Clz, Wk'—' > Chl—1.

2. Je-li dano h, k, zbyva pro k' nejvyse Ol/xlc—l moznosti.

3. Je-li déno &, k, k', zbyva pro b’ nejvyse C moznosti.

Nahradlme-li 1+ «|t— B | jedniGkou, obdrzime pro integ-

ral (
x dt B z dt’ .
Lk'f(f(l+x[t—t'|2))1+x|t'—ﬁ'|"

_B(__s¥___B
Tkk 14|t —p | kK

&
(36a)
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(nebot délka intervalu €’ je Bz—3k'—! = Bax—! podle (20)); tedy

Bl - 5
T, = Ba? z T Ba? z kh—2z—423k— = Ba} = Bx 99(92)’-7)

VT,je It——t | > O[h k—h’ k' | (srovnej ¥. 4 na str. 164, V);
integral tedy jest :

Ba—? Ik f x dt’ f x dt —
kk' (hk" —h'E32J 1+ x|t /3| 1+z|t—p!
&

_ Ba k' eVT-EO e'V;a-c

W — Wk ©
(37a)
a zde je k' > k. Polozime-li tedy jako v (51, V)
2
U=Ukb E;T(m (38)
je _
T,=B z k2h—1 U(h, k) log?® eVTx (39)
k,h

(Sumagni obor: (22)). Dale jde v8echno stejné jako v V az ke vzorei
(69, V); rozdélime U na U, U, jako v V a obdrzime jako v (69, V)

pro j=1,2
Ujh, k) = = z Zk( ) (39a)

a=1 k'

Pii tom probiha (]ak6 v V) &’ pti daném a vechna celd &isla & <
< < Vx jeZ modulo k maji uréity zbytek g, zavisly pouze na -
b, k, a,j. Tedy je

Zk' = Bz (Jak—* + 1) = Bak—, (39b)
<
k
Uy(h, k) = Bh—1 Z(m—z + ak—1) = Bah—1,
e .
T, = Bx z 57»—2 k2 log? V (40)
1=k<|z 2=

(podle (39)). Souéet podle A dava B; polozime-li f(u) =
u? log? (eru—l), jepro 1< u < /=
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f(u) > 0, dw _ 21[10g Eﬁ(log ev_?“— 1) > o;' (40a)

du % ”
tedy je (substituce el/;u—l =)
V= _
0= Z fik) = x10g2e+fuzlog2 V du =
1=k=|z ; o)

)z
=z + esx’/zf v—*log? v dv = Ba'h.

' e
Podle (40) je tedy
T, = Bx'* = Bz ¢(x). (41)
7. pomocna véta plyne nyni pro r =3 z (31), (35) a pro r = 2
z (34), (37), (41).

Diikkaz 1. pomecné véty. Plyne z (15) a z pomocnych vét

¢. 4, 6, 7.
*

Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre.
6. Abhandlung.?)

(Auszug aus dem vorstehenden Artikel.*)

§ 1. Resultate..

Im Folgenden sei stets r ganz, r > 1,

T

Q(u) = > ajui® (o > 0). (1)

i=1
Fiir reelles b bedeute & denjenigen in-der lings der negativen
reellen Achse aufgeschnittenen komplexen &-Ebene reguliren

1) Altere gleichgenannte Abhandlungen des Verfassers sind in der
Math. Zeitschr, 83 (1931), S. 62—84, S. 85—97, 36 (1933), S. 581—617, im
Vé&stnik Kral. C. Sp. Nauk 1931, 17 S. und im Casopis pro p&stovani mate-
matiky a fysiky 69 (1940), S. 148—174 erschienen; sie werden weiter mit I
bis V zitiert.

*) Um aus diesem Auszug den vollsténdigen deutschen Text zu re-
konstruieren, ersetze man die fetten eingeklammerten Nummern durch die
entsprechenden Formeln aus dem tschechischen Text; die mit gewohnlichen
Typen gedruckten Nummern bedeuten dann Hinweise im iiblichen Sinne;
weiter iibersetze man pro = fiir. Z. B. statt ,,so ist — im scharfen Unter-

schied zu (4) — (6)‘‘ soll man lesen: ,,s0 ist — im scharfen Unterschied
zu (4) —
lim ’ﬂﬁ = 0 fir r > 3.3) (6)¢
r—>©
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Zweig, der fiir £ > 0 positiv ist. Statt ¢ schreibe ich gelegentlich
auch exp & Mit C bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen,
die nur von @ (d. h. von r und von den «;) abhingen. Mit B be-
zeichne ich unterschiedslos komplexe Zahlen, die von beliebigen
Parametern abhiangen diirfen, dem absoluten Betrage nach aber
kleiner als ein C sind. Fir z > 0 sei A(z) die Anzahl der Gitter-
punkte (uy, ..., %) im Ellipsoid Q(u) < z; P, M, M, seien wie im
tschechischen Text definiert.

Sind alle «; ganz, so gilt?) (2), (3), (4).
Die Formeln (2), (3), (4) gelten natiirlich auch dann, wenn alle
Verhéltnisse (5)

rational sind, d. h. wenn alle Zahlen «; ganzzahlige Vielfache einer

und derselben Zahl « >0 sind {denn offenbar ist P,g(z) = Pq % .

Wenn aber mindestens eine der Zahlen (5) irrational ist, so

ist — im scharfen Unterschied zu (4) — (6).
Was die Fille r = 2, 3 betrifft, so wollen wir hier beweisen:%)
(7), (8).

Hier ist besonders der Vergleich von (4), (6) mit (7) interessant:
wahrend M (z) fiir » > 3 im ,,irrationalen‘‘ Falle stets eine kleinere
GroBenordnung als im ,rationalen Falle hat, hat M(x) fiir r = 2
in allen Fillen dieselbe GroBenordnung. Im Falle r = 3 ist das
Resultat nicht so befriedigend; der Vergleich von (8), (3) zeigt nur,
daB M(x) im irrationalen Falle kéchstens dieselbe GroBenordnung
wie im rationalen Falle hat; und es bleibt in (8) noch eine loga-
rithmische Spanne iibrig. Bisher waren fiir r = 2,3 folgende
Resultate bekannt.5) (8a).

Um (7), (8) zu beweisen, geniigt es also vollstindig, folgenden
Hauptsatz (fiir beliebige x; > 0) zu beweisen:

Hauptsatz. Es sei 2 < r < 3. Es sei (hier und auch stets im
Folgenden) ¢(z) = a’s fir r = 2, p(x) = «?log z fiir r = 3. Dann ist
M(z) = O(p(x)).

Und dazu geniigt es, folgenden Hilfssatz zu beweisen:
Hilfssatz 1. Fir 2 < r < 3 ist My(z) = O(x ¢(x)).

Ist namlich der Hilfssatz 1 bewiesen, so ist, da M(x) mit
wachsendem z nicht abnimmt, (8h).

2) Die Formeln (2), (3), (4) — und noch viel mehr — findet man in V;
sie stammen von Cramér, Landau, Walfisz und mir. ) 3) Vgl. I_V.
¢) Dabei sind die «; ganz beliebige (rationale oder irrationale) positive
Zahlen. )

§) Vgl. I. Ich benutze diese Gelegenheit, um folger}den Schreibfehler zu
berichtigen: in I, S. 81, Z. 7 soll statt @(z) die zu Q(u) inverse Form stehen.
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Wir wollen also Hilfssatz 1 beweisen. Die Methode ist diejenige
von V. Ich verweise auf V folgendermaflen: Hilfssatz 7, V, Formel
(21, V) bedeutet den Hilfssatz 7 bzw. die Formel (21) aus V usw.

§ 2. Beweis des Hilfssatzes 1.

Im Folgenden sei stets # > 2, 2 < r < 3; fiir Rs > 0 sei
(9), (10).

Hilfssatz 2. Fir s = — + i, 8 = — —|— i (L. 1 reell) j=1,
2,...,1 setze man (ll) (1 ),(l3),(l4).
Dann ist fur x > C (15).
Beweis (alles fiir z > C). Es ist (16).
Aus Hilfssatz 2,V mit @ =b = 2~ (man vergleiche (11,V)
mit (9)) folgt wegen (16) (17).

Der Integrand in (17) &ndert sich nicht, wenn man ¢ mit ¢’ ver-
tauscht oder wenn man ¢ durch — ¢ und gleichzeitig ¢* durch — ¢
ersetzt; ersetzt man ¢" durch — ¢, so dndert sich | s'—! F(s’) | nicht.
Endlich: haben ¢ und ¢ dasselbe Vorzeichen, so verkleinert man
|24+ ¢’ |, wenn man ¢ durch — ¢ ersetzt. Also ist (derselbe Inte-

grand wie in (17)) (I7a).

Ersetzt man im letzten Integral ¢’ durch —¢', so kommt heraus
o (18).

Also (mit demselben Integranden wie in (18)) (19).

(da ein Teil des Integrationsgebietes doppelt iiberdeckt wird,
schadet natiirlich nicht). Hier ist das dritte Doppelintegral gleich
dem zweiten; benutzt man noch den Satz vom arithmetischen und

geometrischen Mittel: ‘ . . (I9a),
so folgt (15) aus (19). '
Hilfssatz 3. Fur O<t<—‘i— 27, s——— 8, x> C ist
x
1
s—1 F(s) = Bat'T

Beweis. Vgl. II, S. 89; man kann ubrlgens den Beweis auch
leicht mit Hilfe des Bewelses des Hilfssatzes 5, V rekonstruieren.
Hilfssatz 4. I,(z) = O(x ¢(x)).
Beweis. Nach (12), Hilfssatz 3 und wegen (10) ist Ifulf x> C
(19b).

* *
*

Bis zum SchluB sei der Index j (1 < j < r) irgendwie beliebig
(aber fest) gewidhlt. Zur Abkiirzung schreiben wir «, G(s), I5(x),
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Iy(x) statt o, Gi(s), Igj(x), Isi(x). Wir legen auf die reelle Achse
alle Briiche -%, wo h,k ganz, k=0, 0 <k Vgc', {h,k} =1
({h, k} bedeutet den groften gemeinsamen Teiler von &, k) und
nennen sie Fareybriiche. Zu jedem Fareybruch hk—! gibt es genau
ein Paar von Fareybriichen hk,—2, hykey=1 (k; > 0, {hj, k;} = 1 fiir
7 =1, 2) mit hk,—' <hk—1 << hyky—1, sodaB zwischen A k,—1, hyk,—1
genau ein Fareybruch, namlich hk—!, liegt. Dann bezeichnen wir

. h+h h+h
d ——1, 2
mit B, rdasabgeschlossene Intervall<k gyl /

2
Cnr :—g By (ist y reell, IM eine Menge reeller Zahlen, so be-

deutet yIN die Menge aller Zahlen pz mit z € N). Bekanntlich ist
(20).

und setzen

Wird
27
« (Va1 +1)
gesetzt, so ist 6:0,1 = {(— o, o). Die Intervalle €z mit
(22)

iiberdecken also offenbar das Intervall {p, + o), also umsomehr
das Intervall {1, 4+ oo).

(also 0 << p < 4 wegen (10)) (21)

1 .
Hilfssatz 5. Es gelte (22) und es sei s = - + ti, t € Cap, x> C.

Zur Abkiirzung setze man = gy-ti Dann ist (23), (24).

x k
Beweis (alles fiir « > C). (23) folgt sofort (vgl. (20)) aus (22) und
(25).
Weiter folgt aus (25), (22), (23) (2ba), (26).
Aus den Hilfssitzen 4, V und 3A, V folgt (wenn man sie auf die
Form @Q(u) = u? anwendet) (27).
Nun ist nach (25) (27a),
also ist die Summe in (27) gleich (27h);

daraus und aus (26) und (27) folgt (24).
Im Folgenden, wenn h, k oder %', k" gegeben sind, schreibe

2% h

man zur Abkiirzung € statt G, ¢’ statt [Cup, P statt — 7
27 b’
p’ statt — i ~

Hilfssatz 6. I,(x) = O(z ¢(x)).
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Beweis. Im Integrationsgebiet von I, (vgl. (13)) ist £ > 2¢,
also £ — ¢’ > }¢. Bedenkt man, daB die Intervalle Gz mit (22) das
Intervall (21 + o0) uberdecken so hat man nach Hilfssatz 3, 5
fir x > C (27c),

wo iiber alle A, k mit (22) summiert wird. Die Lénge von € ist

Bl—1x—% (vgl. (20)); wegen (10) bekommt man also, wenn man

1+ x| ¢t— B | im Integranden durch 1 ersetzt, (27d)
Hilfsatz 7. I;(x) = O(z ¢(x)).

Beweis (alles fiir > C). Bedenkt man, da8 die Intervalle G
mit (22) das Intervall {4, + o0) uberdecken so hat man nach (14)
und Hilfssatz 5 (28),

wo h, k, k', k' alle Zahlensysteme mit (22) und (29)

durchlauft. Man setze Iyz) =8; + S,, wo S; die Summe aller
Glieder rechts in (28) mit Ak—1 = h'k’'—! (also h="h', k=1F,
p=p', € = §’) bedeutet; S, ist die Summe aller Glieder mit

(30).
Man schatze zunachst §; ab; im Doppelintegral ersetze man 1 4-
+ x|t'— B| durch 1; es kommt heraus (30a)
(vgl. (20)); also fiir r =3 (30).
Fir r = 2 ist (32).

Bei mehreren Abschétzungen benutzen wir folgende wohlbekannte
Tatsache: ist @ << b, f(u) monoton und 0 < f(u) < K fire < w < b,

so ist (33).
Daher ist nach (32) (Substitution e]/zu—1! = v) (34)
fir r = 2.

Es bleibt noch iibrig, S, abzuschatzen. Aber S, ist genau der
Ausdruck (43, V) mit » = 2, auch mit demselben Summations-
bereich (22), (29), (30); nur miissen die dortigen €, €', 8, 8’ mit x—1
multipliziert werden. Man iiberzeuge sich, daBl fiir » = 3 alles
buchstédblich so wie im Hilfssatz 9, V (mit » = 2) geht, nur muf}
in (50, V) und in den ersten vier Zeilen auf S. 164, V die Zahl =
durch nma—1! ersetzt werden. Daher kommt heraus (35).

Fir r = 2 geht auch alles dhnlich wie im Hilfssatz 9, V (mit
n = 2), nur sehen die rechnerischen Abschitzungen an einigen
Stellen etwas anders aus (die eben erwiahnte Ersetzung von =
durch ma—! muB freilich auch fiir » = 2 durchgefiihrt werden).
Ich bitte daher den Leser, die Richtigkeit der folgenden Ausfithrun-
gen mit Hilfe des Beweises des Hilfssatzes 9, V nachzupriifen.

Es sei also r = 2. Wie in V kann man sich auf die Teilsumme 7'
beschranken, welche diejenigen Glieder von S, enthalt, fiir welche
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B>k (36)
ist. Man teile genau so wie in V die Summe 7' in zwei Bestandteile
T,, Ty laut (45, V), (46, V). Genau so wie dort gilt in 7,:

1 k> Oz, WEk'—1 > Chi—1.
2. Bei gegebenen h, k hat &’ hochstens O/ zk—! Moglichkeiten.

3. Bei gegebenen &, k, k' hat b’ hochstens C Moglichkeiten.
Ersetzt man 1 4 z|¢{—f| durch 1, so bekommt man fiir

das Doppelintegral (28) (36a)
(denn nach (20) ist die Lange von ¢’ gleich Bx—*k'—! = Bx—1!);
also (37).

. , h W . . .
InT,ist |[t—t'|>C A (vgl. die 4. Zeile auf S. 164 in V);
das Doppelintegral ist also (37a)
und hier ist (wegen (36)) log (eVEk’—l) < log (e]/}k—l). Setzt man
also wie in (51,V) (38),
so hat man (39)

(Summationsbereich (22)). Weiter geht alles wie in V bis zur Formel
(69, V); man teilt U in zwei Teilsummen U, (Glieder mit hk’ —
— &'k > 0) und U, (Glieder mit Ak’ — A’k < 0) und man bekommt
(wie in (69, V)) fir j =1, 2 (39a).

Dabei lduft (wie in V) & (bei gegebenem a) iiber alle ganzen Zahlen
ESE L Vx, die modulo % einen bestimmten Rest ¢ haben, der

nur von h, k, a, j abhangt. Daher ist (39h), (40)
(nach (39)). Die Summe iiber % ergibt B; wird f(u) = u? log? (el/zu—l)
gesetzt, so ist fir 1 < u < |z (40a);
also ist (Substitution e]/zu—1 = v) (40b).
Nach (40) ist also (41).

Nun folgt der Hilfssatz 7 fiir » = 3 aus (31), (35) und fiir r = 2
aus (34), (37), (41).

Beweis des Hilfssatzes 1. Folgt aus (15) und aus den Hilfs-
sitzen 4, 6, 7.
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