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Poznidmka k problému ruinovani hraéi.
Napsal dr. K. Vorovka.

Huygens ve svém dile De ratiociniis in ludo aleae uvddi
ke konci pét tloh, jichz rozieSeni podal Jakub Bernoulli v pa-
mdtné knize Ars conjectandi. Posledni z dloh téch jest zdroveii
jednoduchym pfipadem problému zndmého pod jménem ,trvani
hry“ aneb ,ruinovdni hrada“.

Hraji-li spolu dva hrdéi 4 a B s pravdépodobnosti vyhry
v jednotlivé hie p a ¢, a jsou-li znimy jejich sdzky a a &,
jakoz i kapitdly « a y, pak zajimavy jsou hlavné dvé otdzky:
Pfedné mozno potitati pravdépodobmost, ze A bude ruinovin
pii hie, kterd se miZe v neomezeném poctu opakovati, dokud
jeden z obou hratd nepiijde o v8echen majetek..Za druhé mozno
se ptati, jakd je pravdépodobnost, ze hrd¢ A bude ruinovén
prib&hem urtitého koneéného poitu her.

Zabyvati se budeme piipadem prvnim.

JelikoZ oba béhem hry proménlivé kapitdly hracd dopliuji
se na stdlou summu s, mizeme na zdékladé rovnice z 4+ y ==s
povazovati pravdépodobnost zruinovani kteréhokoliv hrile za
funkei jediné proménné x neb y dle libosti.

BudiZ tedy pravdépodobnost ruiny pro hréte 4 vyjidiena
nezndmou funkei « (), pro hrite B funkei v (z).

J. Bernoulli vypotital tyto funkce ve zvldstnim piipadu
ulohy Huygensovy, kterd predpoklddd sdzku jedna proti jednsé,
a verifikoval pak dodatetné& vypoltem, Ze identicky spliiuje se
rovnice

u(x)+v@) =1,
vyjadiujici patrné jistotu, Ze pii neomezeném trvéni hry jeden
neb druhy hrd¢ bude ruinovin.
- Jak Todhunter *) uvddi, dal se tento vysledek oCekdvati,
nebof prosty rozum tomu nasvédluje.

Tuto zdsadu bez diékazu piijal také De Moivre do svého

pojednani De Mensura Sortis (probl. IX.) a do své knihy The

*) Todhunter, A History of the Mathematical Theory of Probability,
str. 63
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Doctrine of Chances (probl. VIL). Todhunter*) vytykd, Ze fe-
$eni, které podal De Moivre, nebylo twplné. De Moivre naSel
totiz napied duchaplnym zpusobem pomér pravdépodobnosti obou
hrac¢i a pak bez dikazu pfijal za jisto, Ze b&hem neomezend
dlouhé fady her jeden z obou hrda¢d musf byti ruinovén. Mohl
pak ov8em ihned odvoditi také absolutni hodnoty obou pravde-
podobnosti.

Laplace ve'svém klassickém dile poddvd podrobny rozbor
problému trvani hry zabyjvaje se hlavné jeho téZ81 druhou Cdstf,
kdyZz polet branych partii jest konecny. Ale tu okolnost, Ze
jeden nebo druhy hréé pfi neomezeném trvani hry jisté bude
ruinovdn, pomiji mléenim.

Poincaré **) ve svém dile o pravdépodobnosti uvadi jen
jednoduchy vypotet Bernoulliiiv, akcentuje v8ak, ze a priori
nebyla vyloutena moznost, aby se hra prodlouzila do nekoneéna
pii stdlém vyrovndvéni ziskd a ztrat.

Skutetny obecny dikaz, 7e jeden nebo druhy hrat jisté
bude ruinovin, naSel jsem jen v,knize Bertrandové***). Dikaz
ten jest veden pouze slovy bez vypoéti, ackoliv tim nideho ne-
ztréaci na svoji exaktnosti.

Obsahuje asi nésledujici dvahu: Je-li potet her znainy,
pak i ta pravdénejpodobnéjii kombinace mé pravdépodobnost
velmi malou, kters dle Stirlingovy formule jest nepfimo imérna
druhé odmocning z celkového poétu her. TotéZ bude tim spile
platiti o kazdé jiné kombinaci aneb i o kazdé koneéné skupiné
kombinaci, pokud ovsem poéet kombinacif ve skupiné obsazenych
nebude zdrovenr s potltem her do nekoneéna vzristati. Pri
urtitém pottu vSech partii smi vSak podet partif jednim hrd¢em
vyhranych jen v takovych mezich kolisati, aby ani jeden ani
druhy hral neztrdceli vice, nez co jejich pivodni majetek obndsi.
Difference mezi obéma tdmito mezemi jest stald a od celkového
poltu her zcela nezdvisld. Roste-li tedy celkovy podet her do
nekoneéna, klesd pravdépodobnost omezeného poétu kombinaci
pod kazdou mez. Jinymi slovy: Jeden z obou hrald jisté bude
pii neomezeném trvéni hry ruinovén.

*) Tamtéz str. 147.
**) Poincaré, Calcul des probabilités, str. 48.
**¥) Bertrand, Calcul des piobabilités, str. 103.
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Pii tomto diikazu lze pouze namitati, Ze dokazuje vice,
nezli je tfeba; nebof tyk4 se takového zpisobu hry, kdy by
teprve koneénd bilance o ruinovini hrdte rozhodovala, kdeZzto
ve skuteénosti hrd¢ miiZze byti nékolika prvnimi po sob& pro-
hranymi partiemi ruinovan.

Domnivdm se, %e k povaze tlohy lépe ptiléh4 dikaz nd-
sledujici, zaloZeny na linedrné rovnici s konenymi differencemi
u (x) =pu (@ + ) 4 qu (z — a), (1
kterd snadno se odvodi ze zdsad pravdépodobnosti slozité. Rov-
nice tato jest fddu m-tého, kdez jest m — a 4 b, a integruje
se analogicky jako linedrné rovnice differencidlni s konstantnimi
koefficienty. Polozime zde wu (z) —= «®* a obdrzime obecny
integral
(@) = Ca5 + Cyoi + ... + Cez,

vV némZ o, o,, ... o, znati kofeny rovnice

pattt — a* 4 q = 0. 2

Rovnice tato vzdy md jednotkovy kofen «, — 1, protoze
jest p + ¢ = 1. Kofen tento mize v8ak také byti dvojndsobnym.
Stane se to tenkradte. je-li hra spravedlivd, t. j. jsou-li sdzky
v poméru pravdépodobnostf

a:b=p:q.
Jinych nasobnych kofend neni.

Obecny integral muZe tedy miti podobu bud p¥i hie ne-
spravedlivé

u(x) = C, + Cyof + Cyaz 4 ... 4 C o
aneb p¥i hie spravedlivé
w@)=0C 4+ Cx+ Ciat 4 ... 4 C az

Bertrand z té&chto integrdld podrzuje pouze prvni dva
tleny a staf mu tedy k stanoveni libovolnych konstant dvé
podminky

u(@)=1 a u(s) =0,

znadfci jistotu resp. nemoZznost ruiny.
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Postup Bertrandiv nenf ovSem zcela presny, jak vytkl
A. Markov *). Dluzno v8ak podotknouti, Ze Bertrand upozoriiuje
ttendie na odchylky, které by od jeho vzored nastaly, kdyby
hrd¢ nepfiSel sice o vSechno jméni, ale nemél ani obnos ku
sdzce postacujici.

Pracujeme-li s tdplnym integralem, musime pfibrati ku
stanoveni viech s konstant jeSté dalsi m — 2 podminky. Tyto
mohou dle konvenei hry byti dvoji. Bud ve smyslu pozndmky
Bertrandovy povazuje se hrd¢ za ruinovaného, jakmile zbytek
jeho jménfi jest mensi noz sdzka, aneb piipoulti se i pak jesté
ku hfe a za ruinovaného plati teprve, kdyz se dal§i prohrou
zadluzil.

V prvém ptipadé jsou celkové podminky
u@=1,u1)=1,.. . u(a—1) =1, 5
u(s) =0, u(s—1)=0,...4u(s— b+ 1)=0; @)
v druhém piipadé pak

u(@=1u(—)=1"..u(—a+ 1) =1,
() =0, u(s+1)=0,...u(s+b—1)=0.

Pro dalsi vyvody jest lhostejno, kterych podminek se pfi-
drzime. Zvolme tedy pravé jako Markov podminky prvni. OvSem
vypotet kofeni rovnice (2) byl by obtizny a proto jest Zzd-
doucno, aby se rad&ji jinou cestou nalezla p¥ibliznd hodnota
misto piesného vyrazu pro funkei u (z), a to jest prdvé pied-
métem Eldnku, jejZz uveiejnil Markov.

Za to viak lze vyrazu piresného poyZiti ku provedeni du-
kazu o jistoté ruiny.

Vypotitejme jako pro hrite A téZ pravd&podobnost ruiny
pro hrdée B. Analogicky budeme miti ku stanoveni funkce v (x)
rovnici

v(@)=pv(z+b)+ @ —a), ©)

kterd je s rovnici pro u (x) zcela totozna. I jeji integrdl bude
miti stejnou podobu, bud

v(@) =D, + Dyat + Dyoz + ...+ D o2

*) Bulletin de la Société phys.-math. de Kasan, 1903.
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aneb
v(2) =D, + D,x + Dzei + ...+ D c?.
Pouze konstanty D,, D,, ... D, budou stanoveny jinymi
podminkami, totiz
v(0)=0,v(1)=0,...v(a —1) =0,

v =1 o6 —1)=1...06—b+1)=1 O

JelikoZz obé& rovnice pro « (z) a v (x) jsou co do tvaru to-
tozny, miZeme seétenfm jich obdrzeti rovnici pro novou funkei

f @) =u@) + v (2),
uddvajici patrng, jakd jest pravdépodobnost, ze bud jeden aneb
druhy hrd¢ bude ruinovdn. Pro tuto funkei pak mdme opét
rovnici
f@)=pf@+ b+ q¢f(@—a) (6)
jejimz obecnym integrdlem bude bud

f(@)=E, + Eyi + E,of 4 ...+ E o
aneb
f(@ =E + Ex+ Eae*+ ...+ E o°.

Podminky k stanoveni konstant vyplyvaji stiidavym sedi-
ténim podminek (3) a () pro « (z) a v(z). Jsou to tedy pod-
mwinky ndsledujief:

flo)=1,f(1H)=1,...fla—1) =1, )
=1 Ffs—1)=1,...f(s—b+1)=1

Predpokl4dejme tedy na pi. spravedlivou hru a ptikro¢me
ku feSeni piislu§ného systému linedrnich rovnic

V=B 40+ B +...+ L
1=E, + E,+ Eo; + ...+ Encnn

......................

1=E, + E(a—1)+ Ea: + ...+ E e
1=E + Es+ Eey, + ...+ E_ o,
1=FE +E,(s—1)+ Eej '+ ...+ E o

......................

1=E + Ey(s— b+ 1) + Eay H 4 ...+ E ast1.
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Protoze determinant této soustavy obsahuje v prynim
sloupei samé jednotky, vyjde patrné F, — 1, kdezto
E,_,:E';%:...__— m =0
a tudiZz identicky
fl@) =1

Odsud v8ak vyplyvd, ze také rovnice
u(x)+v@ =1

jest splnéna identicky a Ze tedy pribéhem neomezené dlouhé
hry jeden z obou hrd¢d jisté bude ruinovdn.

Podstatu tohoto ditkazu tvoii ta okolnost, Ze rovnice pro «
md vZzdy jeden kofen jednotkovy. Dikaz vedl by se obdobn§,
kdyZ by hra nebyla spravedlivd aneb kdyZz by hrd¢ teprve pii
zadluZeni povazovdn byl za ruinovaného.

Prispévek k differencialni geometrii jednodilného
hyperboloidu.

Napsal Bohuslav Hostinsky.

Zvolme na jednodilném hyperboloidu libovolnou povrchovou
piimku p, na nf bod «, a sestrojme kfivku ¢, kterd prochdzi
bodem & a protind orthogondlné vSechny povrchové pfimky
soustavy X, do nfz ndleZf p. Trajektorie ¢ jest transcendentni
kfivka, kterd protind » v nekonené mnoha bodech; oznaiime
je, jak na p jeden po druhém nasleduji, kdyz se v uréitém
sméru pohybujeme po ¢ vychdzejice z bodu «, pismenami

e, 3,9, 0 ...

Budiz «' libovolny bod na p mezi « a 5. Bodem &' pro-
chdzi jistd orthogondlni trajektorie ¢’ soustavy 2; nejblizsi jeji
prisek s p oznatme pismenou f’.

Dle zndmé véty o orthogondlnich trajektoriich povrchovych
piimek *) jest

wd =g, o'B =@y

a proto téz L
af=py=ypé=...=1

*) Viz na pf. Scheffers: Einfuhrung in die Theorie der Flichen
(1902) p. 217.
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