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ni nejasnost mezi subjektivnou a objecktivnou strdankou, kde
tézko prisnou mez stanoviti. Néco z toho osvétli a doplnf se
Casem; jiné ale ostane snad véénou hddankou. Predmét sam,
z néhoZ jsem zde pouze mathematickou Castku, totiz vzridst
a spor ptresvédceni probral, ponechdvaje Siteni (védecké badani)
a sdélovani pfesvédceni budoucnosti, jest ale ptevelmi vaZny
jako sotva jind ¢dst pocétafstvi. Nejednit se tu o nic vice ani
méné neZ o sflu pravdy. A kdoZ by mohl mohutnost jeji popi-
rati? Pisobff nejen v soukromych rozmluvdach, ve Skolach,
spisech a na tecniStich, ale ozbrojuje i paZe, prolévia krev na
bojistich, a nelekd se ani smrti na popravisti, védouc, Ze télo
sice zmafeno byti mize, duch ale nikoli. Ano sama smrt jest
jeji vydatnou pomocnici v zipase s mocnymi bludy. Jednou
jest mucednictvi, byt i jen subjektivnym, ale vidy silnym da-
vodem ve vSech pribuznych myslech, a po druhé odchizi z du-
chovniho bojisté s télem i nenapravitelnd bludnd mysl. Mimo
to nemiiZe naSemu materialismem prosiklému stolet{ byti na
Skodu, pakli i o néem duchovnim pocitati bude.

Z téch a podobnych pii¢in doufim, Ze neostanu osamélym
délnikem na tomto novém poli.

V Jensovicich w Vys. Myjta, v kvétnu 1881.

0 vytvoiujici funkei Borchardt-ové.
Napsal Vaclav RehoFovsky.

. 1. Borchardt ukazal,*) Ze 1a0Zno obdrZeti veSkeré homo-
genni soumérné funkce kofenl algebraické rovnice n*h stupné
co koefficienty jednotlivych clend, rozvineme-li jistou funkei
v nekonetnou ¥adu. Funkci tu nazval vytvorujici funkei sou-
mérnych funkei kotentt. Jest to funkce

_— 1
) .r—z(tl_“1)(t2"'“2)---(tn"‘“n),
kde? znali ¢, %5, ...; t; libovolné veliCiny, e;, a,, ..., &,
kofeny rovnice n‘° stupné

» .*) Bericht iiber die Verhandlungen der k. preuss. Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin, 1855. str. 165. ’ ‘
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(2) f@y=a"+4a,e* 14 ... 4 a,=0,

a znamen{ X vztahuje se na vSechny cleny, které z napsaného
vznikaji t{m spisobem, Ze jednu fadu velicin ku pi. ¢ po-
drzime co pevnou a druhou, totiZ veli¢in a, vSemoZnym spii-
sobem piestavujeme. 4

Rozvine-li se vyraz takto vznikly dle klesajicich mocnin
velic¢in £, objevi se co koefficienty u jednotlivich téchto mocnin
veSkeré soumérné homogenni funkce kofenl e,, @, ..., an;
aby v8ak tyto funkce obdrZely se vyjadieny v koefficientech
a,, Gy, ..., a, rovnice (2), o v theorii soumérnjch funkeci
kofend hlavné se jednd, nutno vjraz T pietvofiti v jiny totoZny,
v kterém se vyskytuji veli¢iny ¢ a koefficienty a,, a,, ..., an,
takZe rozvine-li se tento druhy vyraz opét dle klesajicich
mocnin veli¢in ¢, obdrZ{ se porovninim souciniteld stejnych
mocnin veli¢éin ¢ na obou strandch soumérné funkce kofend
vyjadieny co funkce koefficientdi. Pretvofeni to provedl Bor-
chardt velmi dimyslnym spiisobem na zdkladé souvislosti vy-
razu T s dvéma determinanty, kterdZ znf:

Jest-li Ze
1 1 1_
G—o)? (tg—ea)® """ (ta—ey)?
. L 1 1
@) D=t —a)” lt—m)® 7 o)’
1 1 1____
(tl - "‘n)z, (tz __a”)'z’ T (t'l"""‘»)2
1 1 1
th—ea ' ty—e T ty— oy
1 1 1
@) 4= th—aoy, ' t,—aeay ' ty—ay
1 1 1
th—oy | ty—ay T ty—

a T zna& vjraz v (1) udany, pak plati

(5)

D= d4T.

Borchardt na vySe uvedeném misté zmiiiuje se pouze, jak
moZno vétu tu dokézati, aniZ by dikaz sém podaval. JelikoZ
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dikaz ten nelezi tak na snad€, pokusili jsme se podati jej zde
tplné, abychom ¢tenafstvu studium téchto Casti moderni algebry
usnadnili; provedli jsme zde dikaz pro pripad » =3 tak, Ze
mozno jej ihned roz§ffiti na libovolné n.*) .

Dikaz véty zaloZen jest na Lagrange-ové pritkladném
vzorci a tfeba tedy dfive zminiti se krdtce o vzorci tomto
roz§iteném na vice proménnych.

2. Prikladny vzorec Lagrange-uv pro funkce o jedné pro-
ménné jest vseobecné zndm. Dle vzorce toho jest celistva
racionalnd funkce @ () stupné (n — 1)* urcena, zname-li hod-
noty této funkce, které obdrZi, polozime-li za = jednu z =
zvlastnich hodnot o, z,, ..., «,; jest pak

_(z—xy) ... (x— mn)

(6) (p(m)—(ml_wz)...(w]___xn) (P(ml)—*—""

x—x)...(® —x,—1)

+ (e —2) ... (X — ®p1) _

Jedné-li se o funkei @ (2, y,..., ) m proménnych a stupné

(n— 1)% vzhledem ku kaidé z téchto proménnych, jest funkce

ta urCena, zndme-li hodnoty jeji, které obdrZi, poloZime-li za

« nékterou z n zvlaStnich hodnot =, z,, ..., ®;, soucasné

za y nékterou ze zvldstnich hodnot y,, ¥y, ..., ¥n, a t. d, aZ

soucasné za w» nékterou ze zvlistnfch hodnot w,, u,, ..., u;

ponévadZz moznych tu spojeni mezi zvlastnimi témito hodnotami

jest @™ nutno zndti »» zvldstnich hodnot funkee ¢ (2, y,..., w).

Vyjddieni funkce ¢ pomoci téchto hodnot déje se pak po-

stupné; nejprvé se zavedou hodnoty =, , ..., =, dle (6), aniZ

by se bral zietel ku ostatnfm proménnym y, ... u. Obdrii se

_E—m)... (z—2)

9 @, y"'"u)_(wl—-wz)...(x,——a:,.)

(x—mz)... (@ —Tn)

T (Tn—2y) .+« o (Xa— Xn-1)

pak se do kazdé funkece ¢ (i, ¥, ..., ) zavedou dle tého
vzorce veli¢iny y;, takie jest -

@ ().

@@y Yyorer wWtes

P @y Yy +o0r¥);

*) Jiny dikaz dle Cayley-e viz ve Fad de Bruno: Théorie des formes
binaires. Turin 1876. str. 39.
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by —g). (= 9 )
=) .- '((.'91_ o) ‘)P(xk, Yrseens W)+
G —y). - (Y — Y Y
+( n—yl)---(yn——yn_ﬂq)(mk"1/"’ R )1
funkce ¢ (@, yi, 2, ..., u) se opét vyjadi{ dle téhoZ vzorce
a tak se pokraluje, az konelné funkce tvaru ¢ (zx, ¥z,..-Vp, %)
vyjadif se funkcemi ¢ (zx, i, ..., vp, u,), jei poklddajf se
za zndmé. Dosazujeme-li pak postupné zpét, obdrifme funkei
(=, y,..., u) vyjidienu co soucet n™ ¢lend tvaru AQ(xx, ¥z, - -, %g),
kdez A jest funkce obsahujici kazdou z proménnych =, y, ..., v
v stupni » — 1 a mimo to zndmé veli¢iny @i, ¥, .., %g
3. Obratme se nynf k dikazu rovnice (b) a predpokld-
dejme hned » —=3. Tu jest

P (xhya'-',u’):

1 1 1
t, —e)* (t— ) (t; —e)?
1 1 1
D=|— 39 %9 “3z|°
: (tlo_ a,) (tz - a:z) (ts - “2)
1__ 1 1
(tl_“s)“ (t;— @3)*’ (t;— “3)2
1 1 1
tb—ey ' b—a  t—e
1 -1 1
4= b —ay |ty — ' b, — @
1 1 1
t,—ea, 'ty —ay 'ty — e
a T=2 1

(t—ea) (b —ay) (fg —ay)

Spole¢ny jmenovatel prvkil v sloupci prvnim determinantu
D jest (¢, —a)®(t, — )" (t, — )’ t. j. dle (2) [F(5)]}
onéch v sloupci druhém podobné [£(£,)]* a v tfetim [ £ (¢,)]? takZe
prevedeme-li veskeré ¢leny v D na spoleCny jmenovatel, bude
tento '

. IP=[f) J ) f &)1
a mozZno tedy poloziti
M

‘_]'2— )
kdez M znaéi jistou celistvou funkei veliéin ¢ a «.

D=
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Z tvaru determinantu D plyne vSak ddle, Ze obsahuje
kterykoliv z rozdild a; — «;. jakoZ i & —¢; co Cinitel, nebof
poloZime-li kterékoliv dvé z veliéin « aneb z veliin ¢ sobé
rovny, stivaji se dvé ridky neb dva sloupce stejnymi a deter-
minant se stavd rovnym nulle. Oznaéfme-li tedy

(e, @, @)= (03 —a,) (03 — &) (0, — @),

H(ty,, by, t)=(t; —t;) (t; —8)(t,— ),
piedpoklddajice rozdily tak tvofeny, Ze « resp. ¢ s niz8{fm uka-
zovatelem jest vidy odecténo od « resp. ¢ s vy$Sim ukazovatelem,
miZeme dile poloZiti

M=1I (e, &, ). II(t;, ¢, t,).N,
kdeZz N opét jistou celistvou funkci veli¢in ¢ a « znaci, avSak
stupné nizstho jak M. Jest tedy

J2D
ey, oy, o). Ity , ¢,, t,)°
Tvar této funkce N zjedndme si pomoci Lagrange-ova priklad-
ného vzorce rozifieného na tfi proménné.

Dle pravé uvedeného jest

(t— o) (8 — )%, (fa—@3)* (s —03)%, (B— )% (3 —01)?
(th— @) (— @)%, (G—ay)? (ty — @))%, (fa— @) (ty—e)?
N — th—a)* (h— @)’ (f— ) (f, — @)% (h— @) (f,— @,)®
ey, oy, &) T4, t;, t,) ’
Povazujeme N co funkei proménnych ¢,, ¢,, £,; jest to
funkce celistvdi a vzhledem ku kaZdé z téchto proménnych
stupné druhého; dle toho, co o Lagrange-ové vzorci piedeslino
bylo, tieba zndti 33=27 (pro vieobecné D =n) zvlistnich
hodnot, které N obdrzf, poloifme-li za ¢, nékterou ze ti{ zvIast-
nich hodnot x,, «,, x,, soucasné za ¢, nékterou ze zvlastnich
hodnot ¥,, ¥,, y; a soucasné za £, nékterou ze zvlistnich
hodnot z,, z,, z,; za zvldstn{ tyto hodnoty x:, ¥, zm, které
polozfme za kazdou z proménnych ¢, , ¢,, ¢, zvolme veliCiny
@, @, e, a oznalme Num hodnotu, kterou N obdrif, klade-
me-li t, =, t, =, t, =, KaZdd z veli¢in %, !, m miZe
obdrzeti jednu z hodnot 1, 2, 3.
Hodnot Ni;, bude v celku 27 a funkce N objevila by se
tudfZ co soudet 27 c¢lenl, z nichZ kaZdy mé za soulinitel
jednu z hodnot Num. AvSak ze viech téchto c¢lend zbyva jen

N=
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onéch Sest (ve vieobecném piipadé n!), jichZ soulinitelé jsou
ona Num, kdeZ zadnad dvé z Cisel %, I, m nejsou stejnd, nebof
funkce N jest takového tvaru, %e hodnota Num se rovni nulle,
jakmile dvé z hodnot %, I, m jsou sobé rovmy. Zbyvaji tedy
pouze ony Cleny, jeZ obsahuji Nj,;, Nysp, Npjgy Nosyy Nipo
a N;p,. Mimo to jest N vzhledem ku ¢, t,, %, jakoZ
iku e, o, @, funkce soumérnd, takZe Nu» hodnotu svou ne-
ménf, necht %, I, m jakkoliv piestavujeme. Veskeré vySe vy-
psané hodnoty N jsou tudfZ stejné a mozno poloZiti
N=P.N,,,,

kdeZ P zna¢i soucet Sesti funkei vzhledem ku ¢, f,, ¢, celist-
vych, vzhledem ku e;, «,, «, lomenych.

Hodnotu N,,, obdrzime dle hotfejstho z N, polozime-li
tam ¢, = ¢«,, t, = @,, t; = a,; plyne tu
N... — (“1—“2)2(“1—“3)2("‘_2‘:‘5‘3)2(“2"‘“1)2(“3—‘ )" (a3—a,)*

122 ey, ey, a)). H(ag, &, @)

aneb
Nypy = [ (e, @, &)]%
Zbyva urciti jesté funkci P. Dle vzorce Lagrange-ova
obdrzfme nejprvé
(t — ) (b — “3) (ty,—a) (b — &)
N =221 %Ny, t
=)y —a) 0 T (=) (—ay)
(&, —ea) (t,—a) N
+ (0 — @) (03 —@p) et
oznacfme-li symbolem Nkt ¢, hodnotu, kterou N obdrzi, poloZi-
me-li tam ¢, = a:, ponechévajice viak ¢, a t,.
Zavedeme li dile oznacen{
(ti— o) (4 — em)
Ti (@) = (e — &) (or— o)’
kdeZ e jest jedna z hodnot e,, @,, @; a @, @, ostatn{ dve,
miiZzeme pak psati kratceji
N= Tl (al) N 'ty + Tl (“2) N"rz t3 + Tl (“a) Ns B2ty
Kazdou z funkef Nis, ¢ Vyjddifme opét dle vzorce Lagrange-
ova zavedouce mfsto ¢, veliliny «,, @,, @, a ponechivajice
jesté ;. Ponévadi dle vySe ucinéné poznimky jest Nix,= O,
bude, an ttet{ ¢len odpadd,
p Nitzts = Ta (@) Ny + T, (¢tm) Nieme,
a N sestévati bude ze soutu Sesti ¢lend tvaru T, (x) . Ty(er)) . Nia,,

2% t3
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kdez & a ! mohou obdrZeti hodnoty 1, 2, 3, avak nikoliv sou-
casné dvé stejné jako 1, 1 a t. d. PiSme zkritka
N=ZXT, (a) T, (@) Naz,.

Vyjddifme-li koneéné Ni:,, opét dle Lagrange-ova vzorce,
odpadnou dva cleny obsahujici Nwx a Nw a zbyvad jen ¢len
S Nim t. j. s Nj,p; bude tedy

Niwy = Ty (etm) New = Ty (@) Nyg,,
coZ dosazeno podiva

N=Nyp; . ZT, (@) T, (&) T; (em),
kdez k, I, m moZno udéliti kteroukoli z hodnot 1, 2, 3, aviak
nikoliv soucasné dvé stejné jako 1, 1, 2 a t. d.

Jest tudiz

A P=2T, (a) T, (&) Ts (am),
kdeZ znameni X vztahuje se na veSkeré piestavy moZné z cisel
1, 2, 3, jichZ jest Sest (vSeobecné =!).

Dle vyznamu velic¢in T; jest vSak

T, (@) Ty () Ty (@m)

_ G —a) (b —am) (g —aw) (f,— ) (G — @) (b5 — )
T (e — ) (@ — @) (@ — am) (0 — @) (tn— ar) (@n— )’
doplnime-li citatel soucinem (¢, — ) (t, — @) (t; — @), pro-
ménf se v £ (¢,).f (¢).f(t;) a upravime-li ve jmenovateli roz-
dily tak, aby e s niZ&fm ukazovatelem odéitalo se vidy od «
s vyS3fm ukazovatelem, coZ vyZaduje vyjmut{ Cinitele —1
v poétu 241 =23 (ve vSeobecném pifpadé v poctu

(—D+...+241=20=D)

obdrZ{me
Ty (o) Ty (o) T (0m) =
(=13f () .f(t&) . f (&) 1
[ (e, &y, )] (ty — o) (B, — @) (t; — @)
a tedy
= W) SE) f ) 5 1

[H(“s y @y y)]? (G —o)(t; — o) (b —atw) ’
aneb dle vyméru funkce T dané rovnici 1)
= ) F6) . F ) g
(1T (a3, @, "‘1)]2
Jest pak

N=PN,, =(— D' f (&) &) f(&)T
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a tedy
(e, «, ). I(t,,t,,
) F &) - f ()
. Zcela podobnym postupem bychom obdrZeli ve vSeobec-
ném pifpadé

D= (—1) i),

_(_1)”("2—”11(&,,, al).U(t,.,...tQT_ .
F@)ft). .. ft) ’
funkce na pravé strané stojici mimo T jest v3ak, jak z theorie
determinantti znamo *), determinant 4, takZe konecné jest
D=4T,

coZ bylo dokazati.

4. Dodatek. Na zikladé této souvislosti lze vétu Borchardt-
ovu samu snadno dokdzati. Véta ta zni: Soumérnd funkce -
korenti X ot o2 .. ocf", kdeZ a,, a,,...,a, jsou koreny alge-
braické rovnice (1), rovnd se souéinitelt ¢lenw

1
41,041 +1
(PPt P

v nekonedné Fadé, kterd vznikd rozvinutim vy’mzu

6 — (__ 1)”f(tl) f(tn) d d [H(t"v i 1)]

O(te,...,4) d4 dt, ft) f (&)
dle Klesajicich mocnin velu}'m Gty tyy ... t,..
Jest totiz dle véty predchazejici
D
T — 7 9
aneb vlozime-li za 4 jeho hodnotu v predchézejicim ¢lanku udanou
n(n—1) }
T:(— 1) 20 f(tl)"'f(tﬂ) D.

T,y @) A (ny e )
Determinant D povstiva vSak z 4 pestupnym derivovinim
tohoto dle proménnych ¢, ¢,,...,¢., pii ¢emZ vidy po kazdé
derivaci objevi se — 1 co Cinitel viech prvki jednoho sloupce;
miiZeme tedy psé.ti

2

D=(=1r dt dt dt,.[( 1) Ft).. fF(ts)

=2 (e, . -,%)H(tm-.-,t.)]
'

*) Viz Dr. 8. Giinther: Lehrbuch der Determinanten Theorie, 2. Aufl.
Erlangen 1877, str. 111. a nésl.
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aneb jelikoZ veliiny e jsou tu stdlé
_ ne 1 d d d[H({,...,¢t)
D=0 1) M) g | 7 )
Dosadime-li tuto hodnotu do vylam horejsiho pro T, bude
T:(—l)"f(t‘ f(t) d d . [H(t,,,.. t)]
H(tm--'l) dt, dt, * S @) f ()
t. j.
T=06.
Funkce @ jest tudiz totoznd s T, 1i8i se od ni v3ak tim,
Ze misto kotfend & obsahuje koefficienty « rovnice predpoklidané.
7, totoZnosti té ndsleduje, Ze soucinitelé stejnych funkei veli¢in
- ¢ na obou strandch jsou sobé rovny; zbyva tedy jen vysetfiti,
u které funkce veli¢in ¢ objevuje se soumérnd funkce kofend
o .. aPn ve vjrazu T, an pak u téze funkee veli¢in ¢
v rozvinutém vyrazu @ stoji piislusnd funkce koefficientl rov-
nice. K tomu cili staci vyvinouti skuteéné funkci T; jest

1 1 o, o
?__—“l__tl+£‘—2_+.'-+tl—pl—_*-—i+...
1 a p"
n
t,,——a,, - + + P n+1
znasobime -li
pd pn

1 a Lo,

G—o) o) + t1:1+ 1 t1:2+1 tl:n-i-l +-

Prestavujeme-li vSemozné veliciny « a secteme-li, obdrzime

> 1 —T— +__2_3a1:‘ af“...ai"f\ n
(tl —_a[)‘ . (tn‘— an) - - tp1+1 tp2+l tpn+1 T
1 2 RER

tak’e funkee Za¥'al? ... aP" jest skuteéné souéinitelem u
1
tp‘+1tp;—il tp—l-

i jak véta tvrdi.

: Podotknout1 slusi, Ze funkce T se téZ neménf, pie-
stavujeme-li vSemozné veliciny ¢ ponechdvajice Fadu velic¢in
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« nezménénou ; z toho plyne, Ze v rozvinutém vyrazu T objevuji
- se téZ cleny s onémi funkcemi veliCin ¢, které z

1
(o101 $Pn 11
. t O ¢

véemoznym ptestavovanim ¢,,...%, vznikaji a Ze soucinitel
u kazdé takové funkce jest opét Zef « ... aPn; shrnou-li se
viechny takové cleny v jediny, objevi se T ve tvaru

— b D2 D, 1 .
T=...4+Zal'a}...0} .thl+1tp2+l.“tpn+l—{-...

a @ ve tvaru
1
0=... vee Qy).
T 9@ a0 @) thl-i-ltpri—l tp,.+1+
1 2 N

Jak samo sebou patrné, mohou i nékteré z hodnot p byti
mezi sebou stejné a tfeba i rovny nulle; o pfipadu tom nutno

zv145té se zminiti. Predpoklédejme, Ze ve funkci Zal' a*. ..af i

v rozvinutém vyrazu T piichdz{ #, mocniteld rovnych p,, =,
mocniteld rovnych p, a t. d. aZ m; mocnitellt rovnych p;, takie
plati =, + =z, + ...+ @ =n; plestavujeme-li v tomto p¥i-
padé veliCiny e opét jako dfive viemoZnym splisobem, neobjevi

se funkce Za?*... i jen jednou, njbrz v poitu =, 1w, I... 7!,
a tento ndsobek funkce Za?" ...« rovnd se pifsluiné funkci
@ (ay,...,a,) koefficientd rovnice v rozvinutém vyrazu pro @;

chtéjice tudfz obdrzeti jednoduchou soumérnou funkei Zet* ... ot
jest ndm onu funkei koefficientd z vyrazu @ déliti soudinitelem
mlm .. .m! Ku pt. ve funkei Xeo? @, @, pro sedm kofentd
vyskytuje se mocnitel 3 jednou, mocnitel 1 dvakrat, mocnitel O
ctyrikrat a funkce ta objevi se v rozvinutém vjrazu T v celku
11214!=48krit; byloby tudiZ tteba déliti pfisluSnou funkci
koefficientd ve vyrazu @ osmactyticeti. Borchardt na jmeno-
vaném mfsté ukdzal, Ze déleni to viZdy vyjde a podal tim dikaz
véty pro celou theorii soumérnych funkci kotenti diilezité, totiz
7e funkce koefficientdl, kterd vyjadiuje jistou soumérnou funkeci
kotent, jest funkce celistvd a Ze ¢iselaf soucinitelé jednotlivych
¢lend této funkce jsou téZ &fsla celistvd.
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