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Priloha k Gasopisu pro péstovéni mathematiky a fysiky.

O ¢islech spriznénych a dokonalych.
Pro studujici stiednich §kol dle Eulera napsal
josef Bezdidek,

posluchad filosofie v Praze.

(Dokonéenf.)

C. T¥ett forma.

M=ua.p.q, =a.f.n
Cislo f miiZe byti bud kmenné neb slozené.
PoloZme JSf = gh.

Ponévadz JSa o fo= Sa [f [r,
bude, dosadime-li a zkritime,

(p+1)(q+1)—9h(r+1)

Ucihme
r+1=wy, p+1=hx, ¢+ 1=yy;
z toho ‘
p=hx—1,
q:g_f/—l,
r=azy — 1.

Podminkou ¢isel spiiznénych jest

Japg = ghxy fa = a (hz —1) (9y — 1) +af (zy — 1)

aneb
ghzyfa = a[(gh+f)zy —hz —gy —f +-1]
Ponévadz
fa __2b—c
e~ b

budé
: 14
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2bghxy — cghxy = b (gh + f) xy — dbha — bgy + b (1 — f)
aneb
(of — bgh + cgh) xy — bhx — bgy =b(f 1).

Polozme
bf — bgh -+ cgh — e

(ex — bg) (ey — bh) = bgh +be (f ~ 1).

Nyni opét jako dffve nutno pravou stranu této rovnice
rozloziti ve dva faktory P a Q tak, aby

a bude

byla ¢isla celistvd, a z nich povstavsi p, ¢, » &fsla kmennd.
Cisla sdruZend budou pak

M = a (hx — 1)(gy — 1),
N = af (zy — 1).

Rozumi se samo sebou, Ze Z4dné z éisel f, p, ¢, » nesmi
byti faktorem ¢isla a.

Uvedeme jen nékteré z téch pripad, kde skutecné ¢isla
sptiznénd lze obdrieti.

1. Budiz a = 2% takie b=4, c=1.

o) Budiz F=>,
pak '

Jf=gh=6, e=2, PQ=128.

Rozlozme gh =6 v g=2, h=3;

bude

_Pis Q4w
x-—-———g N Y= ) .

~ Utinime-li
_ P=4, a Q= 32,
budou éfsla spfiznénd
: M=2%17. 43 = 2924,
N =22, 5.131 = 2620,

kterd jsme jiz difve odvodili z jiné formy.
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Uéinime-li vSak
P=2 Q= 64,

obdrZime &fsla spiiznénd

M = 2%.107. 13 = bb64,
N =22, 5.b51=>5020.

p) Je-lli f=5.13, gh =284, PQ = 3392,
budou ¢éisla spifznénd
M = 2%, 43. 2267 = 389924,
N =2%.5.13. 1187 = 308620.
" 2. Budiz
a=2% pak jest 6 =8, c¢=1;
budiz
S=11.23, tu f/f=288, e¢=28, PQ=4320.
Zde vbdriime 3 dvojice &fsel spfiznénych

M = 2. 383. 1907 — 5843048,
N =23.11.23. 2543 = 5147032;
M = 23. 467 . 1151 = 4300136,

N =2%.11.23.1871 = 3786904 ;
M = 23.647. 719 = 8721544,

N =2%.11.23. 1619 = 3276856.

Pohodlnéjsi zpisob feSeni jest tento:
Z ptede§lého vime, Ze

gh = [fae=bf — (b—c)gh Eili e=bf - (b—¢) [f.

Utilime
R=0%f+be(f—1) a PQ=R/f;
pak bude . ‘
b= P+ebﬁ"‘1a

L_BHIR+Q+F
. et . )

Co14*
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Cisla P a Q musf byti tak utvofena, aby p, ¢ a r byla
¢isla celistvd a kmennd.

3. Budiz
a=2% tedy b =16, c¢=1.
«) Budiz
=17 tu ff=18, e=2, R=5120, PQ = 92160.
Teinme
P=2m, Q=2n,
takze
mn = 23040 ;
potom bude p =m -+ 143,
q = n + 143, -

r = 8 (m 4 n) 4 2431.
Polozime-li
m =24, n =960,

obdrzime ¢fsla spffznénd

M = 2*.167. 1103 = 2947216,
N=2%.17.10303 = 2802416

aneb poloZime-li
m = 96, n =240,
budou ¢fsla spi¥iznénd

M = 2*.383. 239 = 1464592,
N =2%.17.5119 = 1392368.

B) Budiz
S=41, [f=48,e=32, R=1024.5.7, PQ =2*.3.5.T.
Utinme
P=32m, Q=32
takze bude
mn—=2*.3.5.7
8  p=m-93, q=n+t2 r="T"1 46

2
Dosazenfm m = 30, » =56 dostaneme ¢fisla spi{znénd
' M =2*.53.79 = 66992,
N =24.47. 89 = 66928.
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f=17.167, /f=18.168 = 3024, ¢— 64, R = 2048.1797,

PQ =2'%.8*.7.599.

Ucinme
P==64m, Q= 64n;
bude
mn=2%,3%.7.599
a p =m -} 155,
q = n | 755,
p=mtn, 21T
== 5 -
+ Dosadme

m = b4, n=125H79.
Cisla spiiznénd budou

M = 2+. 809 .51071 = 661063024,
N =2%.17.167. 13679 = 621354896.

D. Ctvrtd forma.
M=a.9.p.q N=a.h.r,

pii ¢emZ g a h mohou, ale nemusf byti prvoéisla.
Dle vlastnosti éfsel spifznénych bude

Jajg v Sa=Ja b [r

aneb o+ @+1) Sfa=+1) /h
Utitime %:%
a bude r+1:%(p+1)(q+1).

Druhd vlastnost &fsel spifznénych ndm davd rovnici

Ja [h [r = agpq + ahr,
Jo_2%b—c
a b
jest (r+1) 2b—c) /h=b(9pq + hr);
a dosadfme-li za » a » 41 ptisluéné hodnoty, obdrzime

aneb ponévadi
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m(p—+1)(g+ 1)(2b—c) Sfh =b[ngpq +mh (p + 1)(q + 1) — nh].
Utinme

z=p+1, y=q+1,
a bude

m (2b — ¢) xy [h = b (mhxy + ngpq — nh).
Polozme & (mh 4+ ng) — (2b—c)m fh —e, a upravme
rovnici; bude zdkladni rovnice ¢isel spifznénych tato :
(ex — nbg) (ey — nbg) = mnb*g* + nb (h — g) e == PQ.

Process s touto rovnici je tyZ jako s ptedeSlymi zdklad-
nimi rovnicemi, totiz aby byla prvoéisla

p:——P+nbg—1

k]

e
o m (B nbg)(Qtnbg)
n e? )

Jsou-li g a A kmenné, bude

m __g+1
AT
Pisme  g—=km—1, h=kn —1;
bude S9 = km, Sh =kn,
a e = b (2kmn — m — n) — (2b — c) kmn
aneb e = ckmn — b (m + n),

PQ = [ex — bn (km — 1)) [ey — bn (km — 1)].
Volme piiklady.
1. Budiz m=3, n=1 a=2.H;
tedy b=5H, c=1;
bude pak e =3k — 20.
Udinime-li # = 8, bude e =4 a zikladn{ rovnice
(4 — 115) (4y — 115) =5.29. 89.
Ctsla spifznénd bak- jsou
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M=2.5.23.29.673 = 4488910,
N=2.5. 7.60659 = 4246130.

2. Budiz jako difve
m=3, n=1, ale ¢a=3%.5; tedy 6=9, c¢=2;
bude pak e = 6k — 36.
Uéinfme-li opét & =8, jest e = 12, zdkladn{ rovnice
(4x — 69) (4y — 69) = 3. 1523
a tsla spitiznéna

M = 3°.5.23.17. 397 = 20955645,
N=3%5. T7.21491 = 20308995.

E. Pdatd forma.

M=z.a.p, N==z.b.q.

Faktory a, b jsou ddny, p a q jsou éfsla kmennd a spo-
letny faktor z nutno jest nalézti, kdezto pii predeSlych formdch
byl vzdy dan.

Aby M a N byla &isla sptfznénd, musf

Jefa[p=[z[b[q
aneb Ja(p +1)=/b(q+1).

Ja _

Pifme “; = % a tu jest

Jb

m(p +1)=n(g+1).
PoloZime-li

pHl=ns g+1=ms
budou ¢fsla spfiznénd
M = za (nx — 1),
N = 2b (mz—1).

Soutet délitel cisla M jest /M = nz fa [z
a soutet » N » SN=mz/fb [z
Ponévadz S M=M-N,
bude ne fa [2=2z[(na + mb)x —a— b]
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2 nx fa

aneb Jz " (na+mbyx—a—b"

Zkrdtfme-li pravou stranu této rovnice, obdrZfme hodnotu

r L, 2 r
—, takZie ———.
S S

Sz
Ziejmo jest nyni, Ze e =kr, k=1, 2,3, ..., )
aneb Se=[lkr t. j. [fz=rks.
Dle toho Skr = ks.

Ziejmo jest téz, ze Sk >k.
Zndsobme celou nerovnost ¢éfslem /7 a bude

Sk fr>Fk [r aneb [kr>Fk [r Cili ks>Fk fr, t. j. s> /7.

zn
Obratme pomér TZ" tu bude
_Lz_na+mb__a+b__a_+b a-t+b
2 n/fa nz fa fa ' b nxfa’

. a . b »
Ponévadz Ta <1li 75 <1, bude
j_'z _a + 6.
P 2 nx fa’
obratime-li
2 1 r 1 e
f_z>_2_ aneb ?>~§— Gli s << 2r.

Ponévadz viak s> /7, musi tim spfSe /r << 2r.

Jest tedy nutno k vyhleddni c¢isel spfiznénych, aby byla
splnéna podminka /<< 2r, aneb, coZ stejné jest [z << 2z.

Uvedeme na vzor jen jediny piiklad.

Budiz

a=>5,b=1, z toho fa=b, /b=1, aneb m =6, n=1.
Ctsla sp¥znénd budou

M=5Z—1)¢g,
N=6@&—1)z
2 6

a pomér Tz = 1iz—§"
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Nyni nutno vyhledati z tak, aby [z << 2.

— 2 ___ bp
Polozme x = 3p, pak bude T 1lp—2
Ucihme didle p =3¢q + 1 a bude
2 _2Bg+1)

72T g3 0 T=Y%t3

Aby #—1 a 6r —1 mohla byti prvocisla, mus{ ¢ byti
éslo liché, t. j. miti tvar ¢ = 2¢ — 1.

Tu bude z—1=18t — 1,
6xr — 1 =108t—37
. 5 _2(3t—1)
Sz 1lt—4 -
U¢infme-li nyni t =38,
bude z—1=131,
6x — 1 = 827
2 23
a - -
Sz 2.3.1
Nyni zbyvd jesté urciti 2.
Polozme 2z = 23P,
jest Jz2=24 [P
a P 24 2 4

SPT 28 fe T T
Ponévadz 7= f4 jest P—=4 a 2 =4.23.
Cisla sptfznénd pak jsou

M =2%.23.5.137 = 63020,
N =22, 23,827 = 76084.

Podobnym zpilsobem lze vyvoditi jesté na pt.:

M=23°.72.13.53. 11. 211 = 19041305283,
N = 3°.7%.13. 53 . 2543 — 20862576189 ;

a M =32.5%.11.59.179 = 26138475,
N =3%.5%.17.19. 359 = 26090325,
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F. Jiné formy.

Ponékud jiného dtvaru jsou tyto dvé dvojice c¢isel spif-

znénych:
Z forem zde
mohli shledati, 65
1. M =22
N =22,
2. M =22,
N =22,
3. M=2%,
N =22
4. M =23.
N =2°
5 M=23.
N=23
6. M—=2¢.
N =24
7. M =22,
N =22,
8. M—=2¢
N =24
9. M—=33.
N =33,
10. M =32.
. N =232,
11. M =3%.
N =32,
12. M = 32.
N =3%.
18. M=2°.
N =23,

14.

M=23.19.41 = 6232,

N =2%.199 = 6368 ;

M —=23%.41.467 = 153176,
N =2°.19.233 = 141664.

uvedenych bylo odvozeno dosud, pokud jsme
dvojic ¢fsel spfiznénych. Jsou to:
5.11 = 220,
71 = 284;
5.131 = 2620,
17.43 = 2924;
5. 251 = 5020,
.13.107 = H564;
19. 41 = 6232,
.199 — 6368;
17.179 = 10744,
.23.59 = 10856;
23 .47 = 17296,
1151 = —18416;

23.5.137 = 63020,
23 . 827 = 76084;

.47. 89 = 66928,
.53.79 = 66992;

5.7.71 = 67095,
.17.81 = T1145;
.13.5.17 = 69615,
.13. 107 = 87633;
.7.11.29 = 100485,
.31.89 = 124155;
.13.11.19 = 122265,
.13.239 = 139815;
19. 233 = 141664,

49 . 467 = 153176

POt Ot a3 a3

M=2.5.7.19.107 = 142310,
N =2.5.47.359 = 168730;



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25,

29.

21.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

M=2
N=2¢
M =2

N=2¢
M =22
N =22,
M =22
N=22
M=2¢
N=2¢
M=2*
N=2¢
M = 3%,
N =3?
M=23
N =2¢
M =23,
N =23
M= 23,

N =28,
M = 32,

N = 32

M =32
N — 32
M=3
N=3*
M =24,
N=2¢
M =25
N=2°%
M=23
N=23
M=2¢
N=2¢
M=23
N =28,
M=23
N=23

.23 .467 = 171856,

. 103 . 107 = 176336;

. 23.479 = 176272,
.89.127 = 180848 ;
.11.17.263 = 196724,

11.43.107 = 202444;

.5.13. 1187 = 308620,
.43 . 2267 = 389924 ;
.19 . 1439 = 437456,

. 149 . 191 = 455344;
.23 . 1367 = 503056,
.53 . 607 = 514736,

5.13.19. 47 = 522405,

.5.13.29.81 = 525915 ;
.11.29.239 = 609928,
. 191 . 449 — 686072;

29.47 . 59 = 643336,

.17.4799 = 652664

11.59.173 — 898216,
57.2609 = 1189704 ;
7*.13.5. 41 = 1175265,

.72.13.251 = 1438983 ;

.5.18.11.199 = 1280560,
.5.13.29.79 — 1340235 ;
.5.19.7.227 — 1858595,
.5.19.87. 47 = 1486845

17.5119 = 1392368,

. 239 . 383 — 1464592;
.59. 1108 = 2082464,
.79, 827 = 2090656 ;
.11.163. 191 = 2739704,
.81.11807 = 2928136
.17. 10303 = 2802416,
.167. 1103 = 2947216;
.11.28. 1619 = 3276856,

719 . 647 = 3721544;;

.11.23. 1871 = 3786904,
. 4671151 = 4300136 ;

219



220

34.

35.

36.

317.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

49.

51.

b2.

M=2.
N=2.
M=23
N =23
M=2¢
N =28,
M=2
N=2
M=3t
N =3
M =25
N =25,
M=25
N =25,
M=33
N =33,
M=3*
N —=3?
M= 3%
N = 3%,
M = 2¢,
N —=2¢
M=32
N=23%
M=24.
N=2¢
M =2
N=2¢
M =22,
"N =22
M =32
N =32,
M =31,
N =31
M=3®
N =233
M=3*
N =23

5.23.29. 673 — 4488910,
5.7.60659 = 4246130;
.11.23 . 2543 = 5147032,

. 383.1907 = 5843048 ;

. 139 . 863 — 7677248,

719 . 167 = 7684672,

.191. 383 = 9363584,

. 13727 = 9437056 ;
.5.11.29.89 = 11498355,
.5.11.2699 = 12024045 ;

. 87.12671 = 15002464,
227.2111 = 15334304 ;

. 53 . 10559 = 17908064,

79 . 7127 = 18017056 ;
.5.17.23. 397 = 20955645,
5.7.21491 = 20308995 ;
.5%.17.19. 359 = 26090325,

.5%.11.59.179 = 26138475 ;

.5.7.53.1889 = 31536855,
5.7.102059 = 32148585 ;
79.11087 = 56055872,
. 383 . 2309 —= 56598208 ;
.7.13.5.17.1187 = 82633005,
.7.13.131.971 = 104177619 ;
67.37. 2411 = 95629904,
.67.227.401 = 97580944 ;
23 .47.9767 = 168930032,
. 1583 . 7103 = 179904784 ;
13.17.389. 509 = 175032884,
.13.17.198899 = 175826716,
5.13.19.29. 569 — 183408615,
5.13.19.17099 = 190055385
5.19.37.7.887 = 196421715,
.5.19.37. 7103 = 224703405
.5.23.11.19. 367 = 238162815,
.5.23.79.1103 = 270560385 ;
.7%.18.97.5.193 — 536637465,
.7%.13.97. 1163 — 646745463 ;
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53. M = 2*.17.167. 13679 = 621354896,
N =2*.809.51071 = 661063024
54, M=3%.5.18.19.37. 1583 = 651016665,
N=3%2.5.13.19.227.263 = 663576615,
55. M —2%.383. 9203 = 902335744,
N = 28,1151 . 3067 = 903709952 ;
56. M =13%.7%2.11.13.41. 461 — 1191953763,
N=232.7%.11.13.19403 = 1223611389;
57. M =3%.7.13.23.11.19. 367 — 1444854411,
N=3%.7.13.23.79.1103 = 1641399669
58. M=3°.7%2.13.53.11.211 = 19041305283 ;
N =3%.72.13.53. 2543 = 20862576189;
59. M =3%.7.13.41.163.5.977 = 26747216645,
N =3%.7.13.41.163 . 5867 — 32124036859 ;
60. M=3%.72.13.19.11. 220499 = 264201240303,
N =3%.72.13.19.89. 29399 — 285008693697 ;
61. M=23%.7".13.19.23.162. 287 = 401423269127,
N =3%.7".13.19.23. 83. 1931 = 401535312633 ;
62. M=23*.7.11%.19.47.7019 = 430026411969,
N=3%.7.112.19. 389 . 863 = 437605152851 ;
63. M=23*.7.11%.19.53. 6959 — 480778165791,
N =3*.7.11%2.19.179. 2087 = 486964733409 ;
64. M =3°7%2.13.19.47.7019 = 970224879897,
N=3%.72.13.19.389. 863 = 987324022503 ;
65. M —=3°.77.13.19.53. 6959 — 1084730902983,
N=3°.72.13.19.179. 2087 = 1098688926617.

11. Cisla dokonala.
Podminkou pro ¢fsla spffznénd bylo, aby
SN—N=M, SM—M=N. )
U ¢isel dokonalych redukuje se podminka tato na
S N—N=N aneb S N=2N.

Cfsla dokonald odvodime si z podobnych forem jako éfsla
spHznénd. Hlavni formy jsou asi tyto:

1. N=p7, 2. N=r.p" 8. N=r.p" 4 N=p.c.
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A. Pront forma.

N =p~.
pﬂ+1 -1
Soutet déliteld SN = =1
Ponévadz /N =2N,
. 2‘,’71'—}—1 _}- o
jest =1 = 2p
aneb P2 —p)=

Rovnici této vyhovuje p = 1.
Dle toho bylo by tfslem dokonalym ¢fslo 1, coz vSak nenf
mozno, nebot nevyhovuje podmince /N —2N.

B. Druhd forma.
N=r.p"

kde » a p jsou &fsla kmennd.
pn+1 —1

Soutet déliteli /N=(r—+1) =1

Ponévadz S N=2N,

. 11”'*"1 -1
bude r+1) p—1

1
7 ¢eho# n___rt1l
P =ye—p+p

Dosadme za p =2+ k

= 2rp™,

oy x_ r+1
a bude @+ k) Fa=nF2
Pongvadz (2 +4k)">0 a r+1>0,
bude téz kAl —r)+2>0.
To viak je jen tehdy moZno, kdyZz k¥ = O;
tu r=2"t1_1, p=2

Dle toho bude &slo dokonalé N = (2711 —1)27, s tou
oviem podminkou, %e » = 2711 — 1 jest prvoéislo.
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C. Tvreti forma.
N=p".r.
711 yetl g

p—1 r—1
ot 1

fN::p

= 2p™r¢,

z tehor  pT = :
P = e ey — 21 —p) —p

p™ musf byti ifslo celistvé a proto jest nutno, aby L

2—p=0 aneb p=—=2.

o+1 __
Tim bude CoT — r_____l
¢ —2
11
aneb on+1 — =1 _,, r=1

_r| .
r®—1 ¢ —1

Ponévadz e—lf mus{ byti opét tislo celistvé, nutno jest,
S —
aby ¢ = 1.
Tak povstane rovnice
g1 —_—’2_% =r 1
a z toho =27+t __1,

Cislo dokonalé jest totéz jako d¥ive, totiz N — (27+!—1)27
s touz podminkou.
D. Ctortd forma.
N=c.p,
kde p jest iislo kmenné a ¢ &islo sloZené.

JIN=(@+1) fe=2pc
aneb, pfSeme-li f¢ = C,

Aby tato rovnice platila, musi 2¢ a C miti spoletnéha
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néjakého délitele, aby C mohlo se zkrdtiti na %;—1- To vSak

jest jen tehdy moZno, kdyz ¢ — 2*.
Tu pak C=2*+1—1

2a+1 p+1
a =L aneb =90+l __q,
et 1~ p P

Zde dojdeme k témuz vysledku jako u forem predeslych.

Platf tedy vseobecns, 7e N — 2% (2%1t1—1) jest ¢fslo do-
konalé, kdyz 2%+! —1 jest prvotislo.

Podmince této vyhovuje vSak jen nékolik mdlo ¢fsel, takze

pocet Cisel dokonalych jest velmi nepatrny. Dosud zndma jsou
jen tato:

N=(2"—1)2 =6,
N=(2"—1)27= 28,
N = (2° — 1) 2* = 496,
N = (2" — 1) 2° = 8128,
N = (2% — 1) 2! = 33,550.336,
N = (2'7 — 1) 2'6 = 8589,869.056,
N — (21— 1) 2'® = 137.438,691.328,
— (29— 1) 2% = 2,.,305.843,,008.189,952.128,
= (261 — 1)2%0
= ,,,,,,658 455,,,,991.569,,,,831.744,,,654. b92,,615 953,842.176.

‘990:‘“‘533.0‘&“9’&\"'."

Z hlavnich vlastnosti tfsel dokonalych jsou dileZity tyto:

1. Kazdé éfslo dokonalé konéi bud ¢islicf 6 aneb Cislem
28, a sice ¢fsla dokonald formy 24 (2'»+! — 1) konti se 6, ¢isla
dokonald formy 24+2(2'»+2 — 1) kondf se 28.

2. Vsechna ¢fsla dokonald, vyjma 6, délend 9 ddvajf za
zbytek 1.

3. Cisla dokonald konéict 6, délend 15, ddvajf za zbytek 1.

4. Cisla dokonald konifcf 8, délend 15, d4vajf za zbytek — 2.

Diikazy pro tyto véty jsou ponékud obt{Znéjsf, proto jich
zde pominuto.
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Dodatek redakce k &lanku piFedchazejicimu.

Doufime zavdéCiti se Ctendflim téchto listd, poddme-li
k zajimavému ¢&linku pdné Bezdickovu nékteré pozndmky histo-
rické o d&fslech dokonalych a spifznénych.*)

Jak jiz v tvodu k Fecenému ¢ldnku povédéno, plvod
téchto ¢isel jest hledati ve %kole Pythagoroved. O éfslech doko-
nalych mluvi téZ Plato i Aristoteles, ale v jiném smyslu; to-
muto jest 10 &fslem dokonalym. PovSimnut{ hodno, Ze Plato
jiz zabyval se tlohou, ustanoviti vSechny délitele ¢fsla daného;
tak zejména ustanovil délitele &isla 5040, jichz jest mimo é&fslo
samo 59. T

. Prvnf viak, kdo ¢&fsla dokonald zevrubné vySetfoval a vznik
jejich spravné vylozil, jest slavny ,otec geometrie* Ewklid. Mezi
vyméry poloZenymi v &ele VII. knihy jeho ,Zékladd® tteme 22.
definici tuto: ,Cfslo dokonalé jest to, které rovnd se viem svym
dilim dohromady“. Kterak takovd ¢isla jest hledati, k tomu ndvod
poddva v knize IX., ktera konéf 36. vétou: ,Mdme-li nékolik
tisel od jedné pocinajicich a stile zdvojndsobenych, jichZ soudet
jest prvocislo, jest soutin z tohoto souttu a &isla poslednfho
tislem dokonalym“. Objev této véty i dikaz jeji svédéf o arith-
metickém dimyslu velkého geometra ieckého. NaSimi znaky
bychom ji vyjadiili takto:

Je-li soucet
1424224284 .., 201
prvotislem, jest
Q42422 4. .. 201, 201
@ —1).2n1

¢islem dokonalym. Dikaz Eukliddv, vyjidieny nasimi znaky al-
gebraickymi, lze krdtce podati takto:
Budiz

cili

p=2r—1
*) Cislo dokonalé — numerus perfectus, nombre parfait, vollkommene Zahl ;
¢fsla spi{znénd = numeri amicabiles, nombres amicaux, befreundete
Zahlen.
15
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prvocislo, potom mé tislo

N=(2" —1)2"
tyto délitele:
1, 2, 2% 2% ..., 2
p) 21” 2’1” 23 AR | 2"—1 )

jichz soutet, mimo &islo N samo, jest
S=(14+p)AF242"+ ... 21 —2Tp,
Av§ak
S = (14 p)(2" — 1) — 21 = Pnp — =t = I—1p

tudiz
N=-.

Euklid uvddi k tomu tento C¢iselny piiklad:

1424224234 24-=225— 1=31 (prvoiislo),
N=(2°—1).2*=31. 16 = 496.

Z pozdéj§ich mathematikd feckych Nikomachos v 1. stol.
po Kr. podal ve své arithmetice pfehled Pythagorovské nauky
o cislech viibec a zvld§té vyvody Euklidovy o ¢&islech dokona-
Iych. Theon ze Smyrny (ve IL. stoletf po Kr.) ulil rozezndvati
rizné zvldstni{ -druhy C¢isel; on téZ roztiidil éfsla na dokonald,
nadbytkovd a nedostatkovd.*) Jamblichos (v IIL. stol. po Kr.)
také jednal o Cislech dokonalych; uddvd, Ze v kaZdém desitko-
vém Fddu ¢isel jest jen jedno dokonalé, totiz (dle naSeho ozna-
teni)

0<<6<<10<T28<T10*<C 496 << 10° < 8128 < 10%

Nevédél oviem, Ze neni dokonalého ¢&isla jiz ndsledujicich
fadi 4., 5. a 6.

Od Rekd piesly mathematické védomosti k Indim, ktefi
v arithmetice i nad své uéitele vynikli. Jest proto dosti nd-
padno, Ze v nauce o ¢&islech dokonalych a spiiznénych zddného

*) Ciglo nadbytkové — numerus abondans, nombre parfait, ibefschiessende
Zahl; - &fslo- nedostatkové — numerus - deficiens, nombre défectueux,
mangelhafte Zahl.
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pokroku neuéinili; ten pozorujeme teprve u Arabd, z nichZ
Tabit tbn Kurra - (f 901.) udil takto stanoviti Cisla spiiznénd:
- Jsou-li

r=3.2*—1, ¢g=3.2"1—1, r=9-2"1 1

prvocisla, jsou
M=2.pg, N=2"7r
.Cisla spfiznéni.

PH n=2 jest
p=11, ¢=5, »r=T1,
z CehoZ plynou ¢fsla spiiznénd
M =220, N=—284

zndmd jiz Pythagorovi.

Ze pottdii stiedovéci tisly dokonalymi a prételskymi se
zabyvali, lze pii zajimavosti téchto Cisel bezpeiné odlekdvati.
Tak italsky mnich Luca Paccioli, ptitel slavného malffe Lio-
narda de Vinci, ve svém dile ,Summa de arithmetica“ (1494)
poddvé ndvod k vyhleddni &fsel dokonalych a pfipojuje zajima-
vou pozndmku, Z%e ¢&fisla dokonald konéi vzdy C¢isliei 6 neb 8,
dodavaje, Ze ,dob¥f a dokonali Setif ve v8em fddu predepsa-
ného“. Také ze sporu o vyndlez feSenf rovnic 3. stupné znimi
sokové Cardano-a. Tartaglia, prvni v dile ,De numerorum pro-
prietatibus® (1539) uéi dokonalym &islim dle Euklida, druhy
ve spise ,General Trattato di numeri e misura“ (15566—60)
uvadi, Ze kazdé dokonalé éislo vétsi nez 6 jest tvaru 9n - 1.
Némecky pottdr Stifel (Arithmetica integra, 1553), uzivaje Fady

4, 816, 32 | 64, 128 | 256, 512 | ...

pravi, Ze z kaZdé zde oznatené dvojice obdrZime Cislo doi(onalé,
kdyZz mensi zndsobime vétSim o 1 zmenSenym.. To se shoduje
$ vysledkem spravnym pii -

4.7=28, 16.31 =496, 64.127= 28128,

_ale ne jiz pki 2566.511; domnival se asi Stifel, ze 2“”"H —1
jest vzdy prvotislem, avSak jiz
15%
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29 —-1=5H11="17.178,

a tedy nesplnéna podminka Euklidem pozadovand. Také o Eislech
spiiznénych 220 a 284 se Stifel zmiriuje, ale domnivd se, Ze
algebrou vice takovych ¢isel najiti nelze. Nézor ten vyvrdtil
Hollandan wvan Schooten (Exercitationes mathematicae, 1657),
ktery poprvé uZil ndzvu numeri amicabiles a ustanovil nové dva
péry &isel takovych, totiz 18416 a 17296, 9437056 a 9363584.
Také genialni arithmetik francouzsky Fermat (+ 1665) zabyval
se Cisly dokonalymi, ale vysledky jeho nejsou zndmy. V souvis-
losti s vyzkumy témi jest bezpochyby vySetfovdni prvotisel,
z néhoz empiricky vzeSlo nesprdvné pravidlo, Ze 22" 41 jest
prvocislem. Slavny vrstevnik Fermativ Descartes (f 1649)
v listech svych k pottati Mersenneovi jednd té% o tislech doko-
nalych. Vyslovuje domnénku, Ze mohou existovati téZ dokonald
tisla lichd a sice tvaru mn’p*q® ..., kdez m, n, p, q jsou prvo-
¢isla. Uvddi téz tisla 30240, 32760, 403031236608, z nichz kazdé
rovnd se !/, souttu svych déliteli a tislo 14182439040 rovné Y/,
takového souttu. Schootenovi Descartes sdélil k stanoveni &isel
spifznénych pravidlo souhlasicf zcela s nivodem Tabitovym shora
vypsanym.

 Z tvaru Euklidova (2" — 1). 2 vyvozena b&hem {Casu
tisla dokonald na str. 224. uvedend totiz

(2 —1).2=38.2, (22—1).2:=17.4, (2°—1).2*=31.16,
(27 —1).25=127.64, (2'®*— 1).2!? = 8191 . 4096,

(2" —1).21% — 131071 .. 65536,

(21 — 1). 218 — 524287 . 262144,

(2% — 1). 2% — 2147483647 1073741824.

P¥i rostoueim = stivd se vySetfeni takovych &isel proto
obtfZznym, Ze o velkych ¢islech tvaru 2" —1 nesnadno byvd
rozhodnouti, jsou-li prvoéfsly cili nic. O &fsle 23— 1 dokdzal
to slavny Euler (+ 1783). Vrstevnik jeho Krafft ve spisech
akademie Petrohradské (Comm. Petrop. T. VIL) uvddf té% ¢isla
plynouci z hofejitho tvaru pro n =41 a 47, aviak pii blizifm
ohleddnf neosvédiila se Cisla 24 —1 a 27— 1 byti prvotisly.
Také domnénka Mersenneova, Ze pii n = 67, 127, 257 vyjdou
tisla dokonald, dosud nikym nestvrzena. Pii ostatnich mengich
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hodnotdch » =9, 11, 23, 29, . .. zji%téno, Ze nevedou k &slim
dokonalym, jezto 2" — 1 nenf pro tyto pripady prvoéislem.

Jmenovany Krafft (Nov. Comm. Petrop. T. IL.) pojednal
téz o Cislech sptiznénych, o nichz také Euwler uvefejnil obsfr-
nou staf ve svych Opuscula, (1750). Obsah pojedndni jeho,
v némZ na 61 pédrG ¢fsel spifznénych uvedeno, &étendii nasi
znajf z ¢linku pdné BezdiCkova. Také Kligel ve svém mathema-
tickém slovniku (I. Band 1803. Clinek: Befreundete Zablen)
uvddi methodu k vyhleddn{-éfsel takovych.

Zbyvé ndm dodati jestd, jakym zpisobem novéjdi doba
icastnila se vyzkumu o ¢islech dokonalych a spifznénych. Arith-
metické tyto kuriosity, zvlasté prvni z nich, upoutaly pozornost
i nyngjsfch mathematikii; svddéf o tom riizné price, s nimiz
ttendfe naeho Casopisu sezndmil prof. Strnad (roéniku XVI.
str. 167 a rotnfku XVIIL. str. 81) a z nichZ pro tiplnost dovo-
lujeme si tuto pfipomenouti jen véci nejvyznalnéj$i. K osmi
~difve uvedenym ¢&fslim dokonalym Seelhoff (Schomilch, Zeit-
schrift, 1886) rozkladem velkych &isel se zabyvajief, pkipojil
tislo devaté, totiz

(2% —1).2%° = 2305843009213693951 . 1152921504606846976,

dokdzav, Ze 2%*—1 jest prvoéislem.

Francouzsky badatel Ed. Lucas (a difve jiz Euler) podal
dikaz, ze kazdé dokonalé Ctfislo sudé nutné musi byti tvaru Eu-
klidem stanoveného. Hlavné vSak zabjvaji se nynf arithme-
tikové otdzkou, mize-li byti téZ liché &islo dokonalym. Cislo
takové dosud zndmo nenf, ale neni téZ dokédzdna nemoznost jeho.
Prosluly anglicky mathematik Sylvester (Comptes Rendus 1888)
podal diikaz, Ze neni lichého &fsla dokonalého, obsahujicfho méné
neZ 6 riznych prvotiniteld; Belgican Catalan (Mathesis, t. X VIL.,
VIIL.) vyslovil véty: Soulet pfevratnych hodnot vSech déliteld
dokonalého ¢isla, ¢fslo samo v to Eitaje, rovnd se 2. Je-li do-
konalé liché ¢islo nesoudélné s ¢&islem 105, mé nejméné 26
riznych prvotiniteli a nejméné 45 ¢islic. Takovéto zvldstnf
vlastnosti pripravuji Zddané FeSenf obecné otdzky, miZe-li vibec
existovati dokonalé &fslo liché.
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