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Gasopis pro pdstovini matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Autopoliarné normadlni jehlany polarnosti |
‘n-rozmérného  prostoru.

Jan Srb, Jihlava.
(Doglo dne 20. listopadu 1945.)

Pomoci véty, dokdzané v prvni &isti &lanku o autopolérnych
normalnich jehlanech, providim v druhé dasti syntheticky pro-
jektivni klasifikaci polarnosti, tedy i nadkvadrik n-rozmérného
prostoru. Jak 1ze touto cestou jednoduse dospét k afinni a metrické
klasifikaci nadkvadrik, ukdZzi v praci dalsi.

I.

Pro kaidou polérnost n-rozmérného prostoru plati véta:
Autopola,rné normdlnt jehlany téZe poldrnosti n-rozmérného prostoru
jsou téhof druhu, t. j. pfimkové hrany dvou riznych autopoldrnych
jehlanii téze polérnosti n-rozmérného prostoru je vidy moZno tak
navzajem piifadit, e kaZzdé hrané jednoho jehlanu odpovids je-
dind hrana druhého jehlanu tak, Ze hrandm prochézejicim jednim -
vrcholem jednoho jehlanu odpovida]i hrany prochézejici jednim
vrcholem jehlanu druhého, a Ze involuce barmonickych péli indu- .
kované poldrnosti. na korespondu]icich si hranich obou jehlani
jsou téhoz druhu.

1. Autopolarné trojithelniky téZe rovinné polé.mostl 8 jednim
spoleénym vrcholem jsou téhoz druhu.

Diikaz: Poldrnosti nesmgulami Z bodu D ]edné stra,ny, na

pt.. BC trojtihelniku 4BC promitnéme &tyfi body 4, B, ', N
(4 == B == 8’ %='8") druhé strany; na pf. AB, na treti stranu CA
do bodd 4, C, D' D". Pak Dp (4, B, 8', 8") ——D (4,¢C, D', D"),
t. j. neoddélu]i -li body 8, 8" body A4, B, neoddélu]f také body
D', D” body 4, C. Platf tedy v perspektlvnostl se stfedy s, S"
leicimi na strans AB trojihelniku ABO’ -
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(1,1) Neoddéluji-li sttedy S’, 8” vrcholy 4, B a koresponduji-li
v perspektivnosti se stfedem S8’ bodim tsetky BC(CB)') body
use¢ky AC, korespondujf také v perspektivnosti se stfedem S”
bodtm tsetky BC(CB) body tsedky AC.

(1,2) V nezvrhlé rovinné poldrnosti existuji pouze dva druhy
autopolarnych trojthelnfkid, a to s indukovanymi involucemi har-
monickych péld a) na vSech tfech stranach eliptickymi, b) na jedné
strané eliptickou a na dvou stranach hyperbolickymi.?)

Budte ABC, A'B’C’ dva ruzné autopolarné trojahelniky téze
rovinné polarnosti se spoleénym vrcholem C, tedy s vrcholy 4, B
a A’, B’ lezfcimi na jeho, polafe. Budte déle P, P’ dva harmonické
poly na strané BC. Pak body P, = (AP X B’C’) aP,= (4P x
X B'C) jsou harmonické pély. na strans B'C.

A) Bud na strané 4B indukovéana eliptickd involuce harmo-
nickych péld, t. j. harmonické pély 4’, B’ oddéluji vrcholy 4, B.
Je-li @ > 0, je tedy Dp(4, B, A’, B') = — a. Potom je Dp(4, 4’,
B,B)=1—Dp(4,B,A’,B')=1+4a > 0, t. j. bady A4, A’ ne-
oddéluji body B, B’.

a) Bud také na strané BC indukovéna elipticka involuce har-
monickych polu, t. j. body P, P’ oddéluji body B, C. Leii-li tedy
v_trojihelnfku BB'C bod P na tseéce BC, lezf bod P’ na tisedce
CB. Lezf-li bod P, na tsece B'C(CB’), pak podle (1,1) lezi bod
P’, na tuseéce CB'(B’C), t. j. body P,, P’; oddéluji body B’; C
a involuce harmonickych péli na strané B’C trojihelniku A'B’'C’
je elipticka. Podle (1,2), a) je indukovana na strané C4. i C4’ také
eliptickd involuce harmonickych pdéli.

b) Na strapé BC bud indukovéna hyperbolické involuce har-
monickych pélu, t. j. body P, P’ neoddéluji body B,C. Leii-li
tedy v trojihelntku BB'C bod P na tseéce BC, lezf také bod P’
na tsedce BC. Lezi-li bod P, na tseice B'C(CB'), pak podle (1,1)
lezi také bod P’, na tiseéce B'C(CH’), t. j. body P;, P', neoddéluji

~body B’, C a mvoluce harmonickych péli na strané B’O’ je hyper-
bolicka. Podle (1,2), b) je na strané CA i CA’ indukovina hyper-
bolicks, involuce harmonickych péla.

B) Bud na strané AB = A’B’ indukovana hyperbolicks in-
voluce harmonickych péla. Podle (1,2) b. je v trojahelniku 4BC
i A’B’C’ na jedné z obou zbyvajicich stran indukovéna elipticka,
na druhé hyperbolickd involuce harmonickych péla.

1) Ze dvou &éstf, na nd¥ d8li pfimku dva jeji rtizné body 4, B, nazyA

vajme jednu &ast Gselkou 4B, %st druhou tsetkou BA. Body 4, B necht
nenéleZejf Z4dné z obou sedek. .

. 1) Synthetlckyr dikaz viz na pf. Vojtéch, Geometrie pro;ektwni 1932,
str 308.
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V singuldrni rovinné polarnosti 1. druhu s jednim smgu-
larnfm bodem lezf jeden vrchol kazdého autopolidrného trojtihel-
niku v tomto bodé, kterym tedy prochizeji dv& strany trojthel-
niku s indukova.nymi parabolickymi involucemi harmonickych
pola. Na tieti strané je pak indukovéna involuce harmonickych
péli v téze polarnosti bud jen eliptickd nebo jen hyperbolicka
podle toho, mé-li polarny svazek piimek s vrcholem v singularnim.
bodé samodruzné paprsky imaginarni nebo realné. _

V singuldrni polarnosti 2. druhu s pifmkou singuldrnich bodd,
lezi vidy jedna strana polarného trojihelniku v této pifmce. Na
ostatnich dvou strandch jsou vidy indukovény parabolické invo- °
luce harmonickych péli. Platf tedy 1. pro viechny rovmné polar-
nosti. '

2. Jsou-li dany involuce harmonickych pdla indukované po-
larnostf na hranach autopolarného normalnfho jehlanu, prochaze-
jicich jednim vrcholem jehlanu, ktery nelezi v singularnim prostoru
polarnosti, jsou tim dany involuce harmonickych péhi indukované
na vSech hranach jehlanu.

Ditkaz. Budte ddny involuce harmonickych péli indukované
polarnostf #-rozmérného prostoru na hranach prochazejicich vreho-
lem A4; (k=1,...,n+ 1) autopolarného norméalnfho jehlanu.
Protoze podle pfedpokladu bod A; neni singularni, mohou to byt
pouze involuce eliptick4, hyperbolick4 nebo parabolickd se singu-
larnim bodem jinym neZ A4;. Vrcholy kaZdé jiné hrany jehlanu
AAj b=Ej=xk, 1, 5, k=1,...n-+ 1) tvoif s 4; autopolirny
trojahelnfk A4;4;4; polarnosti indukované v jeho roving, na jehoz -
stranach A4;4; a Apd; jsou dany involuce harmonickych péla.
Jsou-li obé involuce nezvrhlé a jsou-li P, P’ resp. P;, P’; harmo-
nické pély na strandch Apd; resp. Azd; [P == P’ == 4 %= A,
P, == P/ %= Ax == 4;] jsou L' = (4:4; x PP'}) a L= (4:4; X
X ApM), kde je M = (4P, X A;P’), dva harmonické pély na
strané 4;4;, jiné neZ tyto body. Je-li jedna z involucf parabolicks,
na pf. na str. 4z4;, je druhé involuce na strané AzA; nezvrhld.
Na strané A;4; je pak indukovéna parabolickd involuce harmo-
nickych péli se singularnim bodem 4.

3. Dva rizné autopoldrné normalni jehlany téze nezvrhlé po-
larnosti n-rozmé&rného prostoru s n — 1 spoleénymi.vrcholy jsou
téhoz druhu. :

Ditkaz. Budte J = [4,, 4, As,..., Ans1), J° = [43, 43, A4s, ...,

.1An+1] dva autopolarné norméin jehlany téZe polarnosti n-
rozmérného prostoru 8 » — 1 spoleénymi vrcholy A4, ..., Ant1.

Pfi vhodném oznaden{ vrcholtt 43, A9 jsou involuce harmonickych
pola na hrandch A%4n+1, A%4ns1 8 A;Anty, Ay Aney stejného
druhu, protofe A,A,Ani; 8 A3A34,..1 jsou autopolérné troj-
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thelniky polérnosti indukované v roving (4;, 4a, 4An+1) = (43, Ag,
Ap+1) majici spoleény vrchol An41, tedy podle 1. jsou oba troj-
Ghelniky tého? druhu: A,4,An+1 ~ A3A3An+1. Hrany Apiid;
(¢=23, ..., n) jsouob&ma jehlanim spoleéné. Jsou tedy na korespon-
dujfcich hranich obou jehland, prochdzejicich vrcholem Anyi,
indukovany involucemi- harmonickych péla téhoz druhu. Podle
2. jsou tedy i na ostatnich korespondujicich hrandch indukoviny
involuce harmonickych péla stejného druhu a tedy J ~ J°.

4. BudteJ = [4,, 4,, ..., Ap41], J ' =[4"}, A’y ..., A'n+1]
dva rtzné autopolarné normalni jehlany téZze mnesinguldrni polar-
nosti n-rozmérného prostoru. Volme » fad po n é&lenech novych
autopolarnych normalnich jehlant této polarnosti takto: -

Ji=[A], 43, 4s, ..., Ans1], kde A} je prisedik hrany 4,4,
jehlanu J s nadrovinou (4’}, 4%y, ..., A’y). Jehlany J a Ji maji
n'— 1 spolednych vrcholi A, ..., An+1. Je tedy podle 3. J ~ Ji.

Jz=[Al, 43, 45, A4, ..., Anyy), kde A2 je priseifk hrany
A3Asg jehlanu J1 s nadrovinou (A'y, A%y, ..., A’s). Jehlany Ji a J}
maji n — 1 spolednych vreholi A1, 4y, ... Ant1. Je tedy podle 3.
Ji~ T3 ' , |

Jr=[A4}, 43, ..., 4k, 4t Afir, Arys, ..., Ant], 1L
< k < n), kde vrchol A} je prisetik hrany A',ﬁ"lA x+1 jehlanu J 1
8 nadrovinou (4'y, 4%, ..., 4’s). Jehlany J;_; a J; maji n—1
spolednych vrchold 43, 43, ..., A}7}, Agss, ..., Aps1. Plati tedy
podle 3. Ji—; ~ J;. Le#i-li vrchol 457" ji# v nadroving (4'y, .. .,
«.:,4's), poloime A;~' = Ai. Protofe pak Ji_,=J}, je také
T~ Jh

J,l‘ = [A4}, 43, ..., A%, A%, 1], kde vrehol A? je pruseéik hrany
A',‘.“fA,.H s nadrovinou (4',, ..., A’s). Jehlany Ji_; a J. maji
n — I spolednych vrcholt Af, 43, ..., AZZ. Podle 3. je Jii ~
© ~ Ja. Protote jeJ ~Ji ~ Ji ~ J4, joJ ~ Ji V polarni nadroving
(4'y, Ay, ..., A's) bodu A'pyy ledd n vrcholt A3, 43, ..., A% jeh-
lanu J;. Je tedy Any1 = A'n41, t. j. jeden vrchol jehlanu J) se

1totoziiuje 8 jednim vrcholem jehlanu J'. - )
' Druhou fadu autopoldrnych jehland J; (i =1, ...,n) dané
polérnosti volme stejnym zptsobem jako jsme volili fadu prvou;
nahradime pouze jehlan J jehlanem J, = [An,1, 41, ...; A%] a
polérnou nadrovinu (4’4, ..., 4’s) bodu 4’s+1 poldrnou nadrovinou
(d'y, ..., A'ns1, A'n—1) bodu A's. Obdrifme tak fadu Jn ~ Ji ~
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1

~Jy .~ J,., tedy J ~ JE~JE b . I~ JE a dva vrcholy
]ehlanu J» se ztotoziiujf s vrcholy A'n, A'n+1 jehlanu J.

Obecné volime k-tou fadu autopolirnych normélnfch’ ]ehlanﬂ
Ji@G=1,...,m, k=1, ...,n)stejnym zpisobem,%ako jsme volili
fadu prvou, nahradime pouze jehlan J jehlanem Js *, ve kterém
zaménime pofadi vrchola tak, Ze vrchol posledni ddme na prvé
misto. Dile nahradime polirnou nadrovinu (4’;, ..., 4’s) bodu
A’p+1 polarnou nadrovinou (4'y, ..., A's—i+1, A’,,_H.g, ceey A'at1)
bodu A'nsrs. Je pak It~ ~ T~ L~ T, tedy T~

~ JET e~ JE b, §. J ~ Ji. k vrcholt jehlanu JZ se ztoto#ni s vrcholy
A’ n—Ek+2s A4’ N—FK+3y oo o ,,A n+1 ]ehl&nu J.

Pro k = n bude tedy J ~ J5. ProtoZe se nyni n vrcholi jeh-
lanu J; ztotoZiiuje s » vrcholy ]ehlanu J’, je J' = Jp a plati tedy
J ~dp ~J, 60§~ J.

Singuldrni polarnost h-tého drubhu (b =1, ...,n) ma jako
involuéni korelace jediny prostor Si—; smgularnich bodu Polarny
svaz, jehoZ basi je tento singularnf prostor, protind nezavisly Sp—a
v nezvrhlé polarnosti. Budte J = [d;, ..., An—nt+1, Bant2,-- -
Barilad' =[44, ..., 4 n—b+1, B'n—ti2, -+, B’n+1] dva rizné auto-
poldrné normilni jehlany polarnosti A-tého druhu v n-rozmérném
prostoru. Pi{padnou zménou oznaceni lze vidy dociliti toho, Ze
vrcholy A4;, 4’; (¢ =1, ...,n—h + 1) jsou vrcholy autopoldrného
normélnfho jehlanu nezvrhlé polarnosti v S,—;. Zbyvajici body B;,

't (j=n—h+2,...,n + 1) jsou singularni, protoZe lezi v Sj—;.

Bud % = n. Pak je Sh—1 = Sa—1 & Sp—n = S,. M4 tedy kazdy
z obou jehlant J, J’ jediny nesinguldrni vrchol 4,, (4',), kterym
tedy prochéz{ n hran s indukovanou parabolickou involuci harmo-
nickych péti. Podle 2. jsou tim urdeny involuce harmonickych
poli na ostatnich hranach a J ~ J'.

Bud h =n—1. Pak je Sa—1 = Sn—z & Sp—s = 8,. Polarny .
"svaz 8 basi S,—p protind hrany 4,4, A4’,A’, v nezvrhlé involuci
tého% druhu. Prochéazf tedy vrcholy 4,, 4, ]edna. hrana s nezvrhlou
involucf harmonickych péla téhoz druhu a » — 1 hran s involucf
parabolickou. Je tedy podle 2. J ~ J'. )

‘Necht je 1 < h<n—1. Bud J", = [A"l, ey A" ;._;H.l]
pramét jehlanu J’; == [4"), ..., A'n—n+1] ze smgula.rniho prostoru -
Sj—1 do prostoru S,._;. uréeného body. 4,, ..., An_pt1 jehlanu J.
Protoze druh involuce je.pfi promitani mvanantni je I ~d
J"; je ez autopolarného jehlanu J’ prostorem Sn-;., je tedy auto-
polarnym jehlanem nezvrhlé polérnosti tohoto prostoru. Je proto
J'~J;=[4,, A,, ceesAins], b j. Iy ~TT ~ T ST ~J1,
Je proto vidy mozno prip zménou oznadeni docilit toho, Ze na
korespondu]icich hranach A4,4;, A 4% (@ =2,...,n—h 4 1)
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jsou indukovany nezvrhlé involuce harmonickych péli téhoz druhu.

Na korespondujicich hrandch A4,Bj, A"\ B'j(j=n—h—2,...,
, 7+ 1) jsou mdukové,ny parabolické involuce harmonickych

pélu, protoZe 4,, A’; jsou nesinguldrni a B;, B’; singuldrni body.

Je tedy podle 2. J ~ J'.

- Véta uvedena na poéatku I. dilu (v dalsim I.) plati tedy pro

viechny polarnosti n-rozmérného prostoru.

1I.

1. V rovinné polarnosti piifadme strané polarného trojihel-
niku, na niz je indukovana involuce harmonickych péli: elipticka
znaménko +, hyperbolickd znaménko —, parabolickd 0. Strané
se viemi singularnimi body (0). Jsou-li ddny involuce harmonic-
kych poéla indukované na dvou strandch polarného trojtahelniku,
které se neprotinaji v bodé singulirnim, je uréen druh involuce
indukované na tieti strané podle pravidla: ‘

a‘) +4+-4+ -4, +—— — 4+ > —
b) + 0 - .0, — 00,
c) 0 0 = (0).
~Dutikaz. a) V nezvrhlé rovinné polarnosti existuji polarné troj-
thelniky typu + + +, + — —. V druhém pi¥ipadé plyne cyklickou
zdménou: — + —, — — +. b) V singularni polarnosti 1. druhu

existuji polarné trojuhelniky 4 00, — 00, kde se pouze strany - 0
nebo — 0 neprotinaji v singularnim bodé. ¢) V singuldrni polar-
nosti 2. druhu existuje polarny trojihelnik typu 0 0 (0), kde se
pouze strany 0 0 neprotinaji v singuldrnim bodé.

2. Autopoldrnym normélnim jehlanem, na jehoz hranach pro-
chaze]icich jednim jeho vrcholem nelezicim v smgularnim prostoru
jsou dany involuce harmonickych péld, je polarnost uréena. Druh
. involuce harmonickych péli lze na kazdé z téchto hran voliti

libovolné.

_ Ditkaz. Bud [4,, ..., 4n+1] autopolarny normalni jehlan po-
larnosti. n-rozmérného prostoru Protoze ]e prostor singularnich
bodi nejvyse (n — 1)-tozmérny, nelezf v ném alespoii jeden vrchol
jehlanu. Necht je to vrchol 4,. Na hrandch 4,4; ¢t =2, ..., n + 1)
budte dény involuce harmonickych péli. ProtoZze bod A; neni sin-
gulirni, nemiZe Zidnd hrana obsahovat pouze singularni body.

a) Necht neni na %4dné z hran A4,4; indukovina involuce
parabolické. K libovolné nadroving 8,1, kters neprochézi Zédnym
vrcholem jehlanu, sestrojime pél takto: K bodim Pj = [Sp—1 X
X (4,4p)] sestrojime harmonické pély P’; na hranich A4,4;.
Protoze je Pr == A, == Az, je také P'p == A, == A; a nadroviny

n—l = [A2, ey Ak‘-—l’ P’}C: Ak+ls ey A’H‘l]s (k = 2) e, N + 1)
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protinaji nadrovinu - (Az, ey An—rl) v n prostorech (n J— 2)-roz-
mérnych (4,, ..., Az, dp+1, .. An-t-l), které nemajf spoleéného
bodu. Jsou tedy polarné nadrovmy S poli Py, lezicich v Sp—y,
nez4vislé a protinaji se v jediném bodé P, ktery je pélem nadroviny
Sp—1. Prochéazi-li nadrovina S,._l k Vrcholy (=1, ...,n)jehlanu,
Je pro tyto body Pp= 4, S ,,_1 = (Az, .. Ak—1, Ak, Ari1,y ...,

s Ant1), & poél lezf v (n — k)-rozmérné sténé jehlanu, urcené
n — k + 1 vrcholy, jimiz S,—; neprochazi. Prochézi-li §,—; bodem
A,, sestrojime podle I,2 involuce harmonickych po]u na hranéch -
procha,ze]icich Vrcholem ktery v Sp—; nelezf.

b) Jsou-lina n —1 4 1 hrandch 4,4, ¢ =141, ...,n + 1)
mdukovany parabolické involuce harmonickych péli, je prostor
Spy=[4;+1, ..., Any1) singuldrni a kaZda poldrnd nadrovina
jim prochazi. S,b_l tedy protne na S,—; nezavisly prostor S;_l
(4,4, ..., 4;) v prostoru S;_p. V nezvrhlé polarnostl v S;_;, urdené
autopolarmm normilnfm jehlanem [4,, ..., 4;] a involucemi
harmonickych péld na hranich 4,4; (@ = 2, ..., 1), sestrojime
k 8§ pél P podle predeslého odstavce. Pak je prostor [P, Sp—}
sdruzen k poldrné nadroving.S,—; v poldrném svazu s basi Sp—s.
Duélné sestrojime k danému pélu poldrnou nadrovinu.
c¢) Ti¥ilibovolné vrcholy A, A5, Ax (0 = £k, 4,5, k=2, ...,
.,n+ 1) jehlanu [A4,, ..., Aps1] uréuji polarny trojuhelnik
A;A;Ay polarnosti indukované v jeho sténd témito vrcholy urdené.
Involuce harmonickych pélt indukované na stranich A;4;, A;Ay,
4;A; trojabelnika A;A:A; uréime podle pravidla 1. z trojahelnik
A4,4:4;, A, A; Ay, A A;4r. V. kazdém z téchto tif trojuhelniki jsou
na dvou stranich A,4;, A4,A4;; AA;, A Ag; A A, A A, které se
protinaji v nesinguldrnim bodé A, involuce harmonickych poli
dény. Mohou nyni nastat tyto piipady: Na hranich 4,4;, 4,4;
A,4; jehlanu jsou dany -involuce harmonickych péli «) nepara-
bohcke a 1. vSechny tii téhoz druhu, pak je trojihelnik A =
= A;A;A; typu + + +, 2. dvé téhoZ druhu a jedna druhu jiného,
pak je A typu 4+ — —, f) jedna parabolickd a 1. dvé nepara-
bolické stejného druhu, pak je A typu 00 -+, dvé neparabolické
rizného druhu, pak je A typu 00—, y) dvé parabolické a jedna
neparabolické, pak je A typu (0) 0 0, d) viechny tf'i parabolické,
pak je A typu (0) (0) (0).%) -

3. Autopolamy normdlni jehlan poldrnosti n-rozmérného pro-
storu md neyvyse tFi rézné druhy vrchola, a to: k(0 < k< n+ 1)
vrcholi,. yzmzz prochdzi k — 1 hran ¢ indukovamou eliptickou, I (0 <
<1< n+ 1) hran s indukovanou hyperbolickow a n — (k + 1 — 1)
hran - 8 indukovanou parabolickow involuct harmonickych poli;

1) Trojuhelnik autopoldrny typu (0) (0) (0) existuje. Je urden ti'emx
riznymi body singulérnfho prostoru, které neleii v té%e piimce.
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l vrcholat, jimiZ prochdzi | — 1 hran s indukovanou eliptickou, k hran
8 sndukovanou hyperbolickou an — (k + 1 — 1) 8 indukovanou para-
bolickou involuct harmonickych poli a m — (k + 1 — 1) wrchold,
gimig prochdzt k + 1 hran s indukovanou parabolickou involuci har-
monickyjch polé a n — (k + 1) hran, jejichZ viechny body jsou sin-
guldrni.

Dukaz.?) Vhodnou volbou oznaceni lze vidy docilit toho, Ze
bod 1 nenf singulérni, a Ze na prvych & — 1 hranach (1,2), (1,3), ...,
.+, (1, k) jsou indukovény eliptické, na dalsich ! hranach (1, £ +
+ 1), ..., (1, k& + I) hyperbolické, a na zbyvajicich n — (k + I — 1)
hranich parabolické involuce harmomckych poéla. Schema hran
prochézejfcich vrcholem 1 mtZeme tedy psati takto:

L, 2 .. kk+1, .. k+LEk+14+1,...,n+1
1.4+  + — — 0 0

Znaménko libovolné hrany (s, ) = (1, 8), [¢ ==-s], uréime z troj-
thelnfku 143, jehoZ dvé strany (1, ) a (1, s) se protinaji v nesingu-
lirnfm bodé 1 a na nichZ jsou involuce harmonickych péli dény,
podle pravidla 1., t. j. kombinujeme-li podle tohoto pravidla zna-
ménko stojici pod s se znaménkem stojicim pod i. PiSeme-li zna-
ménka hran prochazejicich r-tym vrcholem do r-tého ¥adku, je
prvé znaménko shodné se znaménkem stojicim v prvém #adku
pod r, protoZe zn (s,1) = 2n (i, s). Dal¥f znaménka pak obdrz{me
kombinovénim tohoto prvého znaménka se znaménkem napsanym
pod é&slem pifslusného vrcholu v prvém Fadku. (s,'s) nedava zna-
ménko #4dné.4) Pro r-ty fadek tedy obdriime pro 2 < r < k: prvé
znaménko +, (k — 2)- krat + 4+ > 4, lkrdt + — > —, 0+ 1 —

3) Vrcholy A4; budeme v dalifm pro jednoduchost oznaéovat pouze
jejich indexy.

4) Schema vSech hran jehlanu je pak toto:
1, 2, .., k=1, k, k+1, k+2, .., k+1—1, k4, k+I+1, k+1+2, .., n, ntl
R 4+ o+ = = - 0 0 0 .

1 — 0
2 + + + - - - = 0 0 o o
E—1 4+ + + - — — - 0 0 [
E + + + . = = — — 0 0 0o o
E+1  — — - = .4 + + 0 0 o o
E+2 — — - - 4 + + 0 0 0 o
E+l—1 — — - - + 4+ . 0 0 0 o
E+1 - - - - + o+ + . 0 0 0 0
t+1+1 0 0 o 0 0 o 0 0 . 0) ©) (0)
E+1+2 0 O o 0 o0 o0 .0 0 (0) . 0) (0
" 0 0 0 0 0 0 . o ()] (0) (0) . (o)
w1 0 o 0o 0 o0 O 0 0 (0) 0) (0)

(‘ V)prﬂseliﬂm l-téhO i'édku a 8-tého sloupco je znaménko hrany (o, 8) =
8,4 _

s 0




-—(k—-—l) =n—((k+1—1)krat + 0 0.Prok + 1 < r < k+
+ I: prvé znaménko —, (k— 1)-krat — + — —, (I — 1)-krat
—— >4 a n——(k—l—l—l)-krat —0->0. Prok+14+1Z
<7< n+ 1: prvé znaménko 0, (k + I — 1)-krat 0 + — 0, pip.
0—S50,n+1—(k+1)—1=n—(k+ )-krét 00 — (0). Tim
je tvrzeni dokazano.

3. Budn+1=Fk+1t. j-n—(k+1— 1) = 0, tedy pifpad
polarnosti nesingularni. Autopolarné normélnf jehlany rﬁznych
druht obdrzime pouze pro I = 0, nebo pfi I = 0 pro k < 1,
k<n—k+4+1, &li £<3(n+1). Tedy pro n» sudé: 1 pro
1=0, 4n pro l:i:O celkem }n 4 1. Pro = liché: 1 prol =0,
4(n + 1) pro I = 0, celkem }(n + 1) + 1.

Bud » + 1 >Ic+l, t. jon—(k +1-—1) > 0, tedy ptipad
polarnosti zvrhlé. Polozme £ + I = r, kde je r = 1, ..., n. Riizné
autopolarné normalni jehlany obdriime opét pro I = 0, tedy pro
k = r,nebo pfil > 0 pro k<1, t. j. k < 4r. Tedy pro viechna r od

potet riznych autopolarnych normélnich jehlant singuldrnich po-
larnostf pro n sudé: 14+2. 2+ 3+ ... +n)+ i(n+ 2) =
= }(n+ 6)(n—2) 4 3, pron licha: 14+2.(24+3+...+ 3(n+1))=
= }n + 5)(n—1) + L.

4. Budte [4,, ..., Ag+1], [Ci, - - -, Cn+1] autopoldrné normalnf
jehlany dvou riznych polarnosti téhoz nebo dvou riznych n-roz-
mérnych prostori. Na n hranidch A,414; (1 =1, ...,7n) prvého
jehlanu zvolme po dvou libovolnych bodech B;, B’;, na n hranach
Cat+1C; (1t =1, ..., n) druhého jehlanu po dvou libovolnych bo-
dech D, D’; tak, aby Ani1 = B; == B's, Cay1 %= D;i == D';. Se-
strojime-li # — 1bodu R; = (B, Bit+1) X (B's, B'i+1) a m — 1 boda
T; = (Di, Diy+1) X (D's, D's41), 8 =1, ...,n—1), plati: Nezvrhld
kolineace K, ktera pfifazuje n + 2 bodim An.,, B;, B'n, R; body
© Cp+1, Oy, C's, T, plitazuje bodim B;, B'; body D;, D's.

Dukaz. Protoze je A; == A+, An+1 == B; == B’;, plati:
R; == Aty == Bi == B'y=£ Byt = B'i41 a je tedy S; = (4a+1, An,
An—) = (An+1, B'a, Rn—1) Bod Rpz lezf v roving (Aa+1, An—,
Apn—g)na piimee (B'n—;, B'n—2), neleii viak v S;. Je tedy 83= (An+1,
Ap, An_1, An_9)=(An+1, B'n, B, Rp2). Bod Rn,_3 leif v ro-
ving€ (Aa+1, An—2, An—3) na piimce (B'n—_z2, B'n—3), neleif viak v S,
je tedy S, = (4n+1, An, An—y, Ab—2, An3) = (An+1, B'n, Ba,
Ry 2, Ryg). Obecné bod R,; lezf v roving (An+1, An——1), Adn—i)
na piimce (B'n—i—1), B'ni), nelezi viak v 8;, je tedy Siv1 =
= (An+1, Ans .., Anx) = (An+1, B'n, Bu—1, ..., Bny). Protini
tedy dand p¥mka (R,, B,) nadrovinu S,_; v bodé B, p¥imka
(Rg, B,) prostor Sp—g Vv bodé B,, a%-konetnd piimka (Ba_g,
Bp_3) rovinu S; v bodé B, ; a primka. (Rp—1, Bn—1) piimku
(A'H-l: A,.) = (An+1, n) v bodé B,. Pak j Je B’ n— = (B n Rn—l) X
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X (A'H'l’ Bn—l)! B'”—2 = (Bln—l,. Rﬂ—2) X (An-l-l, Bﬂr—-2)s aZ B'l =
= (B'y, R;) X (An+1, By). Totéz platf i pro druhy jehlan, zaméni-
me-li pouze A4; za C;, B; za D; a R; za T;. Z dukazu je patrno, Ze
z n+ 2 bod& Anyq, By, B'n, Ri pip. Cnyy, Dy, D'y, T, neleit
zadnych n 4 1 v téZe nadroving. Je proto K nezvrhla.

5. Jsou-li jehlany [A4,, ..., Ant1), [Cy, .. -, Cnt1] téhoZ druhu,
je podle 2. mozno vhodnou volbou oznaéeni docilit toho, Ze Ani1,
Chn+1 jsou nesingularni vrcholy téhoz druhu, a Ze na korespondu-
jicich hrandch Apy14; Cpni1C; (1 =1, ...,n) jsou indukoviany
involuce harmonickych péld téhoz druhu. Za body B;, B’;, piip.
D;, D’; volme na hranach s indukovanou eliptickou involuci harmo-
nickych péla dva jednoznaéné urcené realné harmonické pdly,
které oddéluji- harmonicky bod An+i, pip. Cu+1 s jeho harmonic-
kym pélem indukovanym na této hrané, na hranich s indukovanou
hyperbolickou involuci harmonickych péli samodruzné body této
involuce a na hranich s indukovanou parabolickou involuci har-
monickych péli bod singularni a libovolny bod této hrany rozdilny
od bodu singuldrnfho a bodu An+1 (Cr+1). Ve vSech pifpadech je
splnéna podminka An4; == B; == B's, Cny1 == D; = D';. Prevadi
tedy kolineace K jehlan [A,, ..., Ansq] Vv jehlan [C, ..., Cryq]
a involuce harmonickych poli na hrandch 4,.14; prvého jehlanu
v involuce harmonickych p6li na hranach C,.,C; jehlanu druhého.

6. V kaizdé polarnosti existuji autopolarné normaln{ jehlany;
podle véty I viechny téhoz druhu. Podle II,2 existuje ke kazdému
druhu autopoldrného normélniho jehlanu uréitého druhu urdita
polérnost. Podle II,5 jsou polidrnosti s autopoldrnimi normalnimi
.jehlany téhoZz druhu kolinedrné. ProtoZe druh involuce je invariant
realné kolineace, nemohou byt polarnosti s autopoldrnymi normal-
nimi jehlany rtizného druhu kolinedrné. Ud4avaji tedy ¢isla, uvedens
v II,3 pro pofet moznych druht autopoldrnych normalnich jeh-
lant, podet projektivné ruznych polarnosti n-rozmérného prostoru
pro reélné kolineace.

Protoze incidenén{ na,dplocha kazdé polarnosti je nadkvadnka,
* a protoZe kaZd4 nadkvadrika urduje jistou polarnost prostoru k ni
pHslugného, je uvedenym také dana pro;ektlvni klasifikace nad-

kvadnk pro realne kolineace.
E 3

- Sur les simplexes autopolaires d’une polarité de l’espace
a n dimensions.

(Résumé de I'article précédent.)

. Dans la premiére partie de l’article auteur démontre le théo-
réme suivant: Les pyramides normales (simplexes) autopolaires
d’une méme polarité de I’espace & n» dimensions sont de la méme

- &8




\

espece, c. & d., les arétes de deux différentes pyramides normales
autopolaires d’une méme polarité de 1’espace & » dimensions peuvent
toujours étre mises en correspondance d’une telle maniére qu’a
chaque aréte d’une des deux pyramides correspond une seule aréte
de l'autre, de sorte qu’aux arétes passant par un sommet d’une
des pyramides correspondent les arétes passant par un sommet de
Pautre et que les involutions des poéles harmoniques engendrées
sur les arétes correspondantes des deux pyramldes soient de la
méme espéce.

Dans la deuxiéme partie de I’article I’auteur démontre par voie
synthétique le théoréme suivant: Une pyramide normale autopo-
laire d’une polarité de I'espace & n dimensions posséde au plus
trois espéces différentes de sommets, & savoir: k(0 S kS n + 1)
sommets par lesquels passent (k— 1) arétes contenant une in-
volution elliptique, [ (0 <1< n -+ 1) arétes contenant une in-
volution hyperbolique et n — (kK 4+ I — 1) arétes contenant une
involution parabolique de podles harmoniques; ! sommets par les-
quels passent (I — 1) arétes contenant une involution elliptique,
k arétes contenant une involution hyperbolique et » — (£ +1— 1)
arétes contenant une involution parabolique de poles harmoniques
et n— (k + 1 — 1) sommets par lesquels passent (k + I) arétes
contenant une involution parabolique de pdles harmoniques et
n — (k + 1) arétes dont tous les points sont singuliers.

A Taide de ces deux théorémes et de la collinéation par la-
quelle se correspondent mutuellement deux pyramides normales
autopolaires données de la méme espéce, I’auteur effectue la classi-
fication projective des polarités, et, par suite, aussi celle des qua-
driques de l’espace & » dimensions par rapport aux collinéations
réelles.
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