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soutinitele u nejvy$3i mocniny v munohollenu daném. Rozklady (¢),
%, o v rozkladu absolutniho C¢lenu nemaji obdoby, tedy odpadaji.
Rozklad /, jeni pies g jest sdruZen s @ nebo § neshoduje se s po-
Zadavkem rostoucich funkci. Taktéz u, jeni pies ¢ nale?i ku y,
pak v, jenZ pfes d nebo e jest sdruZen s y. Zbyvaji pouze sdruZené
pies ¢ a erozklady y a ¢, kde z ditvodu n&kolikrat jiZ uvedeného
vyhovuje jeding sdruzeni pfes d.

Jest tudiz
@(10) == 23011, #(10) = 1564, a, = - 11, b, = — 6,
a=o0 b =T, 118 —6¢=—6; «=143 =0
|
=9 b=75 118, —
a,
a, == 2, by=1; 14, —6ay =

0, = -8, b =-1
Mensi z obou dé&litelt miiZe byt nejvy¥e stupn& tfetiho; z toho
soudime, Ze a, = - 3.
O sprdvnosti toho se presvédtime, dosadime-li a, do rovnice
=, by + ayb, - a, b, -+ a, b,
Tato kontrola zdroven potvrdi, Ze skuten? jest
F(x) = (3r* — 8x% 4~ 9x* ++ 10x -} 11) (x* -} 5x* - Tx -~ 6).

O kvantisaci podminecné periodickych pohybu
s applikaci na Rutherford-Bohriiv model atomu.*)
Viktor Trkal.

Uvod.

Utelem této préce jest odvoditi obecnou a — pokud mi zndmo
— dosud neuvefejnénou podminku (24) (variaéni princip), kterd plati
pro kvantisaci podmine¢né periodickych pohybf, a doloziti ji na pfi-
kladech, z nichZ v&tSina se vztahuje k Rutherford-Bohrovu modeltr
atomu. ’

Pohyby podmine&n& periodické**) ziskaly ve fysice na diileZitosti
od té doby, co Schwarzschild*#*) a Epsteint) applikovali methody

#) Pfedneseno ve zkracené formé na tydenni schiizi Jednoty Ceskych
matematikt a fysikd 26. listopadu 1921, .
*#) Viz na pf. C. L. Charlier,-Mechanik des Himmels, Leipzig (Veit& Comp.)
1102, 1. Bd. p. 77. a nésl.
#+¥) Berl. Ber. 1916, p. 548.
+) Ann. d. Phys. 50 (1916), p. 489, 51 (1916), p. 168.
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nebeské mechaniky na zmin&ny jiz model atomu. Dle Rutherforda
sestdvd atom kaZdého prvku — jak zndmo — z jadra kladn& na-
bitého mizivé malych rozmérit a ohromné hmoty (vii¢i hmoté
elektronu), kolem n&hoZ krouZi v normdlnim (neutralisovaném)
stavu tolik elektronfl, kolik kladnych naboji obsahuje jddro (anebo,
coi jest totéZ, kolik uddva fadové Cislo prvku v periodické sou-
stavé Mendé&lejevove [t. zv. atomové &islo prvku], feZ jest zhruba’
rovno poloviné atomové vdhy prvku). Tyto elektrony v3ak dle
Bohra krouZi jen v jistych .dovolenych“ drahdch, kteréZto jsou
zviastnim zplisobem charakterisovdny pomoci Planckova a¢innosinitio
kvanta h. Bohr pfedpokladd, Ze jen tyto ,dovolené“ drdhy elektronu
jsou ,stabilni“; pohybuje-li se totiZ elektron v t&hto ,dovolenych“
drahdch, nemd dle Bohra nic vyzafovati, nesmi ztrdceti energii a
bliziti se k jadru, coZ odporuje klassické theorii elektrodynamiky.
Elektron miize die daldiho pfedpokladu Bohrova vyzafiti energii
(a to jakoZto jednobarevné svétlo) jen tehda, kdyZ preskoli z jedné
pdovolené* (,pfipustné)y drdhy do jiné ,dovolené* (,pfipustné«)
drahy; tu pak vyzdfi pfesné jedno kvantum energie
hry = W, — W,, (frekventni podminka Bohrova),

kde v, jest frekvence vyzdfeného svétla, jer se jevi jako ostra
spektrdlni Cdra ve vidmu prvku, k jehoz atomu tento elektron
nalezi; W,, W, jsou kvantisované energie elektronu na po&dtku
a na konci skoku z ,dovolené“ drdhy 1 do ,dovolené“ drahy 2
V prikladech 3. az 6. jsou poCitdny tyto energie W pro drdhy riiznych
tvari; abychom obdrzeli frekvenci svétla né&jaké spektrdini Cary,
nutno vyraz pro W v kaidém z t&chto. uvedenych pfikladit po-
zméniti tak, Ze celd. &isla (Zisla kvantovd) oznalovand tam g,
n’,... opatfime jednou indexy I, podruhé indexy 2; tak obdriime
W,, W,, a hledand frekvence bude potom
1

Yy :E (W, — W,).

Souhlas této ,revolufni“ theorie s pokusem je velmi skvély;
nehledice na Zetné jeji nyngjdi obtize a kontradikce s klassickou
theorii musime doufati, Ze v budoucnu se podafi spolehlivé pre-
klenouti propast zejici mezi klassickou a kvantovou theorii. — Po-
drobné pouceni o otdzkdch sem spadajicich nalezne Ctendf zejména
v citované niZe knize Sommerfeldové (Atombau und Spektrallinien);
ostatn& v tomto <(isle. ,Casopisu” uvddim n&co z dalSi hlavni
literatury téchto problém@ a kromé toho, jak jiZ v letodni vyroCni
zpravé J.C. M. a F. bylo oznameno, vyjde brzo také Zeskd knizka
pojedndvajici o téchto a pribuznych otdzkdch moderni fysiky.

I. Céast obecna.

Uvazujme konservativni dynamickou soustavu o s stupnich vol-
nosti a oznafme pismenami ¢,, ¢,, ..., ¢s obecné Lagrange-ovy
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‘soutadnice. ‘Ddle budeme pfedpoklddati, Ze kineticky potencidl
L (Lagrangeova funkce) jest ddn jakoZto funkce jeding Lagrangeo-
vych obecnych ‘soufadnic ¢,, g.,..., gs a obecnych rychlosti g,
“ga,... gs (teCky nad pismeny wnati derivace dle dasu) a Ze ne-
obsahuje explicite &as f. Pak plati
. dL . S -9
M A I .2

dt 1 3 1 g

Aviak dle Langrangeovych rovnic jest

) oL __d ( aL );
o, dt \ ogr

tedy po dosazeni (2) do (1) obdriime

(: dL S ool s oL d ;& - AL
R A E )
dt -1 0 dt Y. dt g
Integraci obdrzime odtud t. zv. integrdl energie
@ i ,'],, a.L ~— L = Const.
ro 0qr -

- Za svrchu ulinéného pfedpokladu, Ze L neobsahuje explicite Cas {,
jest totiz

) L =Ewn — Epor,
kde kinetickd energie (Exw) jest homogenni kvadratickou funkci
obecnych rychlosti g, ¢., - .., gs a potencialni energie (E,,;) zavisi
pouze na obecnych soufadnicich ¢y, ¢.,..., ¢s. Tedy

S oL — L= R (\Ekm — Eu J -
«6) Const. _r-ltlr i r“q oa kin ~+ Epo
X _'2El\m "Elun Epﬂh

ponévadf Ey;, jest homogenni kvadratickou funkci prom&nnych
G gar--+ gs. TudiZ ze (6) plyne

) Const. = Exin - Epor=W,

kde? W zna&i dhrnnou energii uvaZované konservativni ,dynamické

soustavy. Dosazenim (7) do (4) obdriime pro Ghrnnou energii W
vztah

P v .
®) r_.lqs b(},— L =W==_Const.
Zavedeme-li sem jedte obecn'é'momenty (impulsy) obvyklou definici
©) _ _aiL
obdrzime¥) YR .

*) Viz E.T.Whittaker: A Treatise on the Analytical Dynamics, 2nd edition,
+Cambridge (University Press), 1917; p. 62
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s .
(10) Y prgr—L=W= Const.

r=1
Zndsobme obé strany této rovnice Casovym elementem df, déle
integrujme v mezich 0 do 7, délme pak dobou T a nechme 7
neomezen& vzriistati; najdeme tak &asovy stfed w, jeni ovéem
vzhledem k tomu, ze W = Const., bude roven W, totiz

TH>o ot T~

((}))] Iim{“lS' : e | liml‘
Pt dt— \Ldt!= —\ war=w .

To”'q’ Té | TS

v

Je-li pohyb ,podminedné periodicky“, bude Zasovy stfed vyrazu
Prgr 2a dobu neomezen& dlouhou roven asovému stiedu téhoZ
vyrazu za jeho periodu T, tak Ze obdriime

Tr T
(12) o ‘Sp,q,dt—r—gmt_w
0 0

1T
kde T* znali periodu kinetického potencidlu L.

Oznacime-li je3t& Casovy stfed kinetického pofencidfu pismenem
T

- 1
1 —_—
(13) L= T*SL dt
o
a zavedeme-li frequence », misto period T, ze vztahu
149 .
v T ’

obdrzime ze (12)

S
(15) S v{peds—T=w,

r=1

kde*) .
(16) gﬁrdr‘ﬂz(g)[]r dgr=1I,

[
znali , fdsovy integral“. TudiZ Ghrnnou energii uvaZované konserva-
tivni dynamické soustavy miZeme psati v definitivnim tvaru
s _
an W= % L»—L

r=1

* Znak lj) znatl zde toté% jako v literatufe zavedeny znak integralu,
pies néjZz jest narysovdn krouZek; obé& zévorky u integrdlu v naSem textu
tfeba si doplniti na uzavieny krouzek, poloZeny pies znak integralu.
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1

Mysleme si nyni W, Iy, r, L vyjadfeny jakoZto funkce ,,struktur~
nich“ konstant (t. j. hmot, ndboji, intensity pole elektrického neb:
magnetického atd.) a ,,geometricko-kinematickych® parametrii. Tyto
»geometricko-kinematické parametry charakterisuji nejtastéji tvar
a rozmdry drdhy pohybujici se uvaZované soustavy dynamické
(jest to na pf. velkd poloosa a Ciselnd vystfednost elliptické drahy
elektronu obihajiciho kolem kladného jddra), jindy opét timto
ngeometricko-kinematickym* parametrem jest na pt. ihlovd rychlost
rotujici koule kolem osy jdouci jejim stiedem atd. V klassické
theorii mohou nabyvati tyto ,geometricko-kinematické“ parametry
zdsadn& vech moZnych hodnot. Jinak je tomu vSak v theorii
kvant; tam jsou pfipustné jen ty hodnoty t&chto ,geometricko-
kinematickych** parametrd, které plynou z podminky na pf. Sommer-
feldovy, Ze fdsovy integral (16) ma byti roven celistvému (a klad-
nému) ndsobku ucinnostniho kvanta h = 6,54.10-% erg sec (Planc-
kovy konstanty). ’

Tteba Ze jsme si pfedstavili W, I, », T jakoZto funkce t&chto
»geometricko-kinematickych parametri, miizeme pfece povaZovati
tyto velitiny W, [, »,, L napfed za funkce fasovych integrdla 7,
Iy, ..., I, kteréito ovSem jsou opé&t funkcemi vySe zminénych
»geometricko-kinematickych* parametri a, ¢, ...

Tedy mt7eme psati:

(18)
W _ s aW alr S ool W oW ol & alr
—_—= —_—— = L ¥ E} = ~ - = ‘vr___
da , a3 da F 1 oa o . gl de . R
atd., pondvadz¥)
(19) W r=1,2,....5)

b[r ry & il

Theorie kvant pfipousti pouze takovy pohyb uvaZované dyna-
mické soustavy, proktery je spinéna podminka na pi.Sommerfeldova.

(20) l,.—_(g]p,dq,zn,h, (r=12,...,9)

kde n, je celé kladné &islo a & vy$e zmin&né Gcinnostni kvanium
Planckovo. Tedy /. jsou konstanty nezavislé na (a, ¢,...), tak Ze
(17) a (18) nabudou tvaru

s

@1 W= X nhv—L, i
r- 1
(22) W_o W_o... ad,
da QE

*) Viz J. M. Burgers: Het atoommodel van Rutherford - Bohr. (Broef-
schrift). — Haarlem 1918; p. 43, § 10, form. (5).
N. Bohr: On the Quantum Theory of Line - Spectra. Part I. (D. Kgl.
Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, Naturvidensk. og Mathem. Afd., 8 Raekke,,
IV 1.) Kobenhaven 1918. Separate Copy p. 29 form. (5°).
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kteréZto ob& podminky {(21) a (22)] musi byti soutasn& splnény.
Podminky vyjddfené ve (22) lze struin&ji shrnouti takto:

{23) dW =0,

kde variace se vztahuje jedin€ na vSechny , geometricko-kinematické“
parametry. Dosadime-li do (23) za W pfislusny vyraz z (21),

- obdrZime pro kvantisaci uvazované konservativni dynamické soustavy .

podminku R
(24) ri{ > n,In',—Zl =0,

L ]

pfi Cem% se variace vztahuje pouze na viechny ,geometricko-
kinematické “ parametry; oviem predem jiZz musi byti vyjddfeny
v3echny frekvence », (jichZ je na pocet tolik, jako stuphii volnosti
uvazované soustavy) a také Casovy stfed L kinetického poten-
- cidlu jakozto funkce téchto ,geometricko-kinematickych parametri“.

Podminka (24) je tedy upln& rovnocennd s podminkou
‘Sommerfeldovou (20); nemiiZe dati o nic vice a 0 nic mén& nei
podminka (20) [za pfedpokladu, Ze frekvence », v podmince

*
W ,(r=1,2,...5), (kdez W* znali
any
-kvantisovany vyraz Sommerfeldiiv pro energii), jestlize oviem do
vyrazli pro », dosadime za ,geometricko-kinematické“ parametry
{a, &...) kvantisované jejich hodnoty plynouci z (20). Tento pfed-
poklad souvisi s tim, Ze /. nejsou integralnimi invarianty; pouze

-(24) jsou identické s vyrazy ;1

)s_‘ I, jest integrdlni invariant — nezdvisly na volb& soufadnic].
ro1
Av3ak o téchto otazkdch hodldm pojednati jindy.

Vidime, Ze ,stacionarni stavy“ soustav ,podminené& periodic-

kych“ jsou urfeny — jak ukazuje (20) — podminkou, Ze rozdil
s
‘mezi X n.hr, a asovym stfedem L kinetického potencidlu mad byti

ro 1
-extremum (a to, jak z pozdé&ji uvedenych pfikladii lehce patrno,
minimum).

Ve specidlng relativistické mechanice ziistanou vSechny hofejsi
predpoklady a vyvody v platnosti; pouze za kineticky potencidl
L nutno dosaditi modifikovanou funkci Lagrangeovu

— v

(25) L=F- Epu; F=—mocr (1 — 32 —1), g=7
a za kinetickou energii vyraz

1
(26) Eun = me* (=, — 1),

-3
kde o znadi okamZitou rychlost, ¢ rychlost svétla a m, ,klidovou*
.hmotu.
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Ve specidlné relativistické mechanice plati vztah
(Q7) L=F Epy= Ekin-- F— W, nebot E,, 1 Epor = W.

Zndsobime-li funkci L elementem &asovym dt a integrujeme-li od
0 do T, obdrzime

8 T T

(28) \Ld(:\(Ekm*}‘F)df—WT.

o 0

Zavedeme-li sem ,&innostni funkci

T
(29) S =\ (Exu -+ F) dt,
-obdrZime i
. T
(30) 1,{5_5L dt)=w.
T
Je-li pohyb periodicky, musi platiti tato reface :
T
@3y lim! L § S =
Jmi (s Ldt)—S—1L=W,

kde s a L znali Casové stfedy funkci S a L.
Porovndvanim relace (31) se vztahy (17) a (21) obdrZime bud

(32) S=2%1 », (plati pro klassickou theorii),
anebo Tt
(33) S= X n hr (plati pro theorii kvant),

1

pri CemZ jest bud
G 3=

T
\Ek,-,. dt (plati pro obycZejnou mechaniku)
anebo °

2
T*
3 1 -
5) = - . -
) S— e \ (Em — F) dt (plati pro 'snp:cc;,;lnniil:)e.lahwshckou

V poslednich dvou vatazich znali T* periodu funkci z4 integrac-
nim znamenim,
Shrneme-li hlavni vysledky, jeZ jsme obdrZeli, mdme tyto véty:
1. Uhrnnd (klassickd) energie W podmineéné periodické sou-
stavy dd se vyjddfiti takto: i

W= 3 l'r(\)Pr dg —L.
1 .

r
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2. Jejl kvantisace plyne 2 tohoto variacniho principu:

sl %
[

n hre,— L } =0.

II. Priklady.

P¥iklad 1. Oscilldtor kmitajici v pfimce kolem pevné rovno-
vdziné polohy.

Oscilldtorem dle terminologie Planckovy rozumime hmotny bod,
konajici jednoduchy harmonicky pohyb v pfimce, jen nastdvd
tehda, kdyZ tato bodovd hmota m jest taZena zp&t do rovnovainé
polohy silou Gmérnou okamZité jeji vychylce & z polohy rovno-
vaziné. Pohyb oscilldtoru jest tedy ddn differencialni rovnici

(36) mE=—kEi, k>0
anebo .
@37 §44atf=0,

kde konstanta » jest frekvence tohoto harmonického pohybu;
integraci obdrZime

(38) E=acosar-4 9.

Uhrnnd energie oscillétoru jest

(39) W="21 Sz_‘rzﬂe mr §3:2J3 m e,
kineticka energie

(40) m
2
a potencidlni energie
(41) Epr=2n*mv2E2=2n*m rtatcos* (2art—-—JH).
Kineticky potencidl jest

42) L=Exin— Eppr=2nm>m r*a2cos2 (2art-4-3),
jeho tasovy stfed

Exin= S;y =2n*mvatsint@art+3)

43) L:1'S'V2n’ma'?a9c0s2(2ﬂl'i—|—1‘))dt

0

1
—2x a‘HS"msZ(Zﬂ’l't—i—x‘i) dt=0.
Tedy dle (15) 4
(44) W=y (S) pdg— L ::av(\) pdq
a kvantisaci dle (21) ’
(45) W=nhv
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Zde jediny ,kinematicky" parametr jest »; variovdni vyrazu (45)
dle vzorce (24) postradd tu vSak, jak patrno, smysiu; tedy (45)
jest definitivni vyraz pro kvantisovanou energii a souhlasi s vyrazem
Planckovym.*)

P¥iklad 2. Rotdtor otdcejici se kolem pevné osy.

Rotatorem dle terminologie Planckovy rozumime na pf. tuhou
molekulu rotujici kolem pevné osy. Kinetickd energie takového
rotitoru jest

(46) Exin— ‘.1' ./(’)2 - ;](2”")2l

kdeZ znali / moment setrvalnosti rotdtoru vzhledem k ose rotace,
@ jeho thlovou rychlost, » jeho frekvenci. Ale tato kineticka
energie jest zdroven Ghrnnou energii W, tak Ze kineticky potencidl

“7) L—L=W-—En="1]@nr)
Nage obecnd podminka (24) prejde zde v jednoduchy tvar:
(48) P {nlzz'——L]‘ =ri{nlzﬂ~’:j(2;u')‘-‘l =0

Jediny ,kinematicky“ parametr jest zde ovSem ». Provedeme-li ve
(48) variaci dle », obdrzime
2 fe
(49) - nh W= %j(?nr)'—‘:" h .
4z 8n2 )
coz souhlasi taktéz s vyrazem Planckovym,*) odvozenym jinou cestou.

Ptiklad 3. Rutherford- Bohriv model atomu ; elektron obihd
kolem jddra v drdze kruhové.

Predpokladdme-li pro jednoduchost, Ze hmota jadra nabitého
kladnym nabojem elektrickym + E jest nekonetn& velikd, Ze
tedy jddro pevné€ stoji,**) a ozna¢ime-li hmotu elekironu m,,
jeho naboj —e, jeho rychlost », polomér jeho kruhové drdhy a,

periodu jeho pohybu T a frekvenci »r = !

T jest thrnna energie
atomu

*) M. Planck: Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung.
4. Aufl. Leipzig (J. A. Barth) 1921, p. 139, form. (223a) a dale p. 140,
form. (231).

**) Ve skutecnosti clektron i jddro pohybuji se kolem spoletného téziste;
Mm
pak nutno misto mo psati H—U-, kde M jest hmota jadra. Srv. A. Sommerfeld
o
Atombau u. Spektrallinien, 2. Aufl, p. 249, form. (3).



110

(50 _F - 1 . _CE 1 PeE
" Ekzn+Ellfll—2mt:L —zmu(———T] =

eE
=2.rraim, rt —

Coulombova sila pfitaZlivd a sila odstfediva udrZuji se b&hem po-
hybu vzdjemn& v rovnovdze, tudiZ

(51) Ee _mmyo®
a2 a’
odkudZ plyne
(52) W=— (’E:— ! my r*=-—2a2a2 m, r+
2a 2
Porovnanim druhého a &tvrtého Clenu v (52) obdriime frekvenci.
(53) P R
24 m,
Kineticky potencidl jest vzhledem k (51)
. CeE 3cE
(54) L= Lyin—- Epu"—p', m, v° a :—2’({
a jeho Casovy stred
r
(85) L= \'Ldfz‘%E‘
T, 2a
Podminka (24) zni nyni o
[l | 3
(56) ri!nln'—L.:d[n/rlVEEa!*LEl-_—
| J | 2V m, 2a |

Jedingm ,geometrickym* parametrem jest zde polomér a, dle:
néhoZ nutno tedy varjovati. Tim obdrZzime z (56)

(37) a=
42 eEm,
a dosazenim do (53)
(58) y— (2.0)e*Erm
- nths
Z (52) pak najdeme
(59) We 2ne*Erm,
nhe '

co% souhlasi s hodnotou Bohrovou.*)

*) Viz na pi.: A. Sommerfeld: Atombau uand Spektrallinien. 2. Aufl-
Braunschweig (Fr. Vieweg & Sohn) 1921, p. 243, form. (13). (V dalSim cito-
vano: A. Sommerfeld, 1. c.)
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P¥iklad 4. Rutherford - Bohriv model atomu; elektron obihd
kolem jddra v drdze elliptické.

Pro tento pohyb plati pravé jako pro pohyb obé&%nic kolem
slunce tfeti zdkon Keplerav, Ze totiz &tverce dob obé&inych dvou
rozli€nych obé&Znic maji se k sob& tak jako tfeti mocniny velkych
poloos jejich drah: tedy doba ob&ind T planety obihajici v drdze
kruhové o poloméru a jest rovna dob& obdZné planety obihajici
v drdze elliptické o velké poloose a. Tudiz mame zde pravé jako -
v piikladé 3. frekvenci
(60) ! 1y eff s

re— =, a:
T m\ my
Jednd se tu o systém majici dva stupn& volnosti, ktery obecné
ma dvé& periody-T, T'. Av3ak zde perioda azimutu i prlivodiCe
jest taz, tak Ze
(61) r=yr
Ze znamé okolnosti, Ze Casovy stfed energie kinetické, plati-li -

zdkon Coulombliv, rovnd se poloving Casového stfedu encrgie
potencialni s opatnym znaménkem,*) t. j.

(62) Eiin—— 1% Eput

a ze vztahu

(63) Evin + Eppt =W = — & =W,
’ 2a

(jehoZ spravnost vysvitne specialisaci pozdgji uvedeného vzorce
(116) [viz téz (117)}, poloZime-li tam ¢ — ~, coz by ostatn& ne-
bylo nesnadné ukdzati pfimo), obdrizime (jako dfive pro Ekin, Epots
L) nyni pro &asové stiedy:

(64) Eyn= CE. Epo:= CE, L — Exin— Epu1=385~
2a a 2a
Podminka (24) zni vzhliedem k (61)
(63) :i: nhr 'Ry — L } =4 {(n}»n’) ln-—L} =
i , 1y eE _» 3eEl:0
7[)1(,1 T‘")h"z:r\mu T 2a ’ .

kde variace se vztahuje k jedinému ,geometrickému® parametru -
a (velké poloose elliptické drahy). Odtud obdrzime

(66) g )l
4x2eEm, -

*) A. Sommerfeld, 1. c., p. 463, form. (6). Viz ostatné vzorec (142) v této -
préci, ktery specialisaci pro ¢ = ~ pfejde ve vyraz pro L uvedeny v (64)
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a dosazenim de (63) dhrnnou energii (kvantisovanou)
{67)

co? souhlasi s vysledkem Sommerfeldovym *)

Pt¥iklad 5. Rutherford-Bohriv model atomu; elektron obihd
kolem jddra v ,relativistické* kruZnici.

V prikladu 3. a 4. jsme predpoklddali, Ze rychiost elektronu
jest mald proti rychlosti svételné c; neni-li tomu tak, nutno
sdhnouti k relativistické mechanice. Ndm tu postali mechanika
specidini theorie relativnosti.

Vyjddfime-li poZetné, Ze Coulombova pfitailivd sila udriuje
se v rovnovdze se silou odstfedivou pfi kruhovém pohybu elektronu
kolem jadra mnekonefn& veliké hmoty, predpokladajice platnost
mechaniky specidlni theorie relativnosti, obdrzime

v
68 »2 .2
{68) eE__met L‘E:m,.cﬁ ¢
a? a a v
=
‘Uhrnnd energie W bude vzhledem k (68) a (26)
¢E
a

(69) w=5k,-n~5,m,=m.,ce( ‘__1)_ -
, \1—

-—mcl\ —]l

P¥i tom m, znadi ,klidovou* hmotu pohybujiciho se elektronu
o hmot& m. VYZnam ostatnich pismen jest patrny z predesiého.
Ze (68) plyne

. 22 eE \* v*

g:) (cﬂ) :(_HIFC"_) (1 —c?)

@ zi:—;(m —'—\ ((lmof. ) +( am, c-)
Ponévadz ]est podstatn& kladnd veli¢ina, nutno vziti pfi odmocnin&
v (71) znamem ]edmé kladné. Tedy

),

. L’E_)!
_\ l_ 2am c-+\ Zamac2 ’
kde znaménko pfi odmocniné numo vziti kladné; ze (69) jest patrno,
e W<CO, a tedy dle (72) jest | > Z > 0.
*) A. Sommerfeld, \. c., p. 267, form. (20).
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AvSak
(73) v 2rar,
kde » jest frekvence kruhového pohybu, a ze (72) plyne
(74 y

=\ 1=z,
c
gili vzhledem k (73)
(73) ¢ o
. "= g VT
Ze (72) plyne pak dale
(76) l—ze— E_
am,c?
TudiZ odtud obdrime
(77) 0= cE Z
mycerl—2°
a dosazenim do (73)
(79) po € e (=297
2n eE VA

Kineticky potencidl vzhledem k (25) bude

79 rE oV ) eE__
L=F— Epuy=—mo¢ (\ =0, =)+ =

1-22

= —mec*(Z—-1)-}myc?
a jeho Casovy stied
(80) [~ L—myci(1 )
L—L=m,c (|+Z zz)‘
Podminka (24) davé tedy
@n ° {nhv*L} =

me (=29 ) gl
— 4 {nh. 2neE'—Z__m"cz (l Vg 22’)}_.0.
Jak ze (72) patrno, jest Z funkci jediného ,geometrickélo“ para-
metru a (poloméru kruhové dréhy), dle néhoZ jest v (81) vario-
vati. Ale okamZité jest jasno, Ze miZeme v (81) variovati dle Z
misto dle a. Provedeme-li to, obdrZime

2neE .

82 Tz = 2eE
(82) \ =

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. Rotnik L1 8
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a odtud najdeme pro uhrnnou energii (kvantisovanou) vztah

(83) Z=1- Wd:] NECSY
moec* nhe

coZ souhlasi s vysledkem Bohrovym.¥)

Ptiklad 6. Rutherford-Bohriv mode! a[o‘mu; elektron obihd
kolem jddra v ,relativistické” ellipse.

A) Vypoéet tihrnné energiec W. Rovnice Keplerovy ellipsy,
predpokldddme-li platnost mechaniky specidlni theorie relativnosti,
jestr*)

84 r=_49 (=0 e< 1
®4) 1 [ECOS:'([’ !
jeZ se 1isi od obvyklé rovnice poldrni pro ellipsu faktorem 7, jeni
souvisi s postupnym pohybem perihelia a jehoZ vyznam jest tento:

(85) =1
. r
kdez E .
(86) po=",up = mr’g (plodnd konstanta).

Sommerfeld odvodil v 1. vyd. citovauné svoji knihy na str. 518
pro thronou energii (klassickou) vyraz

(87) 14 &W—_,z \ LA
mac* P

jenz zde pro kratkost jest oznalovan pismenem Z. Jeito v3ak
1. vyddni Sommerfeldovy knihy jest jiZ rozebrdno a v 2. vydani
toto odvozeni jest vypudténo (pro kvantisovani energie uZivd tu
Sommerfeld pouze obecné methody Epsteinovy: separace differen-
cidlni rovnice parcidlni Hamilton-Jacobiho), dovolim si nejprve re-
produkovati v kratkosti Sommerfeldovo odvozeni vztahu (87):

Energie potencidlni bude

1 —¢&cosy
@®8) B — Lo BT
kde r a I —e?

(89) o= .

*¥) Viz na pf. A. Sommerfeld, \. c., p. 330, form, (22), kde « Z;‘[

**) A. Sommerfeld, \.c., p. 326, form.(6); p. 324, form. (2),(3); p. 326, form. (7).
Tvarem podoba se tato ,relativisticka ellipsa“ rizici, kterA ma za obalky dvé
soustfedné kruZnice a jejiz ,platky kvétni“, lezici mezi témito dvéma krui-
nicemi (jichz se dotykaji, maji tvar elliptickych otek vzdjemné se protina-
jicich; (cela ,relativisticka ellipsa“ da se ovSem narysovati ,jednim tahem®).




115

Energie kinetickd dle (26) bude

o 1
(90) Eiin == moc® (\ iy 1),
kde . . . L
) 2 rlorge rrge ot
t = =k = 1. 4y
©n ’ e ¢ c (r d.,) l

Uzijeme-li vyrazu pro p z (86), obdrZime
(1 dry:
r ay)

kde proménnd hmota m souvisi s ,klidovou* hmotou m, zndmym
vztahem

(93) : m=

92) p= P
mrec?

mn

Vo

Dosadime-li (93) do (82), vyjde po kratké tpravé
1 dry?

1 N
L) |

Pfi¢teme-li na obou stranach 1, mame

1 p*
5 — =1
(¥3) I — metrict
Z (84) -derivovdnim plyne

(94) v P
[ m,” r*c*

-

1dry
\7 dfr) |

% 1 dr _ epsing
(%6) rdy l-—ecos ¢

Dosazenim (96) do (95) budeme miti vzhledem k (84) vztah
p‘_'
= -
©n 1o Cmectar(l-€

Tudiz energii kinetickou v (90) lze psdti, pouzijeme-li (97), v tomnto
tvaru (jakozto funkci tihlu )

(98) Exin=m,* (Y A--2Bcosw Ccos2th — 1),
kdez zkratky A, B, C znadi [viz téZ (85)]
Ao PO ey

m,?c*q* (1 —¢3)?

y [(1 - 2 cos gy ey sin®p.

IB=__ P
(99) m.? ¢t a* (] —8‘1)‘-’
c— pel-r)  _ pste -

i myctar(1—¢%)? T omre n‘-’(l—eﬂ)Aﬁ
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Také potencidlni energii (88) lze vyjadriti jakoZto funkci (ihlu o
takto :

(100) Epot = — mue* (A’ B’ cos ),
kdeZ [viz téZ (86)]
A= —_CE Y L
[ moera (U &) myca (1- &)
(101) E, —
| B B Py
mocta (1—¢¥) myc a (1-—¢?)

Soutet obou energii musi byti roven konstanté W (Ghrnné energii),
musi byti tedy nezdvisly na w, t.j.

(]02) W = Ekin - Epul.
PohodIngjsi bude potitati z (98) a (100) vyraz
3 z=1, Y =4 2B cos i + Ccos® yr—A'— B cos 1,

' om,ct
Pravd strana muZe byti konstantni jen tehda, kdyZ
A -2B cos i -|- Ccos?p
bude tiplny &tverec. A to bude tehda, kdyZ

(104) AC= B,
tili po dosazeni z (99):

4
(105) morarcr (1= ) Fpr(1- ery) ::_

o

QOdtud plyne
(106) p? : pr— 2 T p!;p -
m.,ac(l~é-):p\ﬁﬂi—]—r- 2 :\ . e S
&ili - i
(107) g = VP NP p
m,cp, (1 — &2).

Nyni lze ve (103) provésti odmocnéni, ¢imZ obdrZime
(108) Z=V\A —+ I'Ccos yy — A" — B'cos ¢.

Cleny obsahujici v této rovnici cos ¢ se dle (101) rugi, jak to také
musi byti, tak Ze vzhledem ke (104), (99), (101) bude

(109 z=\A—a= B _p—_P=p
lC mocap, (1-¢)
anebo, dosadime-li sem za a ze (107),
P> —p%
110 z=\J4_
( ) lp-:_ &2 pa?;

jak bylo uvedeno v (87). Potud jde odvozeni Sommerfeldovo.
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Z rovnice (107) plyne ddle kvadratickd rovnice pro p?:
(111) p* -pat (V) pr ) e2pt atmatctpgt (1—e2)2 == 0,
odkudZ
(M2 pr=1 02 @) bp \pr Q@) | dema el e
Odtud mame

Dosazenim do (109) najdeme touZ hodnotu jako v (72)

(114) 1

7= IY , e |:'l/ po \? o
2ame P da meoc Pu I+ (Za m.,z) 2am.c
Rozvinutim dle binomické poutky obdrZime
umzzu,wsyﬂ(MYAW—”ﬂ
oc? 2a.my¢ 2a moc
anebo vzhledem k vyznamu konstanty p, ve vztahu (86)
/ p, o
(116) e W B L, B
mac? 2am,c* T 4a* mict
PoloZime-li zde ¢ = ~, pfejdeme k obyZejné mechanice; obdrzime
: eE
W= — —=,
mn 2a

t.j. thrnnou energii v pfip. nerelativistickém; srvn. vzorce (52), (63)

B) Vypocet obou frekvenci. Plond konstanta dle (86) a (93) jest

1118) p=mrq= Mo .
[
Vzorec (90) miiZeme pomoci vztahii (88), (27), (103) uvésti na tvar*)
- E 1

(119) 1 — w L cE 1 -z KZ3 )

Vi g mec? ' m.etr moct T
Ze (118), dosadime-li tam (119), obdrZime:
(120) W:m@+“Wﬁm .

q 4 meer

Je-li 7" doba ob¥hu elektronu po&itand od perihelia do nej-
blie pFidtiho perihelia, tu ze vztahu
B . dr
121 — =dt -
(121) .
*) Viz téz A. Sommerfeld: Ann. d. Phys. 5/ (1916), p. 48, form. (B)
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4- P 1 ) r din,
o ) w

plyne . .,
A2 (e 20 gy 2 m,
(.q - \ )’ — IS m (Z
[ my r

(122)7':\; 3

o "

povsimneme-li si jesté vztahu (89).

Dosadime-li sem za r 2z (84) a za y z (85), obdriime

2 2

(71'2;3_) a(l &) | . ; 7\' dy e \ dw 1
Vprope IO MZN G sy T e

Av3ak dle rovnice (76), jeZ plati stejné pro ptiklad 5. jako 6,%)
povSimneme-li si vyznamu konstanty p, uvedené v (86), mame

-+ #cos i

(124) o=z
mee 1—2°
ze (110) pak -
(125) Vpr o pr="Pe ZV e
Kromé& toho**) vz
2 duw 2. - dy 2.1
(]25)\ (-] ecosg):™ (1 =¥ \ Tdecosw 1y ¥

Dosadime-li (124), (125) a (126) do (123), obdrZime po kratké tpravé

(127 = 2P

myc* (1—2Z7):

a zavedeme-li misto periody 7' frekvenci ' = 1, T, najdeme ko-
netné frekvenci (radidlni)

128 »=
(128) 2T p,
pii ¢emZ za Z jest sem dosaditi vyraz (114).

Tudiz »" jest funkci jediného ,geometrického“ parametru a;
miizeme v3ak stejn& dobfe povaZovati »' za funkci jediné pro-
ménné Z.

Druhd frekvence » jest reciprokd hodnota druhé periody (azi-
mutdlni). — Vzroste-1i tihel ¢ = y¢ z nully na 2a za dobu 77,

‘g z nully na 27 za dobu T = T'y; poloZime-li

mc?

(1— 2%

vzroste thel ¢ =

jesté T="'», T'=1/V, mame vztah ! » = 9.1 7', &ili
»

(129) n=7.

*} Viz -vzorcc (72) a (114); také (86).
**) Viz (138), (136).
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Ale ze (110) plyne

(130) ,_ 221 &y N A P -z

’ 1— et Z¢ 11—z
tedy )
31 . e "ffcl (1- 228 Dy ez
(13D v tieE Z\1-ed T
kamZ jest za Z dosaditi vyraz (114). Tim jest vyjddfena frekvence »
jakozto funkce dvou ,geometrickych* parametra (a, ¢) resp. (Z, .()
A tak jsme ve vzorcich (131) a(128) nalezli ob& frekvence » a
v tomto pfipad2 od sebe riizné.

C) Vypoéet kinetického potencidlu. Pouzijeme-li (25) a (119),
(88) a (124), oborzime

Fo—merWl=-g-1)=
(t- a2 72 ll
— Mt -
Q=222 - (1 Z)ecosw 1
__ eE _ 1-- 7 . ,
(13) Eyor = . net (]ﬁg)z(l L cos i)

L F~Epy: =t I( (-ez l) -

(1 —e2Z2) (]-Z)fcosm)
t I+4&cos |

PoloZime-li sem £=0, obdrzime kineticky potenclé] pro ,relativi-
stickou“ kruZnici: . 1

(80) L—myc* (1 +— —— 22),

jak také musi byti. z

Rovnici (123) miiZzeme napsati v tomto tvaru:

St?)) Po V1 e '( 1‘3) 7{_’“ ay . _(_1:/1 |
maet Y1z | — 7 (1recospy: 11 cosul

jestlize pouZijeme (124) a (125). Zndsobime-li mezi sebou (133)
a posledni fddek ve (132), a integrujeme-li v mezich f=0a t=T,

obdr¥ime: .
- VI - 20 - dw
= — M- Z ' .
(134)‘\1“” p”\l z:\ 1z 51-:—5:054,’! :
o 0

2.

V-2 gdl/r} - m,,lc‘-’ T,

(1 —&) Z.N—
¢ (I—-eyZ
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kde
:M _ 2 o dw
' _\(l - cos ) [(1—&2 Z2) -'- (1= 2Z°) ¢ cos ¢1]
(135) § N 2 dp »
| .\(1 +4-&cos w) [(1-¢2Z2) 4 (1 Z%) ¢cos 4
H o
Nyni b&zi o vypolet n&kolika omezenych integrdli. Pfedev§im
a2n y
(136) /= \ dp o _ 20
J 1 ecose b i-—g

kde ¢ < 1 (viz na pf. Sommerfeld, 1.c. p. 476, form. (1), p. 477,
form. (6)),

24 . .
137) J. = \ dy - 2 .
J et fceose  Ver— p°
kde « > g. Tento integrdl obdrZime z /,, jestliZe ve (136) polo-
ime ¢ = f’ ’
@

Derivovanim /, dle parametru @ vznikne

2 dw ]
(138) /. .—_:S in —; 3 cos ) = 2aa (& -p3%) ¥; (a>p).
Dile ihtegrélu
3139) ., dun i \, dy

Jo= S(a ~+ 3 cosy) (v -dcos w) - dv—ad Vet 3cosy

6 T odv  _ 2a P a
Jy—« .\ y4dcosy gy —ad |laz—gr  1ypr— o2
u
(>4, y> o)

Derivovdnim tohoto integrdlu dle parametru @ vznikne integrdl

& der
(140) — / R
I .\)(a -+ 3 cos ) (y -+ d cos o)
_ 210 N [ + 2nap .
Gy—ay N =3 \p—] @y —ad) (@-p)F

(€ > 3, » > d).
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Pouzijeme-li vzorce (140) a (139), najdeme oba integraly ve (135),
ate 2 -2y
(1-e)3 2z V1 —e2Z4
2a ' 1-2
e f1— =
(1 iz Ve zZ4
Dosazenim (136) a (141) do (134) obdrZime
-
\Lar=— 2ap | zs
. Vi-z

kde 7" jest ddno vzorcem (127). Casovy stfed kinetického poten-
cidlu tedy po snadné npravé bude

.l—za N 1 UVZ?)’I
‘ zZ

s

i

141) I
|-

1 1- 2z
_ - = m, T,
-2 \l1-& Z |+

T

, T

(142) L= Il\Ldf—_nz,,c'-’
7))

o

D) Kvantisace energic. Podininka (24) nabude nyni tvaru
(143) d(nhy4-n'hv —1)=0.

Jak ukazuje (128), jest ' funkci jediné promé&nné Z, a ze (131)
patrno, Ze » jest funkci proménnych Z a ¢; rovndz pak L jest,
jak dokazuje (142), funci obou proménnych Z a & Pfi tom Z jest
funkci jediné proménné a. Variace ve (143) vztahuje se na pro-
ménné ,geometrické“ parametry a, ¢ cof jest vSak totéZ jako
kdybychom variovali dle Z a #. Pro dal§i po¢ty bude vyhodné&jsi
Zavésti si nové proménné, a to

(144) x=1=Z . 1
A 1—e
PouZijeme-li jeSt&¢ oznaceni
(145) 218 _ g
hic

obdrzime ze (131), (128), (142), poviimneme-li si je$t¥ wyrazu pro
po v (86).
: $

¢ mocte ; x \§ . n,cte x \3
yo= TVl dg2x; = ""¢ . )
‘ «E (x+1) T «E {x—{—l)

— 2[ . l_qle
! L m,,cll (x-{—])?['

(146)
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Podminku (143) pfepiSeme nyni takto:

(147)
glmecier Xl vy e n’,~/n“c‘~' (o bmaxr)
| «E [ 'r1) ARRAN AT

Jeito x jest pouze funkci proménné Z a Z zase funkci pouze a,
a ponévadi ¢ jest pouze funkci proménué ¢ miZeme variovati dle
X a g misto podle a a

Variace dle x ddvd podminku

2 1
9 gy Sxd x|
e
1
Xzq 75
cgx4-Dxn) |, - =0,
2Vl g*x ne
a variace die ¢ podobné
(149 q*x :(ME‘]:‘
14¢*x ‘ne!
Odtud plyne
(150) 1 e
R Vidgrx= _ _ _ g=x =2__,
e E\2 w EN2
=GR =)
3 W
gx*=x e
V(%8
Dosadime-li (150) do (148), obdriime po krétké ipravé
151 _eE . ; by
(131) . VY x n\l ‘m') | =0,
odkudZ, v3imneme-li si (144), najdeme
(152) 1 («VIS)2
x= o, — = ¢ o
i [n V02— (%5)2]2
a kone&n&
«Ey: -3
(183) 7, .. !KZI,_ __(4',_)‘ |
moer ™| i (T

cot souhlasi s vysledkem Sommerfeldovym,*) z néhoZ plyne detailni
struktura spektrdlnich &ar.

Zcela podobnym zpiisobem bylo by lze kvantisovati energii
atomu ve Starkové a Zeemanovd zjevu a ve vSech dosud kvan-

*) A. Sommerfeld, 1. ¢, p. 330, form. (23); p. 521, form. (5).
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tisace schepnych problémech. Doufam v3ak, Ze uvedené pfiklady
pIn& postadi k illustraci obecné podminky (24).

Ke konci pak kondm milou povinnost vyslovuje viely dik
za zvlastni zdjem, pomoc a radu, kterou provazeli tuto préci pan
prof. Dr. P. Ehrenfest z lejdské university v Nizozemi jakoZ i pan
prof. Dr. F. Zdvigka a’ pan doc. Dr. J. Heyrovsky z Karlovy uni-
versity v Praze.

Ustav pro theoretickou fysiku Karlovy university v Praze.

Ke graduaci vlnoméri.
August Zdcek.

Frekvence viastnich kmitu vinoméru byla do nedivaa bud po-
Eitana ze 7ndmych hoduot kapacity a samoindukee vinoméru po-
moci Thomsonovy formule, nebo byla uréovina pomoci stojatych
vin na dritech (Lecherova uspoiddani). Obéma témito metodami
stézi lze ziskati vysledku, dosahujicich presnosti 1va; a prece
presnd graduace vinoméru md velikou dulezitost jak pro labo-
ratof, jezto se vinoméru uzivd pii velmi Cetnych méienich v oboru
vysokofrekventnich proudu, tak hlavné pro praxi.

l——'/WWrWWMer\,W—W

b on s

& Ty
Obr. 1. .

Teprve v nejnovéjsi dobé byly uddny Abrahamem a Blocheim,*)
o rok posdéji pak Ettenrcichem**) metody ke graduaci vinoméra,
jimiZz lze dociliti pfesnosti nepomérné vétsi. V principu jsou ohk
metody identické: uzivaji generdtoru nethnmenych oscilaci nirké

*) H. Abraham a E. Bloch: Pfednaska, konanad v Socicéte franqaise de
Physique 21. éervence 1919; krdtky referdt je ve zpravach spolecnosti,

**) R. v. Ettenreich, ]Jahrb. fiir draht. Tel. 15. 236. 1920.
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