Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Otomar Pankraz

Zakladni rovnice pro ¢asovy rozpad statistickych kolektivi

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 62 (1933), No. 8, 301--309

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121900

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1933

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/121900
http://project.dml.cz

Zékladni rovnice pro Zasovy rozpad stahstlckych
kolektivi.

Otomar Pankraz.
(Doslo 15. biezna 1933.)

V nésledujicim hodldm pokradovati v tivahdch, které provedl
P. prof E. Schoenbaum v pojednani ,,0 jiste’ integrodwfferencwlm ,
rovnice (Rozpravy Ceské akademie 1920)“. Obsfrné propracovani
vyjde v dasopisu ceskoslovenskych popstnych matematiki ,, 4 ktudr-
ské védy” pod ndzvem ,,Zur Grundglewchung fir den zeitlichen
Zerfall der statistischen Kollektivs®.

§1.

[1.] — UvaZujme koneéné mnoZstvi: (soubor, souhrn, kolektiv)

-individui s nésledujicimi vlastnostmi:

1. Kazdé individuum mé jako znaky pfifazena &isla I,
2,...,n. ’

2. V uréitém okamZiku kazdé individuum miZe jen jediny znak
ztratiti resp. znovu nabyti.

3. Ztrita znaku znamend vystup ze souhrnu, ziskini ztraceného
znaku mé za nisledek ndvrat do souhrnu.

Pozorujme toto mnoZstvi v $asovém obdobi 0 <7< 1 a hle-
ddme podet 1(¢, 7) individui, kterd v okamZiku ¢ nileZela do souhrnu
po dobu 7.

Ztejmé . '

1(0, 0) = poditedni stav (podet) individui v souhrnu,

1(¢, 0) = 1,(t) = rozloZeni prvého vstupu do souboru,

1(¢, t) = rozloZeni individui, ktersd se nezidéastni rozpa,du

Z vyznamu veli¢in plyne definiéni obor
<r<i<l.

Kromé toho definujeme: Je-li 1j(t) hladkd funkce (t. j. spopta.
i se svoji prvni derivaci), nazveme soubor ofeviengym. Omezime se
na soubory tohoto typu.

[2.]— K popisu prabéhu rozpadu pouZijeme funkei (v =
=12,...,n):
1. Intensity vy.stupu
- mi(l, T) = intensita, s niZ vystupuye individuum - ze souhrnu
nasledkem ztrity znaku ¢; zdvisi na ¢ a 7.

’
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2. Intensity ndvratu: Individuum opustilo soubor nasledkem
ztrity znaku ¢ v okamZiku % <t a doposud se nevratilo.

0i(f, u) = intensita, s nf% se individuum wrdti do souhrnu
nésledkem op&tného ziskéni znaku ¢ pravé v okamZiku ?. .

3. Pravdépodobnosti pro mepretrity vyskyt mimo souhrn:

: Pi(¢, £) = pravdépodobnost, Ze individuum, které v okamziku’
. & << tztratilo znak i, jest v okamziku £ stéle je$t& (t. j. bez pieruSeni) ~
. beze znaku 3.

§2.

Sestavens rovnice pro ‘soubor otevieny. — Pr’edpoklad' Popis
rozpadu dan jest hladkou funkef 12, 7).

Zvolme v oboru 0<7z<¢<1 libovolny wnitini bod (¢, 7). .
(L) V (¢, £ 4+ At) nastanou zmé&ny: 1. vystoupi individui
1¢t, 7) . { (2, 1} At—A(t 7) 4t;

2 pmbudou individua, kterd v okamz1ku E <t vystouplla-
a doposud se nevratlla Jepch podet jest -

=1

il f (¢, 7) {Z 7i(&, 7) pilt, &) eilt, 5)} dé = B(t, 7) . 4t.

(IL.) Pqéet individui, kter4 v obdobi (¢,¢ + 4t) byla v souhrnu,

jest . :
I+ 4t T+ Af) —1(2, 7).
Z (I.) a (IL)
(¢ + 4t, = _tht) —1t, 7) _ B, 7) _'A(t’ o).

- Protoze podle pfedpokladu I(¢, 7) jest hladké, lze pouZiti
(¢ + 4t, 7 + dt) = 1, 7) + i [‘ZIZ + gl]

t+84t, T+04t
‘ (O <<,

=z d&ehoz - . )
l(t + 4t v + 48) —1{i, r) oz, 7) n ol(t, T) .
Az->o At ot ot

Celkem tedy plyne rovnice typu (n, & jsou znimé funkce)  : |
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t _
ol al
a+5;=1.n+f1(§,r)o=(£t,f)df

8 podétedni podminkou ' :
| 1(t, 0) = 1,(0).

. , §3.
" Refent rovnice
al(;; ?) +al(;, D 14, 7). it 7) + A f (6, 7) a(t, £, 7) A&
T
(+)... P
(<7< £<t<],

A = proménlivy parametr obecné komplexni).
Dokize se véta:

V rovnici (+) budtei # a ¢ na svém definiénim oboru
hladké funkce. Krom& toho budiZ na 0<{<1 déna poda-
tetni podminka I(t, 0) = I,(f), pF¥i SemZ L() jest rovnéz
hladké funkce. Pak existuje jedna jedind funkee I(¢, 7; 1),
kterd 1. jest hladksd v 0<z<t<<1, 2. jest cehstvou
transcendentou v roviné proménné /‘L a 3. pii uvedené
podatedni podmince vyhovuje dané integrodiferenciélni
rovnici. =
Postup reSeni: Zvolme formalns 1(¢, 75 A) zﬁAi(t, 7). Znadi-li

=0
D[] = ﬂ gl, pak po dosazeni do (+) a srovnamm koeﬁclentu

u mocmr_x parametru 4 plynou podminky
D[A] =14,
¢ R
(H4) - DrAg = n 4 + Aeds (=12 : SN

T

coZ jsou parcidlni diferencidlni rovnice pro koeﬁelenty A; =
=40,1,2,. ) Poda¥i-li se urdit At, tieba. dokizat, Ze formalni

fad,
il 1 8A, ol BA,
i =Fa Aol 4 a

1=0

stejnomérné konverguji v u,reltem oboru. Déle nutno venflkov_a,t,

Z}ﬁA vskutku ]est fefenim. rOVmOe (+) 4 dokdzat pak unicitu

=0
FeSeni pfi dané podatedni podmmce
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§ 4.
Rovnice (4++) maji FeSeni:
i+t
| | e
L ' Ao(t,'r)'=10(t———r).exp(f77. df),'
| T
kde
S _ _ P
P Eem? .
' - Ag(t, 0) = L(2).
2. ¢=1,2,3,...) :
t—7 .
o 2 A -
At 1) . 6Xp (—f;y- df) =
ﬂ-_t
. ¢+1 ‘ .
- —-fdfl exp ——-fnd&'zx
t—'r . t—-r
'Ex+t——:
fAi—l(Es, 51 ) (Es, 51 + 2 5 51 T) dfa:.
a5t
Pii demz -

@@EQ

Z 1. a 2. snadno plyne, Ze poédteéni. podmidl.c'a prb K, 7) jest
wskutku splnéna. '

§5. -
Konvergence mdyZ}. A2, 1:) — Odvodlme sidiive nasledujici

pomocnou. vétu 1. Predpoklad V prislulnijch defmzcmch oborech 9est.
0<I(t — 7} < M = konst,., :

: | n(t, ©) | < N = konst.

a | e(é,t, 7) | < L = konst.
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Tvrzent: Pro kazdy bod oboru 0<r<il1 platz
(e Lt)

| At, 7)| < B, (=1,23,...)

(B, = positivni konst. nezdvisld na 4.)
Dikaz: Pro A, jest
A, 7) | < Me¥ = B,
Pro A; (1=1,2,3,...) plati odhady .

t+1 —
' &+ '—E

|Ai(t, 7)| < exp ( fN df)fdél exp ( fN dé,) f A jdE <

i—r

——. &H—

1 1
<evnfas, flac, (sa,sl—t‘z,’) s
o 0
Definuji-li
. . t
Bi(t) = e L f Bia(f)ds, G=1,23,...)
1] ) .
. (By = konst. > 0),
pak ’ .
. 2N i
| Byt = BT
Protoze

| Ault, )| <Bo, .
snadno dplnou indukef

3 l Ai(t: T) I < Bi(t):
coZz bylo dokézati. '

Zdvér pomocné véty 1: Jest

Zl‘ | A, 7) | <ZA‘ () < Bo exp (eZNth)

=0 . =0
Z toho plyne, zezI MA;E, ) absolutné’ a steynomé’mé’ kom;erguye

pro kazdé konecne’ A a pro kazdou dvoywz (, r) v 0< t<i<l
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§ 6.
Konvergence tad derwovanych. — Jsou-li ly(t — 7), n(t, ©),
o, ¢, T) hladké funkce ve svych (uzavrenych) definiénich oborech,
pak existuji konstanty M, N, L, ze plati

a,l el
lo(t—"ﬂ), —a? a "a—:E—<M:

on on .
I’?(t,'f)l; —a—t' a W<A:

oc oa :
la(&, ¢, 1), Fikars < L.

Pomocnd véta 2: Budte: 1t — ), #(t, 7), a(&,t, v) ve svych
definiénich oborech hladké funkce. Pak

0A(t, T)
ot

1 i
(Bt - 0 t—7\|
< 7 +C dflf s A (§3> & — 5 ldfs,
§ ¢
G=123,...),
kde positivni konstanty B a C nezdvisi na i. Analogicky odhad plati

o 0A;
r ot

T

Dtkaz plyne pfimo z vyrazli pro 854 resp. aa , pouzueme—h
odhady uvedené v pomocné véts 1.
Pomocnd véta 2': Kromé predpoklads v pomocné vété 2. budi

04, 94, < K = konst. (K >1).
| 2| ot
Pak (i=1,2,3,...)
0A(t, T) 0Ay(t, 7) | (Et)
‘ ol al v | S Al

kde E = B + CK.
Diikaz plyne z pomocné véty 2 uplnou indukei.
Zavér pomocné véty 2': Jest

= BAz(t R
S B

0A; (t ) < oBit
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z &eho nésleduje, Ze Fady Z/‘Lz aA” Zl“ As absolutné’ a stej-

nomérné konverguji pro 0 < -r< <1 a pro Icazole koneéné A.

§7.
Verifikace, Ze odvozens ‘fada Zﬂ A; vyhovujé dané parcidlni

i=0
integrodiferencidlni rovnici, ]est pouhym zéivérem pFedchézejicich
tvah. Dikaz unicity FeSeni p¥i danych pocatecmch podminkich
provede se nékterou z obvyklych metod.

Z véty o feSeni rovnice (4) plyne: Popis casového rozpadu
uvaZovandho souboru jest ddn funkct 1(t, T; 1).

§ 8.
Hledejme jiny tvar nekonetné fady pro (i, 7; 1). V podstatsé

se jednd o rizn4d seskupenf élent v’ Fadé ZAiAi(t, 7) v piipads, Ze

A=1
Vyjdéme z rovnice [s danou pocatecm podminkou l(t 0)

= lo(t)] t
| a el ' '
mta=p {ln + | 1(& 7) a(é, ¢, 7) _df}’

kde y= obecné komplexni parametr. Tato x;ovni,ce jest ekviva-
-lentni integralni rovnici

o tdr
1¢t, T)‘=Io(t—'t)+ufF(5,t—:2:1;1) dé,
. . t__;_‘t
kde : _ .
t—7 .\ _ t—7 , t—17\ (. t—T _ t—71\
F(s,—2-;1)=1(5.+ =5 )n(£+ i) +
27

+f Els

t-t

(51, & + f"‘t;r) dé;.
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Pouzijeme-li zndmych vét z teorie Volterrovych integralnich
rovnic, ihned plyne novy tvar feSeni

1, 7; 1) =§Fi(t, T)
i=0

se dleny
Fo(t, 7) = Lt — 1),
Fit, ©) =
t+r .
2

=fd§[Fi~1(§ + t—;l, f-—t;T) 7)(5 + t_;__r, 5__?:513) +
t—z

) e+

- f Pl 6 —157) ol £+ 5T 61 dfl]
t—z
2

5_..____
(=1,23,...).

§9.

Do formuli pro koeficienty A;(f, 7) miZeme zavésti nasledujici
pomocnou pravdépodobnost. Predpokladejme, Ze vystoupld individua
se nevraceji a uvazujme sttedy 8astednych intervald, které vzniknou
vloZenim hodnoty v do &asového fiseku < 0,¢>. Pak integral
rovnice

t—7 t—7
t— t— )
(e+555 e 5T 4
- t—1 t—1\ —
v mezich <t‘;fat_l;r>jest
i the
. p
I(t, 7) = 1t — 1, 0) exp ( f 7)d§)-
. t—r

2
Smysl maji jen hodnoty (¢t — 7), pro které 1(t — 7, 0) &= 0, takie
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tte
2
1 - —
T([%—’:,)'GT = exp (f?] df) = p(t, 7).
. i—t

Polotimeli t — v = a, &ms
¢, 7)) - Nae+7v1) =
t—=z0 g0 P
9est P pmvclé’podobnost Ze individuum od svého vstupu v a af do
okamziku pozorovdni (a + v) bude trvale v souhrnu.

*

L’équation fondamentale pour la désagrégation d’un ensemble
statistique au cours du temps.

(Extrait de l’article précédent.)

L’auteur se propose de continuer les considérations du M. E.
Schoenbaum (voir: E. Schoenbaum: Anwendung der Volterra’schen
Integralgleichungen in:- der, mathematischen Statistik, Skandina-
visk Aktuarietidskrift 1924, 1925). Pour plus de détails je renvoie

“a mon mémoire ,,Zur Grundgleichung fiir den zeitlichen Zerfall

der statistischen Kollektivs“ qui paraitra dans les ,,Aktuarské
védy* (Journal tchécoslovaque pour les sciences actuarielles,
rédigé par Dr. E. Schoenbaum, Prague).
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