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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Linedrni konstrukce kvadratické nadplochy'

n-rozmérného prostoru z —ﬂ)— bodd.

Jan Srb, Olomouc.
(Doglo dne 30. ¥ijna 1939.)

Kvadratickd nadplocha n-rozmérného prostoru je uréena
nn+ + 3) obecnymi body. Konstrukee, které se Zddajf k sestrojeni
kvadratxcke nadplochy,?) Ize provést, dovedeme-li sestrojit polirnou
nadrovinu obecného bodu #-rozmérného prostoru vzhledem k hle-
dané nadplose. Konstrukei provedeme pomoci véty:

1. Polarné nadroviny obecného bodu vzhledem ke viem kvad-
ratickym nadplochdm #n-rozmérného prostoru nileZejicim téZe
k-mocné linedrni soustavé, prochizeji pevnym n—Fk—1 roz-
mérnym prostorem.

Dikaz: Pro £ = 0,1 je véta spravna, vyJa.drquc znamou poldrni
vlastnost kvadramck{rch nadploch a jejich svazki (jednomocnych
linedrnich soustav). k& + 1 hneérné nezavislych nadkvadrik n-roz-
mérného prostoru *V: (7, , k + 1) uréuje k-mocnou linedrni
soustavu (AVi_,, ..., k+1)}2 1) Podle hoiej$i véty prochédzeji- po-
- l4rné nadroviny obecného bodu P vzhledem ke vSem nadplochém
této soustavy (nm-—k — 1)-rozmérnym prostorem Sy_¢—1. Nad-
plocha ¥+2¥2_, "nenslefejici soustavé, uréuje s touto (& -+ 1)-moc-
nou linearni soustavu (1Vp—y, ..., ¥+1V2_, ¥+3V2 ). Polarna. nad-
rovina bodu P vzhledem k nadploe : +2V,._1 nendlezf svazku po-
larnych nadrovin s basi Sy—;—; a protina proto tuto basi v (n—k—
— 2)-rozmérném prostoru Sp——s. ProtoZe timto prostorem prochézi
polarné nadrovina bodu P vzhledem k nadplose F+2p . 1avzhledem
ke kazdé nadplose soustavy (AV3i—i,. "+1V,, 1), prochazi jim

i 1) Na pt. J. Vo;téch Geometrie pro;ektlvm, 1932, str. 473, pozn. 2.
PoZadavky v této pozndmce uvedené pro prostor tro;rozmémy zustévaji
platné i pro prdstor s libovolnym podtem rozméra. )

Casopis pro psstovéni matematiky a fysiky. 5 §3



i base svazkt poldrnych nadrovin bodu P vzhledem ke viem
kvadratickym nadplochdm jednomocnych svazkii uréenych nadplo-
chou ¥+2V3_, a kaZdou nadplochou soustavy Vi, ..., E¥1V3 ),
t. j. prostorem Sp—;—s prochézeji poldrné nadroviny bodu R ke
viem kvadratickym nadplochim (k + 1)-mocné linedrni soustavy
Vi, ..., B+1Vi_y, B+2V3_)). Vita je tedy spravns pro kazdé =
a pro kazdé k od 0 ‘do k=n—1.

2. Ma-li byt priseény prostor viech polarnych nadrovin obec-
ného bodu vzhledem ke viem kvadratickym nadplochidm linedrni
soustavy v prostoru n-rozmérném bod, plyne z predeflé véty pro
mocnost této soustavy n —k—1 =0, t. j. k = n — 1. Podle jisté
obecné véty o linedrnich soustavich nadploch v %-rozmérném

)y BZDEED Ly g

-nymi body urdena ('n — 1)-mocn4 linedrn{ soustava kvadratmkjch
nadploch n-rozmérného prostoru, protoZe n — 1 dal¥imi obecnymi
body je uréena jedind nadplocha soustavy. Rozdélime-li libovolné
nln - + 3) danjrch bodi v = skupin po (m 1)2(n +2) + 2

bodech tak, aby v kaZdych dvou skupinich byl alespoii jeden bod
rizny, a sestro;ime-h k libovolnému obecnému bodu %n-rozmérného
prostoru body @ (s = 1, ..., ), v nichZ se protinaji polirné nad-
roviny bodu P vzhledem ke kvadratickym nadplochdm (n — 1)-
(n— 1) (n+2) +2

prostoru?) je

mocnych linedrnich soustav, uréenych skupinami

bodd, jsou body @ nezdvislé a urduji poldrnou nadrovinu bodu P
vzhledem k hledané nadplose.
n(n + 3)
2

Dikaz: Nadplocha V3—;, prochézejicf danymi -

body, nile#i viem (» — 1)-mocnym linedrnim soustavim. Poldrné
nadrovina obecného bodu P vzhledem k nf prochézi proto viemi
body @; (¢ = 1, ..., #). Pfedpoklidejme, Ze body @; neurdujf nad-
rovinu, Ze le#f v (n — 2)-rozm&rném prostoru Sy—g, uréeném na pf.
body @ (i =1,...,n—1) tak, %e bod Q,. nelezi v (» — 3)-roz-
mérném prostoru uréeném body &@E=1,...,n—2). Pak, pii

obecné poloze bodﬁ, urduje M 1 bodd A¢(s=1,...,

”__.("’ +3) 1) svazek kvadratickych nadploch @,, protoZe jednim

obecnjm bodem je urdena jedna nadplocha soustavy. Svazek
je obsaZen v n'— 1linedrnich (n — 1)-mocnych soustavich kvadra-

*%) Bertini-Duschek: Einfiihrung in die projektive Geometrie mehr-
dimensionalen Raume, 1924, str. 247.
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tickych nadploch, uréenych skupmam_i boda (;41, . Al(n—l)(n+2)+b
4, = =Dt o0 e 1)2(n 5 4n). de
px‘oto Sp—z base svazku polé.mYch nadrovin bodu P vzhledem :
k nadplochdm svazku @,. Bod Aywx+s) uréuje s body 4;(i =-1,.
(n—1)(n + 2)
2
obsaZenou ve svazku kvadratickych nadploch @,, urdeném bodv

Agli=1,.. n(n + 3) —2, n(n + 3) . Base S'y—2 svazku po-

lirnych nadrovin bodu pP vzhledem k nadploché,m svazku @,
je uréena body @Q;(s=1,..., n—2, n), které jsou nezivislé
a proto Sy—g=8'y—s. Potom je také ?, = &,. Oba svazky
jsou totiZ obsaZeny v dvojmocné linedrnf soustavé kvadratlckych

nadploch urdené body 4 [i=1,..., 7_z(_n_}-__3_)_ 2). Kdyby bylo

@, = &@,, bylo by moZno volit v jednom svazku dvé rizné nad-
plochy, ve drukém svazku nadplochu, kterd nendlez{ svazku
prvému, tedy tfi linedrné nezavislé nadplochy, které urduji uve-
denou dvojmocnou linedrni soustavu. Poldrné nadroviny obecného
bodu P vzhledem k t&mto tiem nadplochdm, tedy i vzhledem ke
viem nadplochdm dvojmocného linedrniho svazku by mély spo-
letny (n — 2)-rozmérny prostor Sa—s = 8'n—s. LeZi proto bod

Ayyn+3) Vv basi- svazku P, a i + 3). -danych bodi nem'éu]e

+ 1) »- “tou (» — 1)-mocnou linedrn{ sousta.vu.

prgtldpredpokladu kvadratlckou na.dplochu n-rozm&rného prostoru

3. Dangoh 2213 poas e viady rosdslit v skupin po

(l':—'i)—(l-F 2) + 2 bodech, které maji tyto vlastnosti: 1) Kaidé

dve skupmy obsahu]i alespoii jeden bod rizny. 2) Ka#ds skupina
obsahuje alespoii jeden bod takovy, %e mna (n — 1)-rozmérném -
kvadratickém kuzeli, ktery vznikne promitnutfm libovolnych
@_-—_l)z(_n_+ 2) bodii skupiny z tohoto bodu, nele#{ zbyva]icf
/ bod skupiny.

Dikez: Rozdélme danyoh 224 3) 3 bodd Libovolns ve dvé-

skupiny Ac 1.—-1 (—-—ﬂi——?-)-—i- l) B,(7=l,;.*._., )

" Z libovolnych n bodt 4¢ (pro urditost ¢ = 1,...,n) promitnéme -

6°* ' ' w




(n— 1)(n +2)

vidy zbyvajicich bodu skupiny .1;. Tim je ur ceuo

n kvadratlckych (n — 1)-rozmérnych kuZeld K; (¢ =1, )
Nyni bud a) vSechny body B; padnou na jeden z kuZeld K., na p1
na K; (1 <1< n), nebo b) ke kazdému kufeli K; patn alespoti
jeden bod By, ktery na ném nelez{. V pi{padé a) necht je K; druhu
m[0< m< n—3]3 s dvojnym prostorem 8S,,.%) Je- 11 poloha
m(m + 3)

ek +1

n(n+3)
mer o

danych bodt obecnd, mize S, obsahovat nejvyse

‘bodu nelezicich na té%e V;_;. Z danych bodd zbyva
m(m + 3)

3 —1>n bodu, pro viechna n. Je tedy mozno volit

skupinu 4; tak, aby v ni b\ lo obsaZeno n bodi neleZicich v dvoj-
ném’ prostoru S,,. KuZele K; a vhodnou volbou oznagenf lze tyto
body volit za 4; (¢ =1, ..., n). Tim je preveden piipad a) na b).
V pipadé b) existuje tedy ke kazdému kuZeli K; bod Bj, ktery na
ném nelezi. Pak mohou nastat tyto piipady: b, 1) Ke kazdému
kuZeli Ky je moZno volit jiny bod skupiny B; tak, Ze pifi vhodné
volbg oznadeni bodii B;, je mozno volit 4 = j (¢ = 1. ..., n). n skupin

{n- 1) (n + 2) + 2 bodech utvotime, kdyz vzdy ke viem
bodum 4; pndamb jeden bod B;. B; ma vlastnost 1), 4; (¢ = ) ma
vlastnost 2). Nebo b, 2) muZe byt jeden bod B; pfifazen n&kolika
kuZelim, na které nepadne (t.j. v8echny zbyvajici body B; padnon
na viechny zbyvajici kuZely). Vhodnou volbou oznaden{ bodi 4y, B,
lIze dosdéhnout toho, aby pro celd kladné éfsla &, I, k + 1, + ... +
+ b = n, 0<L<ll <L, ke k kuzelim Kg('o—l

, k) bylo prifazeno k ruznvch bodd B; (j = 1, ..., k), které na né
nepadnou, kI, kuZelim Ki(i=k+1, k + ll) jediny bod
B(7—k+l),kl,kuielﬁmK(z—k—rll—{—l kA L)
jediny bod B;(j =k+ 1+ 1),... az k I, kuzeldm K¢ t=k+
FAh+ ot t+L kLt k) jediny bod B; (j =

=k+4L+ ...+ L-1+1). Skupiny po (n—w +.2) + 2

%) Pl'edpoklédam, Ze hledand nadplocha nedegeneruje ve dvé nadroviny
(r&zné nebo splyvajici), protoZe pak se o Z&dnou konstrukei nej jednd.
1) K, je hledané nadkvadrika, tedy jedind. V tomto pﬂpadé je mozno

(r—m—1)(n—m +
2

promitnutim 2) bodi, nelezicich v S, z prostoru S,

do libovolného (n — m — 1)-rozmérného, na S, nezdvislého prostoru, redu-

kovat ilohu na sestrojeni nadkvadriky. (n— m — 1)-rozmérného prostoru
(n—-g}__—_ l) (n—m +2) bodd.
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bodech (oznadené indexem kuzZele v zavorce) tvoime takto: Sku-
piny (1), ..., (k) z bodd 4; piiddinim bodu B; s indexem shodnym
s indexem skupiny. Skupinu (k + 1) z bodu 4; a bodu B;(j =
= k 4+ 1). Skupinu (k + 2) z bod 4;, ze kterych vynechdme jeden
bod s indexem jinym neZ ma néktera skupina fady (k + 1), ...,
. (=T +2 o
(k+104) (na pt. 4;, i=-"~ 5 -7 +1) a bodd Bj(j =
=k + 1, k + 2), skupinu (k + 3) z tychz bodu 4; a bodu B; (j =
=k+4+ 1,k + 3),... az skupinu (k + 1) z tychZz bodd 4; a bodu
BiG=Fk+ 1,k +1). Skupinu (k 41, + 1) z bodd 4; a bodu
B; (j =k + 1, + 1). Skupinu (k 4 I, 4+ 2) z bodt A4;, ze kterych
vynechame jeden bod s indexem jinym nez mé nékters skupina
fady (k484 +1),...(k+1, +1k) a z boddt B;(j =k + {4 + 1,
k 4 I, + 2), skupinu (¢ + I, + 3) z tychz bodu 4;a z bodd By (j =
=k+04L+1, k41, + 3),... az skupinu (kK + 1, + ;) z tychi
bodu A;a z boda B; (j =4 + {, + 1, k + I, + 1,). Stejné pokradu-
jeme dale, aZ pro posledni fadu volime pro skupinu (k + 1, + ... 4
+ls—1 -+ 1) body 4; a bod Bj(j =k + 1, + ... + ls—1 + 1), pro
skupinu (k£ + I, + ... 4 ls—i + 2) body A4;, ze kterych vynechime
jeden bod s indexem jinym neZ ma néktera skupina fady, a z bodi
BiG=k+L+ ...+l + L EkE+1L+ ... 4 li—1 + 2), skupinu
¢k +1, 4 ... + ls—i + 3)ztychi bodt 4;az bodd B; (j = k + I, +
o F e+ LE+ L+ .+ I + 3), ... aZ skupinu (k-+,+
+ ...+1) z tychz bodi 4; a z boda B; j=k+14, +... +
f‘ls—1+1:k+l1+~-.+ls)- "
. Z provedeného rozdéleni je zfejmo, Ze jsme vycerpali viechny
dané body. Skupiny maji vlastnost 1). Skupiny fad (1), ..., (k);
b+ 1),k +0); o b+bh+ i+ baa+1), .oy (F+4+
4+ ..% +15) obsahuji v prvé fadé body B; s indexy shodnymi
s indexy skupin, které nejsou obsaZzeny v jiné skupiné. V fadach
nasledujicich obsahuje kaZzda skupina bod B; s indexem shodnym
s indexem prvé skupiny fady, ktery neni obsaZen v Zadné skupiné
jiné fady. V téze fad¢ obsahuje prva skupina bod A4, ktery je
v ostatnich skupindch fady vynechan. Zbyvajici skupiny iad pak
obsahuji bod Bj; s indexem shodnym s indexem skupiny, ktery neni
obsazen v zZadné jiné skupiné fady. Skupiny maji vlastnost 2).
V kazdé skupiné (¢) je jeden bod By, ktery nepadne na kvadraticky
kuzel vznikly promitnutim ostatnich bodt skupiny z bodu 4.
Je to v fadé (1), ..., (k) bod B; s indexem shodnym s indexem sku-
piny, v ostatnich skupindch bod B; s indexem shodnym s indexem
prvé skupiny fady. Podle piedpokladu padnou v téchto skupindch
vSechny ostatni body B; na vsechny kuZele Kj, tedy, kromé prvé
skupiny, i na kuzel s indexem shodnym s indexem skupiny. Je
tedy K; uréén v tomto pifpadé také, promitneme-li z bédu 4;
(¢ index skupiny) zbyvajici body 4;, v nichZ jsme jeden bod vy-

57



ménili za bod B, (7 je index skupiny). Zaménime-li nyni néktery
z'bodt, jich% promitnutim z bodu A vznikl kuZel Kj, s bodem By,
ktery na K; neleZi, vznikne kuZel K’;. Na tomto kuZeli nemize bod
zaméndny leet, protoZe by bod B, padl proti- pfedpokladu na
kuZel K; j. b. d.

4. Necht skupina P =B +2) 4 5 444 A.(i=1,...,

2
(n— 1)2(”' +2) + l), B m4 vlastnost 2) pfedeslého odstavce, t. j.

necht na kvadratickém (n — 1)-rozmérném kuZeli K; vzniklém
promitnutim libovolnych («7—1'—__—1—)—(1—?'——-*-—2) boddt A4; z bodu B
- neleZ{ zbyvajicf bod skupiny. Pak j ]e mozno sestrojit » dvojic kvad-
ratxckych (n — 1)-rozmérnych kuZeld, prochazejicich L”—;l-)-(ﬁﬂ

+ 1 body skupiny tak, Ze nadkvadnky svazkii, uréenych dvopoeml
téchto kuzelﬁ prochéze]ici zbyvajicim bodem této skupiny, jsou
line4rn& nezévislé a uréuji (n — 1)-mocny linedrni systém. .

;.. Dikaz: Bodem B prolofme nadrovinu Ss—; neprochézejic{
ednim z pfedem zvelenych bodt A;=C (na pf. pro &=

b 1) ®+2) 1 1). Z bodu ¢ promitnéme zbyvajici body

A fi=1.. ‘”*1) “‘"‘“"’) do Su_y do bodd A% Bod B
(n-—-l)(n+2)

— 1 bodd A’; (na pf. vynechame ze skupiny 4‘

bod, A’ 1) uréuje (n— 2)-rozmérnou kvadratickou varietu Vi
nadroviny Sp—;, kterd se z bodu C promit4 (» — 1)-rozmérnym .
kvadratickym kuzelem K. Na pimce (4’;, B) zvolme libovolny
bod M == A’; &= B a sestrojme poldrny (n — 2)-rozmérny prostor
bodu M vzhledem k varieté Vi—s. Tento polarny prostor protne
- ptimku (4%, B) v bodé¢ M’. Obecné bude dvojpomér (4', B, M,

M') = —1, t. j, bod A’; nepadne na Vji_s, tedy bod 4, nepadne
na K. Je-h (4", B, M, M') = — 1, tedy padne-li 4, na K, pak je
moZno na pifmce (B, 0) zvolit nekoneénd mnoho bodi € takovych

7e.na (n— 1)-rozmérny kvadraticky kuZel K’, ktery vznikne
promitnutim tych bodi z bodu ¢, jich% promitnutim z bodu €

vanikl kuzel K, nel¥f bod 4. Skupina 1) (”' +2),

danych bodi uréuje (% — 1)-mocny linedrnf systém kva,dratmkyoh
nadploch Geometrickym mistem dvo;nych bodd nadploch systé-

‘mut)je (n+— 2)-rozmémé. Jacobdw vaneta stupné ﬂg_-t__l_)_
- %) Bertini- Duschek str. 255,
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Primka (B, C) nenéleZi celd této varieté, protoZe podle vlastnosti 2)
bod B nenf dvojnym bodem %4idné nadplochy systému. Pi{fmka

(B, C) nemé, krom& bodu C, obecnd Zadny daldi spoleény bod
. 8 Jacobiho varietou. Mé-li dal&f spole¢né body, pak je jich méné nez

204D gyolimeli tedy na pmee (B, C) jing bod €', kters

nenf bodem Jacobiko variety, nepadne bod A4, na kuZel XK', na
kterém budou leZet viechny zbyvajicf body dané skupiny. V dalifm
budeme pismenem O oznadovat bod C’, kdyZ 4, padne na K.
Je-lin 2> 4, promitnéme z bodu B body 4’; do libovolného (2 — 2)-
rozmérného prostoru Sy—g, leZiefho v nadroving S,—; a neprochéze-

jicfho bodem B, do bodd 4% . %= 2)2(” * 1 kibovolngch bodd 4%

(n—1)(» + 2)
3 A
mérnou kvadratickou varietu V3i—s prostoru Sa—g. Viechny body

Aw‘ i = 1,... (7&—1) (n+2)

pro urditost ¢ =m, ..., — 1) uréuje (n — 3)-roz-

)nemohou padnout na Va3, pro-

: 2
toze by v tomto pipade body A’; leZely na (n — 2)-rozmérném
kuZeli K", kterym se promitd Vi—s z bodu B a tento kuZel by se
z pHmky (B, C) promital (» — 1)-rozm&rnym kvadratickym ku-

(n—1) (n + 2)
2

Zelem obsahujfefm viechny + 2 body dané sku-

piny, jehoZ dvojny prostor by obsahoval pHmku (B, C). To viak
nen{ pro vlastnost 2) bodu B mozné. Tedy alespoii jeden bod 4",
ktery zjistime jako nahofe pomoci (n— 3)-rozmérného polirného
prostoru obecného bodu (na spojnici dvou bodé A4”) vzhledem
k Vi_s, nepadne na V3_g, t.j. alespoil jeden bod A’; nepadne na
S 1 M Nl s . (m—1)(n+2) P .
kuzel K”. Necht je to bod A';{i = 5 . Vynechime-li
ze skupiny L"E_Ti‘)i(ﬁj'_zz + 1 bodi 4’ (i =1,.. n—ln+?2) 1)2(n + 2)),
B vidy jeden bod A4; (i =1,...,n—1), je zbyvajiofmi
(n— 1)2(n +2) body urdena jedind (n — 2)-rozmérné kvadra-
tickd varieta V3_o (i =1,...,2 — 1). Tyto variety jsou
linedrn& nezdvislé a urduji (m — 2)-mocny linedrni systém Pp—p
nadroviny Ss—i, protoze podle vlastnosti 2) vidy n — 2 variety.
‘systému V3 _s(i=1,...,k— 1,k + 1,...,» — 1) prochazeji bo-
dem A4;, kterym neprochiz{ zbyvajici varieta systému ¥V} ¢ (1 <
< k'S n— 1), Basi systému @, tvoif pouze body, protoze bod A4,
base (k — 2)-mocného linedrnfho systému uréeného k — 1 varietami




Vi _2(i=1,...,k— 1) nelezi na basi (¢ — 1)-mocného linearniho
systému vzniklého pfiddnim linearné nezavislé variety *V;_, (1
S<k<n—1). K bodim baqe patii body B, A’; (i =mn,
(n—1) (» + 2)
2

tené prostory tohoto bodu vzhledem ke viem ¢V, _, (i = I,

n — 1) jsou linedrn& nezavislé a maji spoleény pouze bod B.
Kdyby mély spoleény prostor dimense vétsi nez 0, byl by bod B
bodem Jacobiko variety linedrniho systému @, o, t.j. systém by
obsahoval (n — 2)-rozmérny kvadraticky kuzel, v jehoz dvomem
prostoru by lezel bod B. Podle provedené volb\ bodi 4'; (v =
N —(n——i‘)(l—i_-v——) -+ 1) je patrno, Ze na kuzeli K s dvojnym
bodem B uréeném viemi body A4’;, kromé bodu posledniho, tento
posledm’ bod neleZi. Kdybychom posledni bod vyménili za ktery-
koliv jiny bod 4';, nemiiZe na takto uréeném kuzeli vyménény bod
lezet, protoze by posledm bod padl na K. Je-li n = 3, je @, svazek
kuzelosetek v roving S, se zakladnimi body B, 4’; (¢ = 3, 4, 5)
raznymi. KuZelosedky svazku uréené zbyvajicimi body A'; nemohou
mit spoleénou teénu v bodé B, protoze by body B, A’; (1 = 1, ..., 5)
lezely na téZe kuzeloseéce. Neexistuje tedy Zadny (n — 2)-rozmérny
kvadraticky kuZel s dvojnym prostorem prochézejicim bodem B
a obsahujici viechny body base systému @,- o, t.j. bod B neni
bodem Jacobiho variety tohoto systému. Promitneme-li systém
®p—s nadroviny S,—; z bodu C, ktery v této nadroviné neleii,
obdrzime » — 1 linedrné nezawslych (n — 1)-rozmérnych kvadra-
tickych kuZeld K; (i =1,...,n— 1) se spoleénym bodem dvoj-
njim C a speleénou pnmkou (B, C). Teéné nadrovmy kuZeli K;
podél pfimky (B, C) jsou linearné nezavislé a maji tedy spolecnou
pouze tuto piimku. Zvolime-li déle misto bodu C néktery jiny bod C*
ze skupiny 4;, obdrzime pravé popsahym postupem n — 1 linearné
nezavislych (n — 1)-rozmérnych kvadratickych kuZela K} (3 =
=1,...,2—1) se spoleénou piimkou (B, (') a s nezavislymi
teényml nadrovinami podél této primky. Z kuzelu K} se da vidycky
vybrat alespoii _]eden kuzel, ktery je se viemi K; (¢ = 1,...,n —1)
nezavisly a uréuje's nimi (» — 1)-mocny linearni systém. v opacnem
pripadé ‘by viechny teéné na(lrovmy podél ptimky (B, C') ke ku-
7elim K} musely prochazet p¥imkou (B, C) a nebyly by nezivislé,
protoze by méb spole¢nou rovinu (B; C, C?). Volbu provedeme tak,
Zé sestrojime (n — 2)-rozmérné polarne prostory obecného bodu P
nadroviny 8;—; vzhledem ke viem plochdm systému @p_s. Tyto
polérné prostory jsou nezévislé a protnou se v bodé, ktery spojime
piimkou & s bodem C. -Ze systému D;- pak vvbereme varietu
takovou, #e nadrovina spojujici bod C! s (n — 2)-rozm&mnym po-

, z nichZ bod B je obeeny, t. j. (n — 2)-rozmérné
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larnym prostorem bodu P! vzhledem k této varieté neobsahuje
piimku b. KuZel promitajici tuto varietu z bedu C* bud K} (1 £
<1< n—1). Ke ka¥dému kuzeli K;(i =1,...,n— 1), K} se-
strojme (n — 1)- -rozmérny kva,dratwkj kusel K i 1Ky urdeny
dvojnym bodem B a body, které zbudou, vynechame-li ze vSech
danych bodu ten, ktery nele#f na K;, K}. Podle vlastnosti 2) ne-
bude tento bod take lezet na K’;, 1K’ KuZely dvojic K, K';;
K}, 1K'; jsou razné, protoZe bod B, ktery je dvojnym bodem kuzeli
K, K}, je obecnym bodem kuZeli K';1K;'. Je tedy témito dvoji-
cemi kuZeli urfeno n svazkd kvadratickych nadploch (K, K')i
(¢=1,...,,n). Bodem A;(4;), kterym Zadny z kuZeli svazek
(K, K'); uréujicich neprochdzi, je uréena jedina nadplocha svazku
‘V,._1 Teénd nadrovina ke kuzeli K';,1K’; v bod& B je neuréits,
je proto tetna nadrovina bodu B ke kuZeli Ky, K} spoleénou tecnou
nadrovinou vSech nadploch svazku (A, K’); ,tedy i- nadplochy
iV2_,. Tyto teéné nadroviny jsou podle pravé dokazaného lineirné
nezavislé. Jsou tedy i nadplochy V3_; linedrné nezévislé j. b. d:

Na zdkladé doké,za,nych vét popisi nejdfive konstrukei kvad-
ratické nadplochy, kterd je jedhodussi neZ konstrukce nasledujiei,
ve které je vSak tieba, kromé& Gloh linedrnich, sestrojit samodruzné
body dvou projektivnich fad bodovych na pffmce, a pak ukah ]ak
je mozZno Glohu feSit linedrns. -

1. Podle odstavce 2 stadi sestrojit bod @, kterym prochaze]l
polarné nadroviny obecného bodu P vzhledem ke viem kvadra-
tickym hnadplochdm (% — 1)-mocné hnearnf soustavy uréene
(n—1) (n 4 2)

2
téchto skupm aby mely vlastnost 1) a 2) tohoto odstavce. Necht

—1) (n +2)

+ 2 body: Podle odstavce 3 provedme volbu

]eA‘z_l (

+ 1) B takova, skuplna, ve které

mé bod B wlastnost 2). Podle odstavce 4 uréeme v: této skupiné
bod} C; Cy, n — 1 boda 4; a bod A4; tak, e jejich pruméty A’ A'k
nejsou body base linearni soustav3 di,._g, @' a ze kuel K} ne-
nileZ{ linedrni soustavé uréené kuZely K;(t=1,:..,n—1):
Oznaéme je A; (i = 1, . —1); 4p (4, maze 'b_')'rt néktex')" z bodu
Ai(z=1,...,n—1)). Necht‘ je dé,le bud C = 4;, nebo C leif na

piimee (B, A@)( - 1) (n + 2) + 1) Oy = 4, ‘nebo C, lez
(n——l)(n+2)) ) R

na piimce (A,-, B) (

'Bodem P, jehoZ polétnou nadrovinu vzhledem k hiédané nad-
plode choemé sestiojit, a bodem A; (i-=1,...,7) proloime nad:
rovini %S,_;, kterd neprochizf bod\ B; c pro i= 1 ,n—1,

of



body B, C; pro i = n. Z bodu B promitnéme zbyvajicf body sku-

piny, krom& bodu 4, do nadroviny ¢S,—;. Témito (n—1) 2(”' + 2)

priméty je v $Sy—; uréena jedind (n — 2)-rozmdrné kvadraticks
varieta {¥V3_s. (n — 2)-rozmérny polérny prostor bodu P vzhledem
k varietd $ $Va—g urduje s bodem B polarnou nadrovinu {S,—3 bodu P
vzhledem % (n — 1)-rozmérnému kvadratickému kuzeli K i, kterym
se z bodu B promitd varieta {¥V3i_s. Stejns, promitneme-h z bodu
C (C,) zbyvajici body skupmy, kromd bodu 4¢(t =1,...,n—1)
(As), do nadroviny ¢Sa—;, je témito priméty stanovena (n — 2)-roz-
mérnA kvadratickd varieta $Vi_p nadroviny $Ss—;. (n — 2)-roz-
. mérny polarny prostor bodu P vzhledem k této varieté urduje
8 bodem C (C,) poldrnou nadrovinu {8s—; bodu P vzhledem k (n—1)-
rozmérnému kuZeli Kj, kterym se promitd fV;_o z bodu C (G,).
Prﬂseény (® — 2)-rozmérny prostor *S,—g obou nadrovin 38p—1,
$Sa—1 je base svazku polérnych nadrovin bodu P vzhledem k nad-
plochdm svazku (K, K’); uréenému ob&ma kuZely K, K's. Pi{mka
(P, 4;) neprotiné obecnd prostor #Sp—g (kdyby protinala, uZijeme
konstrukee uvedené v II). Sestro;ime-h prisediky Dy, Eyg; D'y, B’
této piimky s varietami Vi, fVa—s, je bod A} sdruzeny k bodu 4¢
v involuéni prOJektwnostl bodovych ¥ad na pi{mce (P, 4;), urbené
dvojicemi sdruzenych bodt Dy, EBs; D'y, E'y, druhym prisedfkem
této pifmky s kvadratickou nadplochou svazku (K, K'); procha-
zejicef bodem A;. Tedy bod P takovy, Ze (4s, A}, P'y, P) = —1
urduje s prostorem £S,_,, v némz nelezi, poldirnou nadrovmu 38—
bodu P vzhledem k nadploge svazku (K, K’); prochazejicf bodem Ay,
(n— 1)2@ +2) + 2 body dané skupiny.
Pro i =1,...,7 jsou podle odstavce 4 viechny nadroviny 'S,._‘
nezivislé a protina]i se v hledaném bodé& @. Priisediky Dy, E; (D’.,
pHmky (P, 4;) s (n— 2)-rozmérnou kvadratickou vanetou
$Vi—2 (§V1—2) nadroviny ¢S, sestrojime takto: Na pifmce (P, A¢)
zvolime libovolny bod R; (rézny od P) a sestrojime jeho (n — 2)-
rozmérny polérny prostor vzhledem k této varietd. Polirny prostor
bodu P, (R;) protind piimku (P, 4¢) v bod&é P’ (B's). Pak jsou
samodruzné body involuce harmonickych -péla, uréené dvopcemx
bodd P, P's; R, R’s, hledané prﬁseéiky

II. Zvolme jako v I. body 4s(t =1, ...,n— 1) A,., B,C,(,.
Ke kaidému A;(t=1,...,2)(n> 2) zvolme déle n riznych
bodu jinych nez B, C, A¢ (z =1,...,2—1), pro ¢+ = n jinych ne3
B, 0y, A,, a oznatme joe Dy (j = l ,n). Body Dy, které ph
rﬁznjch indexech nemusf byt rﬁzné volme tak, aby pro kaZdé ¢
tvofily s bodem A4 skupinu z + 1 linedrnd nezé.vlech bodi. To je
. moZné, protoZe bod A¢ nele#f na (n — 1)-rozmé&rném kuZeli K; urée-

tedy prochézejici viemi
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ném dvojnym bodem B a zbyvajicimi body skupiny. Vynechédme-li
z téchto bodii bod C (nebo C,) nemuiZe zbytek leZet v (n — 2)-roz-
mérném prostoru, protoZe by kuZel K; nebyl uréen. Tremi body
P, Ay, Dy proloZme libovolnou nadrovinu ‘JS,._l neprochézejici
body B, C (pro ¢ = n B, Cy). Z boda B (C), (pro* = n C,) promit-
néme, po vynechdni bodu 4; (:=1, ..., n), zbyvajicich
=1+ 2 poda do nadroviny #8a—s. Tyto priméty urdujf
v ¥8,_1 jedinou (» — 2)-rozmérnou kvadratickou varietu #¥V3_o
(*4Va—e), kterd se z bodu B (C; C,) promitd (n— 1)- rozmémym
kvadratmk)‘rm kuZelem K;(K's) prolozenym viemi danymi body,
krom¢ bodu A;. Na pimece py; = (4y, Dy;) zvolme dva libovolné
body .R”, U”, rizné od A, D{, a body R”, U” takOVé Ze
(Ai, Dig, Rugy R'og) = — 1, (A, Dag, Uy, U'sg) = — 1. (n— 2)-
rozmérny poldrny prostor bodu R;; vzhledem k (» — 2)-rozmérné -
kvadratické varietd ®V3i_; ("Vi—1), dané v nadrovind &Sy_,

—_— 9

(n l)o(n + -’) bOdy,
ldirnou nadrovinu bodu R;; vzhledem ke kuZeli K, K';. Obé
polérné nadroviny se protnou v (n— 2)-rozmérné basi svazku
polérnych nadrovin bodu R;; vzhledem ke viem kvadratickym
nadplochdm svazku (K, K')c, kterd tedy s bodem R'y; urduje
polirnou nadrovinu #8,_, bodu Ry; vzhledem ke kvadratické
nadplose Vi svazku (K, K'); prochézejici bodem A;. Stejnd
sestrojime poldrnou nadrovinu #8,—; bodu U;; vzhledem k této
nadplose. Priseény (n— 2)-rozmérnjr prostor #/8,_g obou polérnych
nadrovin *8,_;, */Sa—1 je base svazku polirnych nadrovin viech
bodi primky Dig Vvzhledem k' nadplose ¢V;_;, prochdzejici viSemi
danymi body. Predpokléde]me obecny pfipad, Ze bod P nepadne
do prostoru %Sy_g, nebo, %e nadrovina (P,%/Sp_s) neprochézi
bodem A;. Pak protne nadrovina (P, $18n-g) piimku p;; v bod® Py,
(rﬁzném od- A4) a bod P'u na pi"imce Pig takovy Ze (A{, Du, Pu,
P'yy) = — 1, je jejim pélem vzhledem k nadplose §Vi—,. Pii pev-
ném ¢ jsou: body Plyij(j=1,...,n) nezavislé a urduji poldrnou
nadrovinu bodu P vzhledem k nadploﬁe $Va—1. Nezévislé jsou,
proto¥e kaZdy leZi na jedné spojnici jednoho z » + 1 nezavislych
bodl s ostatnfmi & Zédny nesplyva se spoleénym bodem té&chto
spojnic. Poldrnou nadrovinu bodu P vzhledem k nadploSe ¢V3—,
urdujf, protoZe jejich poldrné nadroviny -se protfnajf v bod® P.:
Pro viechna i =1, ..., » jsou podle odstavce 4 tyto polirné nad-
roviny nezévislé a protina]i sa v hledaném bodé @.

Ve zvlditnim pipadd mfZe bod P padnout do nadroviny
(A¢, ¥8y—2). Pak ziejmsé viechny sdruené polary $48,.g piimek p;,
(pfi pevném 3) padnou do této tetné nadroviny nadplochy Vi,

uréuje s nezavislym bodem B (C, C,) po-
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v bodd 4;. Vedme bodem P libovolnou pifmku m, kters nelei v této
teéné nadrovmé Zvolme na m dva libovolné body M,, M, (razné
od P), které tedy neleZi v teéné nadroviné. Sestrojme nahote
uvedenou konstrukei jejich polirné nadroviny 1S,_;, 2S,—;, které
protnou piffmku p;; v bodech M’;, M’,. Nadrovina svazku (}Sp—i,
28a—1) prochézejicf bodem pfidruzenym k bodu P v involuci harmo-
nickych pola M,, My; M'y, M', na pimce m, je hledanid polirnd
nadrovina bodu P vzhledem k nadplose ‘V,l._l

Ve 1I. je protinanim a promitanim linearnfch prostoru pieve-
deno sestrojeni polirné nadroviny obecného bodu vzhledem ke
n(n + 3)

2
obecnymi body, na sestrojeni polirné nadroviny obecného bodw
vzhledem ke kvadratické nadploSe (» — 1)-rozmérného prostoru,
(n—1) (o +2)

9

kvadratické nadplose n-rozmérného prostoru, uréeného

uréeného -~ obecnymi body, t. j. postupné az na

sestrojeni této tlohy v prostoru dvojrozmérném, kde je tloha
linearni.
*

Eine lineare Konstruktion der quadratischen Hyperfliche des

n-dimensionalen Raumes aus mg—ﬁ Punkten.

V (Auszug aus dem vorsteh‘enden Artikel.)

Eine quadratlsche Hyperfliche des n-dimensionalen Raumes

(+)

ist durch ————= allgemein gelegene Punkte bestimmt. Um ihre

Konstruktion auszufuhren geniigt es die polare Hyperebene eines.
allgemeinen Punktes in Bezug auf diese Hy perfla,che zu kon-
struieren. Wir teilen die gegebenen Punkte beliebig in zwei Grup-

Pen Ai ('L‘—‘ 1,... ( l) (n+2)+l) Bf(7= L..,n) eln‘

Aus n Punkten A;(¢=1,...,n) projiziere man die jedesmal
n—1)(n + 2) ‘
2
Punkt A; nicht enthaltende Hyperebene S,—;. Durch diese Pro-
]ektlonen ist in %8,—, eine (» — 2)-dimensionale quadl atische
Mannigfaltigkeit $Vi_,, die aus dem Punkte A; durch einen (n — 1)-
dimensionalen Kegel K; projiziert wird, emdeutxg bestimmt. Ein
Punkt B; liegt auf’ dem Kegel K;, wenn seine Projektion B’y auf
Va-sg hegt, was mit Hilfe eines (n — 2)-dimensionalen Polarraumes
von 4V3_gin %83 festgestellt werden kann. Gehoren alle Punkte B;
einem der Kegel K an, so ist dieser-die gesuchte Hyperfliche und

ﬁbfigbleibenden Punkte 4; in eine beliebige, den
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ihre Konstruktion ist auf die Konstruktion von *V2_, in %S,._; aus
— l
don = 1) (052

Im allgemeinen Falle gibt es zu jedem Kegel K; wenigstens einen
Punkt B;, den der Kegel nicht enthalt. In diesem Falle bilde man

PrOJektlonen der Punkte A; zuriickgefiihrt.

aus den gegebenen _7}(_n2iﬂ Punkten n Gruppen zu je
(ﬁfjlz(iiz) + 2 Punkten auf die folgende Weise: In einer

Reihe, wo jedem Kegel K; ein Punkt B; zugewiesen werden
kann, den er nicht enthilt, bilde man jedesmal Gruppen aus
allen Punkten 4; und eben diesem Punkte B;. In den iibrigen
Reihen, wo mehreren Kegeln derselbe auf ihnen nicht liegende
Punkt Bj; zugewiesen ist, bilde man eine Gruppe aus allen Punkten
4; und diesem Punkte B Die iibrigen Gruppen der Reihe bilde
man aus den Punkten A@, von welchen man einen Punkt “eglaBt
dessen Index von demjenigen irgend eines Kegels der Reihe ver-
schieden ist, aus dem Punkte B; der ersten Gruppe und irgend
einem weiteren Punkte Bj;, welcher noch keiner Gruppe zugewiesen
wurde. Auf diese Weise ist ein jeder der gegebenen Punkte in eine
Gruppe eingegliedert, welche die folgenden Eigenschaften hat: 1) Je
zwei der Gruppen unterscheiden sich wenigstens in einem Punkte.
2) In jeder Gruppe gibt es einen Punkt von solcher Beschaffenheit,
daB der durch diesen Punkt als Doppelpunkt und durch beheblge
(r—1) (n + 2)
9
tische Kegel den iibrigbleibenden Punkt der Gruppe nicht ent-
halt Die Punkte von der Eigenschaft 2) sind die Punkte 4; (s =
= , n) und zwar in jeder Gruppe der Doppelpunkt des;emgen
Kegels K;, mit Hilfe dessen die betreffende Gruppe gebildet wurde.
Die durch alle Punkte irgend einer Gruppe hindurchgehenden
quadratischen Hyperflichen bilden ein lineares System von der
Dimension (n — 1). Die polaren Hyperebenen eines allgemeinen
Punktes P in Bezug auf alle Hyperflachen dieses Systems treffen
einander in einem Punkte . Haben die Gruppen die Eigenschaft 1),
so sind die » Punkte @, die dem Punkte P entsprechen, linear
unabhingig und bestimmen die polare Hyperebene des Punktes, P

(+3)

weitere

Punkte der Gruppe bestimmte quadra-

in Bezug auf die durch die - gegebenen Punkte bestlmmte

‘quadratische Hyperfliache.

Kbnstruktion des Punktes @:Esseidgls =1, ..., (ﬁ_;l—)zﬁb-iz-) N

B, C eine solche Gruppe von Punkten, in welcher der Punkt B die
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Eigenschaft 2) besitzt und C ein beliebiger Punkt der Gruppe ist.
Man  projiziere in eine beliebige, den Punkt C nicht enthaltende
Hyperebene, aus eben diesem Punkte die iibrigen Punkte der
Gruppe. Liegen alle Pro;ektlonen auf derselben, durch beliebige
(n—1)(n + 2)
2
quadratischen Mannigfaltigkeit, so gibt es in Allgemeinen auf der
Geraden (B, C) keinen andern Punkt, fiir den dieser Fall eintritt;
jedenfalls gibt es solcher Punkte auf der Geraden (B, O) weniger als

n(n 2+ 1) . Sollte dieser Fall eintreten, so ersetze man diesen Punkt

durch einen andern Punkt der Geraden (B, C), den wir ebenfalls
mit C bezeichnen und fiir den dieser Fall nicht eintritt. Zu jedem
Punkt A4 (i = 1, ...,n— 1) (» > 2) withle man n voneinander und
von 4,, B,C verschiedene Punkte Dy (j =1, ...,n) derart, daB
diese Punkte fiir jedes ¢+ mit den Punkten 4; eme Gruppe von z + 1
linear unabhéngigen Punkten bilden. Ist n = 4, so wihle man die
Punkte 4; (s =1, ..., n — 1) folgenderm. B.n: Man _projiziere aus
dem Punkte C alle Punkte A¢ auf eine den Punkt B enthaltende
Hyperebene Sy—; in die Punkte 4’;. Aus dem Punkte B projiziere
man sodann die Punkte 4’ auf einen (n — 2)-d1mensmrnlen Raum
der Hyperebene S,._;, der den Punkt B nicht enthalt, in die Punkte
A"s. Wenigstens ein Punkt 4" liegt dann nicht auf einer ‘durch

beliebige (n— 2) (n+1) von diesen Punkten bestimmten V3i_s.

Als Gruppe 4; (z =1, ...,» — 1) wahlt man eine solche, die keinen
Punkt A4; enthilt, dessen Projektion nicht in V3_g liegt. Man lege
durch drei Punkte P, 44, Dy; eine, die Punkte B, C nicht enthaltende
Hyperebene ¥S,—;. Aus dem Punkte B (C) projiziere man die iibri-
gen (n 1)2(n +2) Punkte der Gruppe auf ¥S,_,. Die so erhal-
tenen Projektionen bestimmten in ¥S,—; eindeutig eine (n — 2)-

dimensionale quadratische Mannigfaltigkeit ¥ V1 (YV3—2), die den
Punkt A nicht enthilt. Man wihle auf der Gleraden Py = (4q, Dy))
zwei beliebige, von 4y, Dy verschiedene Punkte Rg, Uy, und weitere
zwei Punkte R";, U ) derart, deB (Ag, .D;,, Rq, ‘,) =—1, (A{, Dq,
Uy, U'y)=—1. Der (n—2) -dimension. le Polurraum des Punktes
Ry in Bezug auf die Mannigfaliigkeit ¥Vi—s (YV3—e) der Hyper--

ebore %5, die durch die > “" T bestimims. ist,

bt, mit dem Punkte B (C) verbunden, zwei Hyperebenen, deren
gchmttraum mit dem Punkte R’yeine Hyperebene 48,1 bestimmt.’
Desgleichen bestimmt der Punkt Uy eine Hyperebene /Sp—1. Beide
Hyperebenen schneiden emander in 98,_s. Die Hyperebene (P,

unter ihnen bestimmten (n — 2)-dimensionalen




#Ss—2) schneidet die Gerade py; in einem Punkte Py; der Punkt Py,
fir welchen (4;, Dy, Py, P'q,) = —1, ist Pol der Hyperebene
(P, ¥Sy—z) in Bezug auf die, alle Punkte der Gruppe enthaltende
Manmgfalugkelt $Va—1. Fiir ein festes ¢ sind die Punkte Py; (j =
, ) unabhingig und bestimmen die polare Hyperebene des
Punktes P in Bezug auf V3. Fiir alle Werte vons =1,...,n —1
sind diese Hypetrebenen unabhingig und bilden ein lineares System
von der Dimension (» — 2) mit der Basis 8,. Wihlt man anstatt des
Punktes C einen anderen Punkt der Gruppe, der von B verschieden
ist, so bekommt man in der angegebenen Weise ein anderes System
von Hyperebenen, von der Dimension (» — 2), mit der Basis §’;. In
diesem System gibt es wenigstens eine Hyper:bene, die nicht zum
ersten System gehort; diese schneidet 8, im gesuchten Pankte Q.
Im vorhergehenden Artikel wird noch eine einfachere Kon-
struktion beschrieben, die jedoch quadratisch ist.
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