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' ROZHLEDY
MATEMATICKO PRIRODOVEDECKE

~ ROONIK 12 (1932/33). . GISLO 2

O kuZeloseékach majicich spoleéné ohnisko.
- Prof. Ota Setzer, Kralupy n. Vlt. ' L

1. Z elementarni teorie kuZelosedek vime, 7e kazdou kuZelo-
setku lze povazovatl za geometrické misto stfedd kruZnic, je
procha,ze]l pevnym bodem F' a dotykaji se pevné ,r1d101 kruznice d
opsané kolem stfedu G polomérem r. Body F, @ jsou ohniska
kuZelose¢ky a polomér r délkou hlavni osy.

Pro {hy%lgr)zul } lezi bod F {u:;rigtr} kruZnice d. Je-li bod @

bodem bé&inym, precham I‘Idlcl kruZnice d v fidiei pfimku d’
paraboly.

Dvé kuzelosecky nazveme unlkonfokalnlml ma]1—11 ]edno
ohnisko spoleéné.

M¢jme dvé unikonfokilni kuzelosecky kl, k, o ohniscich -F, G’1
resp. F, G, a délce hlavni poloosy a, Tesp. a. Hledejme ]ejlch
spolecne body. .

Budiz bod P ]eden takovy prisesik. Jerto le?f na k,, jest
stfedem kruZnice [,, je%Z prochizi bodem F a dotyka se kruz-
nice d, opsané polomérem r; = 2a, kolem G,; protoZe vSak P

- le¥i i na ky, jest stfedem kruinice I, jeZ jdouc bodem- F dotyks

se" kruZnice d, opsané polomérem 7, = 2a, kolem Gj; kruZnice.
"L, I, majice spoledny stfed P:a jeden bod  F, jsou totoZné.

E Dostaneme tedy pruseéiky P;- kuzelosedek  ky; %, Jako stiedy.

kruZnic, jez se dotykaji ¥idicich kruZnic d;, d; a jdou spoleénym :
ohniskem F. To viak jest aloha Apolloniova, kterou lzé reé1t

) . 'anGI'SI

Budiz 2 zakladm kruzmmpsana kolem st¥edu O polomérem k

: z; B libovbIny bod. Pak k bodu B inversnim rozumlme“bbd B’

1ez101 na spojnici BO pro n&j platl L T” \ S
Lo " 0B . ()B’_.k2 C N ol

3 .V inversi odpovidé kruZnici ne]doucl stredem 0 opét kruzmce

.. krunici, prochaze]fc1 sttedem' —+— pi{mka neprochaze]lcl stredem

hly se pii inversi zachova,vajl (pribuznost 1sogona1m)
' Rozhledy matematicko- pﬁmdavédecké Roénfk 12, 3
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Aplikujme to na danou ulohu. Spoleéné ohnisko F zvolme

' za, stfed inverse, polomér zakladni kruinice z budiz libovolny.
Inversnimi Gtvary k ¥idicim krunicim d,, d, jsou kruZnice d'y, d’,.
Hledané kruZnici ! jdouci stfedem inverse odpovidd pfimka I’, jez
se dotyka kruZnic d’;, d',. Sestrojime proto spoleéné teény I';
kruznic d'y, d'y, k nim inversni kruznice [; a jejich stfedy P; jsou
hledanymi praseéiky nafich dvou unikonfokdlnich kuZelosedek.

Protoze existuji obecné 4 spoleéné teény kruznic d’y, d'y, jsou
obecné.i 6tyri priseéiky dvou kuZeloseéek, jak vime odjinud.

Je-li jedna z kuZelosetek hyperbola, zvolime pro zjednoduseni
polomér zékladni kruZnice z roven délce teény z F k p¥islusné ¥idiei
kruznici hyperboly. Potom inversi prejde tato kruznice v sebe
samu.

Tazme se nyni po spoleénych teéndch unikonfokilnich
kuzelosetek.

P¥i feSeni této tlohy uZijeme fundamentdlni ohniskové vlast-
nosti kuzeloseéek: Body s jednim ohniskem stfedové kuZelosetky
soumérné poloZené podle vSech jejich teden, vypliuji kruZnici
opsanou kolem druhého ohniska polomérem hlavni osy. U paraboly
prechazi tato kruznice v primku Fidici.

U nasSich dvou unikonfokilnich kuZelosebek k, (F, G;; a,),
ky (F, Gy; ay) budiz bod F spolecnym ohniskem a ¢ spoleénou
teénou. Bod F’ s nim soumérné poIozeny podle ¢ lezi na ¥idici

- kruznici d, kuZeloseéky k,, soudasné i na Fidici kruznici d, druhé
kuieloseéky. Vyhleddme proto prusediky F’,, F’, kruim’c dy, dy
a symetrily Gseéek FF',, FF', jsou hledané spolesné teény ¢, ¢,
kuzeloseéek k,, k,.

Dvsg kuzelosecky maji obecn& 4 spole¢né tedny. Jsou-li uni-
konfokalni, pak dvé ze spoleénych teden jsou vidy imaginarni.

Jsou to samodruzné paprsky pravoahlé involuce, jiz ve spoleé-
ném ohnisku indukuji obé unikonfokalni- kuZelosetky. Redlnost
ostatnich dvou tefen zavisi na vzdjemné poloze ohnisek a délce

- hlavnich os. V pfipadé dvou nesouosych unikonfokilnich parabol

jest v konedénu vidy jen jedna redlnd spoleénd teéna. -

O unikonfokilnich kuzeloseSkach lze odvoditi fadu vé&t. Jako
priklad uvadim:

»Budtez e (Fy, Fy; ay), € (Fy, Fy; ay) dvé unikonfokdlni elipsy.
Pak hyperbola h (F,, Fy; a;) s obéma unikonfokdlni a jdouci jednim
jejich prasedikem X prochdzi nutné i dal$im priseéikem Y obou elips.
Bod Y jest druhé ohnisko jedné ze Cty? kuZeloselek k uréenych ohni-
skem X a body F,, F,, F,.“

Protoze jeden priusedik elips e;, e, — X ]est redlny, jest nutné
redlny i druhy jejich prusedik ¥. Vyjadieme, Ze oba tyto body lezi
na elipsich:



R31

RX 4 PX=FRY 4+ 1Y) .
X +FX= FY—}—Fs - A

Odeétenim t&chto rovnic plyne , ‘ .
X — FzX FY — E’I" , , (2)
(;oz znadi, Ze hyperbola h s ohnlsky Fl, F, a prochaze]lm bodem X

o ) Obrlm
’ : [

, ]de i bodem Y ktery lezi na teze ]e]1 vétvi. Plseme-h rovnice (2), '
(1). ve tvaru ‘

'FX— F¥ = sz FY FaY F,,X. 3)

. v1d1me, Ze X Y jsou ohniska kuzelosecky k, jez jde body Fy, Fz, F,.
» Tento specwlni pfipad dvou ehps lze ponekud zevseobecmt
coZ pfenechivim pili Stensfe.
" . 2. Vytknéme si nyni za tkol Vyhledatl spolecne elementy
'dvou parabol o témze ohnisku. : '
a) Spoleéné body 2

Prfmky d,, d, bud’tei i‘idmml primkaxm parabol Pl, P2 0 spoleé-

' hém’ohnisku . Hledané. prusecfky X, Y lezice na obou paraboléch,
a musi bYti od obou: rid.lcich p mek i spolecného ohniska stejné
. 3*
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vzdéleny. Jsou to tedy stfedy kruzmc ky, ks, jdoucich bodem F
a dotykajicich se piimek d;, d,. Elementarni jejich konstrukece (na
zdklad& homothetie) plyne z obr 1.

b) Véta o chordilach:

~ Pfedchozi tiloha mé dvé& FeSeni: X, Y. Spojnici téchto pruseelku

nazveme — analogicky jako u dvou kruznic — chorddalou. Tato

chordila pili zfejmé thel ¥idicich p¥imek d,, d,. Jsou-li nyni P,,
" P,, P, paraboly o spoleéném ohnisku F a Fidicich piimkéch d;, d,, d,

Obr. 2.

jest osa twhlu dﬁz (d;ia, d;il) chordélou chy, 4.(chy, 5, chs, ;) parabol
PIP (PyPs, PyP,). Z os hld volme vidy ty, které pili dhel obsahu-
jici, ohnisko F.

Chordaly chy, 5, chy, 5, Chs, 1, jsouce osami-hlh trojahelniku,
prochézeji jednim bodem. 0dtud véta:

~ ,,Chordaly tif parabol o spoleéném ohnisku protmagl se v jed-

nom bodé&.*

c) Spoledné teény:

Pri sestrojovéni spolednych teden uZijeme elementdrni véty:

,»Body soumérné poloZené s ohniskem paraboly podle vsech
jejich teéen Vyplnqu primku ¥idicf.*

Bod F’ soumérné poloZeny s ohniskem F podle spoleéné tecny ¢
leZi na ¥dfci pfimce d; a soufasné na d,, tedy v jejich prisetiku.
‘Jedina spoleéna teéna ¢ jest osou soumérnosti tselky FF'.
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d) Pomocns véta:

Hledejme geometrické misto bodud soumérné sdruZenych
s ohniskem paraboly podle vSech jejich norm4l!

V libovolném bodé B paraboly P (d, F') sestrojme normilu =,
ktera pili vnitini dhel privodiéd! (Obr. 2.) Bod F’ soumérng
polozeny s ohniskem ¥ podle normély n leZi na privodi¢i bodu B.

A BFF jest rovnoramenny: a;, = a2,-l_i{ = F'K, proto:

EF — EF.
Z vlastnosti paraboly: BF = BB'".
Ptirovnanim pravych stran: BB’ = BF",

neboli :
B'F' =2.BB.

Geometrickym mistem bodt F” jest proto kiivka afinni k dané
parabole podle osy d, sméru o a poméru 2 : 1. Z obr. 2 plyne

BT BT .
t, t 2. .2 _FF :BB =2:1
g1 g Py = BB B :
Subnormala paraboly se rovnd parametru, proto
BN FN
t Yy = —— 1 —=— =P ! Do
g ¢1 - 18Pz BB, BB, pl\ P
Srovnanim ‘
P ipp=2:1

Jest proto geom. mistem boda F’ parabola, jejimz vrcholem jest
bod F a ¥diei piimkou symetrala fisetky VF.

¢) Spoleéné normily: .

UZijme véty pravé odvozené pro konstrukei spoleénych normal
parabol P, (d,, F), P, (d,, F)!

Sestrojime . parabolu P’; bodd soumérné sdruZenych s ohni-
skem F podle norm4al paraboly P; a analogickou kfivku P’; (0o tém¥
vrcholu) pro parabolu P,. Jejich priseéiky budtei F, Gy, G, Gy
(@,, G; mohou byti imagindrni). Spolené normala n; jest symetra-
lou tsetky FG;.

"f) Teéna jedné normélou druhé paraboly

Hledejme pifmky m, které se dotykaji paraboly P, (dy, F)
a jsou normélami paraboly P, (d, F)! UZijeme opét geometrickych
mist d; resp. P’, bodd soumérné poloZenych s ohniskem F podle
teen paraboly P1 resp. podle normal paraboly P, VySetiime
prisediky X, Y (redlné nebo imagindrni) piimky d, s pomocnou
parabolou P’,. Symetrily tisedek FX, FY jsou hledané pfimky.
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Tuto tlohu lze fe$iti pouhym pravitkem a kruZftkem takto
(obr. 3): Parabole P';(d'y, ') piifadme kolinedrni kruZnici P,
o sttedu F’ a polomeru F'D'. Stfedem kolineace jest F’, osou

piimka o[F" || dy] a jednou druZinou body F, D’. K pifmce dl se-
stro;ume kolinedrn{ piimku do, vyhledame jejf prusecnky Xo, ¥,

: bbr. 3.

W
' N

‘s kruzmm P a k nim’ kolmea,rne »sdruzene body X Y ]sou hleda- :

nj?ml pruseéiky PIIMky d; s parabolou P,
“§) Analogie v prostoru: .

Ijva.hy o spoleénych bodech, tecnach normalach 1ze aphko-
vati i na pruseclky, spolecné tetné rovmy i normily t¥{ rotadnich

pa.rabolmdu o’ spolecnem ohmsku coz prenechavam p1h laska,veho '
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