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- Zobecnéni jistého Hurwitzova problému.
' " Karel Cupr. : '

1. Rovnice ‘
fX)=a,x"+ a,x"' + ...+ a,=0 1)

o koeficientech obecn& komplexnich mé&jZ jednoduché kofeny, z nichZ
¥4dny nechf neleZi na pfimce y =x1g ¢, t j. Zadny neni tvaru
a.e'¥ nebo a.ef@+¥), a>0. Oznatme NY polet kofenfi leZicich
vlevo a P¥ polet kofenli leZicich vpravo od této pfimky. BudiZ ¢
libovolnd komplexni konstanta a polozme

cen@rNf(x)=gem, (2

kdeZ o = |cf(x)|; mp jest tedy argument komplexni velitiny stojici
v (2) na levé strané, Taime se, jak se argument ten zmé&ni, kdyZ
x méni se po pfimce y=xtgy z x=o00 do x=—o0. Za tim
tifelem uvaZujme, jak se zméni argument jednotlivych Einiteltv

o €679 (x — xy),
jeZ pro body na této pfimce nabyvaji tvaru
~ el6m—¥) (rel¥ — ry el = ry sin (@ — ) + i (r — re cos (ax—- !ﬁ)).
Ar'gum_ent této komplexni veliiny jest '
. B 7 — recos (ak—zp))
resin (ex —v)

pro r— -+ oo jest jeho hodnota 47z sgn sin (ex— ), pro r—->—oo
jest jeho hodnota — 47 sgn sin (ax— ), takze celkovd zména to-
hoto argumentu jednotlivého &initele jest = sgn sin (ai— ), jest
tedy + 7, kdyZ 0 <ep—o <wm, &ili kdyZ v : .

. p<ar<m+Y,

t. j. kdyz kofen lezi po levé stran& pHmky a obdégﬁé jest celkovd
zména argumentu jednotlivého <Cinitele -f-n,_-kdyz kofen leZi po

pravé stran& piimky, ’ v .

H

arc tg (



Uhrnnd zména argumentu ¢ jest tedy ddna rozdilem N¥— Py,
znadme tento rozdil D¥. S ohledem na rovnici N¥ 4 P¥=n méme

. ' Ne= Rt D¥
\ o ' 2 .

__ n—DV¥

PY = 5 ;

odtud patrno, Z¢ pro v3echna vy jest DY téZe parity jako n.

- Pro jednoduchost transformujme levou stranu rovnice (2) tak,
aby z4porny sm¥r. ptimky y = xtg vy splynul s kladnym smérem
*'osy x; potom jest tedy uvazovati zm&nu argumentu funkce

ceinni p—niy f (e(“+"’)‘ x)

kdei x jest redlnd prom&nnd, ve smyslu stoupa]iciho x. Volme ¢=
- =¢7imil 3 odd¥lme st redlnou od imaginarni; jest pak

e—nmi e—'l"“f(e("""»")‘x) =@, X" — a, X" e 4 q, XM — | 4
+ (=D ane=f, (x,9) + ifs (x,),
A =10+ ) X — (0, e+ G ) X"
A (@€Y, e29) . 4 (— 1) (an e+ ay eV)},
i) = -217 {(a, ——‘)x"— (a, e—"'P—-?z-Aé"i') xn-1 4
+ (a;e-2v — as e3) + + (— l)n (@n c-nnp - an enﬂP)}’ )

kdeZ ar jest komplexn& sdruZeno s a.
]est tudiz

q>—-~l—arctg R(x, w)
. R@w=- @
(a., ao)x"——(a, "‘!*— €)X L (—1)"(aze "I — apeni¥)
N (ao+ao)x"——(a, "W)X (1) (@ne MY ape™¥)
. Odtud jest patrno, Ze 4% jest totozno s Cauchyho indexem raci-

. onlnf lomené funkce R(x,v).

, - Hurwitz, jen? se zabjval pi’fpadem Ww=14m, t. j. pottem kofenl
: ‘v pravéa’ Tevé poloroving a to pro rovnice o redInych koeficientech -
»_’(jiné teSenl tohoto pFipadu ‘pochdzi od prof. K Petra, Zasopis L, -
- pag. 23 a.93) ‘udal - (Math. Annalen XLVI) obecnou - metodu 3ak,- :
»“pi‘evésti stanovenl indexu ‘raciondinf funkce e ‘

: ’,‘---1"'»""1' ; - oz +Blzn‘l+ +Bﬂ -
R(’-) CATFATTE A




83
na ureni signatury o kvadratické formy — promé&nnych y,, y,,-. .,
Yn-1 —

1
Fn= 'z—n—lfR(Z) 62 (2)dz,

kdeZ~ o

6@R)=yo+yz+ ...+ yn-12"!
a integral jest vzat po Cafe obihajici vSechny pély funkce R(2)

Za tim G&elem rozvine R (2) podle klesajicich mocnin
. et b 6 G
R(z)=c+ p -i-z2 + 2 + ...

a sestrojf determinanty

() oo Cm \

Dn=|: - )
Cm-1 ... sz-z! .
Jsou-li polynomy v Citateli a jmenovateli nesoud&Iny, jest D, £ 0
pro m=1,2,..., n, kde#to Dpy)=Dpy2=...=0. Pak 4 jest
ddno rozdilem poltu kladnych a zdpornych C&isel v fad¥
D, Dn_ |
Dl,Dl’“.'bn-.l. (5)

-

Determinanty (4) lze vyjddfiti pomoci koeficientti plivodni rac.
funkce a to zpiisobem dvojim: budto metodou Hurwitzovou (I c.
- 281/282),. pfi niZ viak dojdeme k determinantim stupn& dvejndsob- -
-ného a pfi niZ jest D, ddno resultantou polynomt v Citateli
a jmenovateli podle eliminani metody Sylvestrovy, nebo metodou,
kterou ve spec. pfipad® (Rozpravy VI €. 8 pag. 6) vyloZil prof.
Petr a kterou pozdéji (Rozpravy XV. &. 2 pag. 18) zobecnil : pfi této
transformaci zfistdva stupefi determinantu zachovén, elementy jeho
. jsou v3ak komplikovangjsi.

Podle prvni metody jest

[E

A, A .. A
B, B, v Bam-1
0‘.40 e .. Aom-2
Dm—" Alzm O ?o o .BZm-Z‘
[ : ‘
0 0 o e 0 Am
0 0 ...Bn




a v nasem pfipad& po t"lpravé
| D= (@ + )" 4,
kde 4 je definovdno determinantem:

Eo+ao a_lehp +a, e—.f‘l' ces Ezm__l;e(zm"‘)i‘l’ + azp— e—m-1iy

- 1~ . 1—
‘:-( a,— ao)7 (a, e —a,e ) ... 7((1.2,,,_/l gem—Dig_ g, o-Cm-1)iv)

0 . Ec) + a, . .. Ez,n'_z em=2ip L g, oe-Cm-2ip |

1 - _ , .

0 7(0«;— a,) cee 7‘ (@2m—2 €RM=M0—q,,, _,e-2m—2)lY) (6)

0. 0 el Ememi'l’.*.ame—mhp
0o o o @ aem)
odkudz po malé tprave

a ‘ Qy, @, €717, . . Qo € OM—Div
a5, 0y €'Y, ... axm—y e@m—DiY
 (=2)m 0g - ... dompe @2 |- (6{;)
== ... Qg €@M=2iy |
PGy |00 - @mpelne
N 0 0 . f;m e—miy
00 ... apemv
: Kdyi 1.0 }u, udva sxgnatura fady
D in D* 4
D,* ) e
D i’ D%n

_tazdll poc‘.tu kofenﬁ vlevé a pravé poloroviné — kterymzto pro-
blémem v pfipad& redlnych koeficientt se zabyval pravé Hurwitz; -
kdyz lim ¢ = 0 udévé signatura i‘ady :

o-Da V . Dn
1 Dot ",Do
e &)‘,21"-.-22"!—1 )
ao al .'..aZm'_]. .
0 a,,,..‘ag,,,_z
0 Ay ... QOm—3 |,

, kdeZ

, _ (20"
m = =

(@ a)"
T o O e Qm -

10 L..anm
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polet kofend v horni poloroving a redinych zdpornych, zmenSeny
o polet kofenli v dolni polorovin€ a redlnych kladnych.

2. DileZitym pfedpokladem dosavadnich tivah bylo, Ze poly-
nomy -
L(x) a f(x,v)

(redlnd a imagindrni Cdst e, e—n¥! f (el*+¥)x)) jsou nesouddIné,
takZe kvadratickd forma :

_i_ f’ (Z,tp)
2”‘ fl (Z,'l’)

Go+nz+...+yaa2zi)dz [0

jest hodnosti n. (Hurwitz l. c. pag. 282.)"
Maji-li polynomy
) L), i)

spolenou miru, jest tato soufinem bud jen redinyeh nebo jan kom-
‘plexnich anebo redlnych a komplexn{¢h kofenovych &initelfi. Redlné
kofeny této spolené: miry” odpovidaji — jak z tivahy nasnad¥
jsouci vyplyvd — svym po&tem kofenlim rovnice f(x)=0 nalé-
zajicim se na pHimce y = xtgy, kofeny komplexni této spole€né
miry odpovidaji svym po&tem kofenfim rovnice f(x) =0 leZicim
soumgrné podle té¥e pfimky.

Kvadratickd forma (7) jest v tomto piipad€ hodnosti.n— Iy,
kdeZ I, jest stupeii spolefné miry polynomfi

f1 (x,y) a fi(x ).

Specidln& pro ¢ =0 méme:
nJe-li I, stiupefi spole¢né miry polynomt:

fi(x,0)=(a, + a—o)x" + (a, + a_x)x"—l, +... 4+ (@ + E;l)
fo(x,0)=1(a, — @) x" + (@, — @) x*' + ...+ (aa — ),

jest hodnost kvadratické formy (7) n—/,; I, znali polet kofentr
redlnych + po¥et kofentt komplexn& sdruZenych rovnice f(x) =0.
Jest tudiz potet kofenti redlnjch nejvy3e roven /, polet kofent
~ komplexnich nejmén& roven n—1/,.“ — O n&kterych disledcich pro
rovnice majici jen redlné koeficienty pojedndno bude ve zvldstni
stati.
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Généralisation d’un probléme de Hurwitz.
(Extrait de Particle précédent.)

L’auteur résout, par une méthode donnée par Hurwitz dans les
‘Math, Ann. LXVI], un probléme plus général: il détermine le nombre
de racines d’'une équation a.coefficients complexes se trouvant.du
cOté droit et du coté gauche de la droite y = x tg ¢, en supposant
que cette droite ne contient aucune racine de cette équation.. En
particulief, 'auteur donne, pour ¢ =0, le nombre de racines si-
tuées dans le demiplan supérieur, augmente du nombre des racines
réelles négatives,
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