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Poznamka k vzorci Euler-Maclaurinové.
Napsal E. Bunicky.

§ 1. Klademe si za tkol pfirovnati formuli Eulerovu, kterd
slouzi, jak znamo, k pfibliimému vypoétu rozdilu mezi soudtem

Zf(x)—f(a>+f(a+n>+f(a+zm+ + o
+f[a+(n-—1)h] b=a-+nh) (.

a integralem
—,;' }[ f(x) dxl

- k pfimému rozvoji souctu (1) podle celych a kladnych mocnosti k
v piipadg, Ze f(x) jest holomorfni funkci v urditém oboru obsa-
hujicim uzavieny interval <a,b > (resp. v kruhu, jehoZ stfed je
bod a, a ktery obsahuje viechny body a, a+h, « + 2h, ..., a -+ nh,
pfipusti-li se, Ze f(x) je funkce komplexni proménné).
§ 2.-UvaZujme nejprve dvojndsobny soudet?)
m=pr=m

Z Brurm, _ . \ ' (2

m=1 r=1

kde p je dané celé kiadné &islo, Br jsou funkce indexu 7, U, m funkce
dvou indext, r a m. PiSeme-i dvojnasobny soudet (2) v tvaru

mZ—PZBrUrm=B U"+

+Bxuu+B:uu+ . : . RS
+ B, ”x|+Bz“zs+Ba“ss+ Q)

T +B Ul.p+B:“s.p+Ba“s.p+ o+ Bp—1ttpy, p'f‘Bp”p.pf

‘) Oznaélme-h druh? élen rovnice (1) zkricen, jak se_ to d&ld v pocty

diferencnlm Zi(x) f(x), miZeme pséti v§ude Z u; ve smyslu:
=1

i—-n . i=1

a.i =y + Us + +a,..1 + Un. Tedy na pf Z =u1

= =



“a' seéteme-li druhy ¢&len po sloupcich, oberime ‘

| mzz”rimBrur.m = Br Z’ur, . (4)

‘ Cm=lr=
Mﬁie se stétl, Ye existuie kon‘eéna hmxta

mzm rem .

Z Brur. m—31"11+(31uu +B|"n) +(Bluu 4B,y +Bt"u)+

'm=r=

" dnebo,’ co%- iest ekvwalentm, Ze-fada - nd prave strang, jejiz Cleny
“jsou soudty v zavorkich, konverguje. 'V tom- pi‘tpadé obdrZime,
v souhlasu ‘s idetttitou” (4)

' m::cor*-m ' r=p m=
Br uf m = “m Br Uf, me
m—-l = . “pyor= m=r
Ale ov3em, Jak znamo, neni moino psiti obecng

m..oo re=m . r=0  r=m

ZB,ur,,,._. B2 urm (5)

m=r

[

kde se s&ita po sloupcich na prave strane rovnice (3), prodlouzené
- do nekonedna. '
.§ 3. Pfedpoklddime-li, Ze je moZno rozvinouti funkci f(x)
v uzavfeném intervalu <.,b > v fadu Taylorovu se zbytkem ¥idu
y (obsahujicim h’ a »-tou derivaci funkce 7(x)), nalezneme

- k=n—1 .
Zf(x) 1@+ 3 [r@+r @+ @ 4t
4 - A eere] @

. Dh Semz, ‘jeli » dané celé kladné &islo, (Rk), znamena zbytek fadu
¥ v ronoli f(a—l—kk)..Pﬁeme-h rovnici (6) v tvaru

" Srw=warn(3 )f(a)+2, S )@+

n~1

(ﬁk')fw S (zv—*)f<%>+z<m
3 ‘a polozime.u | ‘

g ,;m-,s,,. ";f‘m o f(,,. .-

i_;{_obdrzime TR i ER
Zf(x) -/ta)+ PR sahe f<m>(a)+’\’~; e
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anebo, nasobime-li h,

‘m=3—1
h Z F(x) =nhf(a) + P2
Vyjadfeme soudty sm funkcemi Bemoulliovymi '

A hr m+4-1—r
1) = oy + Z(mj pr (=12 (10

s,,.h

f"")(a) +hR,. (9)

ve tvaru homogenim?) (bylo by moZno psiti em+1 (x, k) misto
om(x)), ¥ gemz koeficienty Ai vyhovuji rovnicim

(— l)r__l B

| .
A, = - —f' A2r+1 = 0 Azr = (2’_)! (f= 1, 2, . .),
kde Br znadi cisla Bemoulhova Obdrzime tedy 'podle znameho

VZO]’CC m! ‘Pm+l (nh)
Sm= T pmit
odkud plyne g pmtl
: —’E;n—!—‘ = Pm1(nh).

A tedy miiZeme pséti' rovnici (9) v tyaru

m=y—

h Z F(x) = nhf(a) + Z l90m+1 (nh) f () + iR. (11)

] Je-li funkce #(x) holomorini v intervalu < a,b > (nebo pro x.
komplexni v kruhuw o stfedu a, obsahujicim v3ecky body a-+h,
a-+2h,... a-+nh), plati hm (Rk), =0, a, na zikladé rovnosti (7)

lim (AR,) = 0, odkud pﬂsme nekoneény rozvoj

=300
7'Zf(X)'—-hhf(a)+2¢m+x(nh)ﬂ“’(a)- (12)
Poloiime-li v rovnici (10) x—-nh obdrifme '
(anym | S h'mk)""r‘ r |
q’m-l-l (ﬂh) (m+ l)! + 2 ( ) (13)

Dosadxme-h tento vyraz pro om+1(th) do vzorce (12) dostaneme

Ry | SR AN (]
n 31 = nnfta)+ & [+ S mﬁ,—?—,)—,—]f( @\ 04

Nap1§eme-h pravou stranu explicitng ve tvaru schematu, obdobném
pravé - strang- ‘rovnice - (3) nemﬂZeme v§eobecné séitatt nejprve .

. :) A Markoff .Differenzemechnung«. 1896 dﬂ druhi, § 7 str. 114,
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nekone&né sloupce a potom nekoneénoun Fadu soudti t&chto sloupci,
jak bylo naznaceno v § 2 (zde plati Bi=1, Be= Aih, Bs= A:l?, ..
iy Bm+1= Amh™). UCinime-li v3ak tuto zdménu pofadu scitani,

obecng nikoli pfipustnou, obdrZime pravé vzorec Euler-Maclauriniv.
Nebot, odd&lime-li prvni nekone&ny sloupec, dostaneme

B3 f= nhf(a)+2(f,’,‘2 mf‘"’( + ’g, p: %’{ﬁ?l"%ﬂm @

¢Gili
13100 = SO0 fnvg) + 3 2 e TG )
(f“” (a) = f (@).

Stejné séitame li oddelené vSecky ostatni sloupce, obdrz;me

13 f = 3 fn- n(a)+ZArh"= 2 @ (19)

A ponévadz pod]e"pl‘edpokladu i€ funkce 1(x) holomorini, obdrZime
a+nh '

f Fx) dx = f [f(a)+(x a)f'(a)+‘ 2L @)+ ] dx =
= nhf(a)+ 7 ,f'(a)+ +(””’ Gy ...
Gl -
| ff(x)dx-Z""" f "), 16)
‘Dosadime-li do souctu .
(nhym+i—r
,,.Z_:-(m+l~—r)l ﬂ (a)

_ m+1—-r-—t, anebé m—r——l+h obdriime :

. ponévadz mé se séftatl od hodnoty vS'razu m41—=r pro m—r,'

‘ _to 1est od i——l Av§ak pro funkci holomorini f(x) plati

f(r-—l)(b) f(r—-l)(a+ nh) f(r—-l)(a) + z(ﬂh) f(’*‘+”(a)
KR e ’(’-__l 2’ f(o,(a) f(a)),



odkud plyne.
S EH fimsing) = o0y — 0 =12,
anebo, podle ldennty an, L
(i =) (r—1 .
mzzz(mﬂ =1 @ =0 — N (=12, (18)
Vzhledem ke vztahim (16) a (18) rovnice (15) nabude tvaru

b o] . .
DI f 16 dx+ 3 At [7e=0) - fo-a]

anebo, délime-li A,

Frw-1 f 1) dx-+ A, LA~ F@)+ A F O —F @+
F A D — @) (9)

To jest prave vzorec Euler-Maclaurmuv, psany ve tvaru neko-
nedné fady.s) '

§ 4. Je zniamo, Ze nekonedna Fada Eulerova (17) je nejcastéji
_ dx‘éergentm i pro liolomorfni funkci f (x). Pfes to fada (12) (nebo
(14)) konverguje pro kazdou holomorfm funkci £(x), stejn& jako i‘ada
eanalentni

Z 1) = nf(@) + Z P ‘””’ﬂm(a) @

Jmenem funkm Bemoulhovych se nejCastéji oznaéu;i funkce
Dm41(x), definované vzorcx (10) kdyz tam dosadfme k=1, Hle-
dime-li ke vztahu . '

Pt (M) = h”'+‘ Bt (1),

mﬁieme psati rozvoj (20) v tvaru .
Zf(x) ~ nf(a) + Z By (n)h"'f"’"(a) - (21)'

‘) Dosadime-h hodnoty koeficientu A;, obdrilme vzorec Eulerﬁv v ob- \
Vyklém tvaru :

Zf(x)m- f f(x)dx <1 170) —f(a)l+ 4,

('— ])f IB - I L r.l_
F 2 ot r hﬁr *w n(b) ﬂ2 @l
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I vidime, Ze Eulerova fada vznikne z fady (14), ktera konver-
guje pro holomorini funkci f(x), seskupenim vyrazi, obecng nikoli
pfipustnym. Je za;imavé Ze Eulerova fada neni fadou mocninnou,,
nebot koeficienty - .

AR [fD(0) — f"""(a)] = A, [f*~a+ nk) — fe—(a)]
p¥ mocnindch A™' v roztoji (19) jsou ve skutednosti funkcemi h.

Vratme se k rozvoji (11) a nahradme tam Cdinitele @m+1 (nh)
hodnotami, vzat\]ml z rovnice (13). Dostaneme

m=v—1
hS A=)+ S |

m AcK ()=
+2 (nt1— ,),]f‘ X(a)+ h R,

&l
m=y—1 r=m

P 2= (""’f<'~'>< 3 D e A AR

o Transiormu:eme-h dvomasobny soucet na pravé strané podie
identity (4) a polozime-h znova m -+ 1—r=/i, obdrZime

hZf( )= ;i‘"”’ Fo-a) 4

r=v—-l lzv-r

, hrz (’1’:) ) f(r——l+i)(a) Y+ hR,.

- Vylouéime-li na prave strané soudty

i=y—t

?; i’Qf«—"(«» a2 f"—'+'><a>.
: pomoci rozvoiu b | )

f f(x)d "2 e f“*"(a)+(ex)

L—v—-r

2 ™
‘ f"""(b)-*f"*”(a)+ @ f"‘“‘+"(a) + (e
. Z ’ .'v: 1; f(°’(0)—f (0))
s vzorcem Taylorovym, kde v§ecky zbytky (01)~ a o) nésleduj( za
) ‘vy'razy obsahuﬂcimi SeNa); obdrilme '

. r...v-—l J .
hZf(x)- f f(x}dx+ Arke [f"“" ® f"*" @+
o i—v—l

;_'. +{hR.-~(e,)¢—- ; A ((’H-l) ]
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Je tedy podminka nutnd a dostaét;jici pro to, aby Eulerova fada

konvergovala a urdovala soudet >, f(x).*) vyjadfena rovnici
- ,

f=y—|

1R, — (@) — 27 A (@r41).] = 0.

V pHpad¥, Ze funkce f(x) fest holomorfns, platf lim Rv=0 a

»3Q0
taz podminka se nahradi vyrazem

i=v—I1

lim [(91) + > Al (oiy1),] =

i=

Remardue sur la formule d’Euler-Maclaurin.
(Extrait de Particle précédent.)
onsidérons la somme bien connue

ZIQ=F@+f@+h+f@ 20+ +flat (=] b=a-+nh)

qui figure dans la formule d’Euler-Maclaurin, la fonction f(x) ayant
par -hypoth2se des dérivées successives d’un ordre arbitraire. Le
développement de cette somme par la série de Taylor peut &tre
mis dans la forme

m=y—I

> @) =@+ Z«I»M(n) M@ LR,

Ut $mi1(n) désignent les fonchons de Bernoulli, » étant un entier
ositif arbitraire et R, le reste correspondant.

On en déduit le développement infini

b (o)
2 )y =nf(@ + 2 tnir(m) A1 "(a) (i

-

‘qui est vrai pour chaque fonction holomorphe [formule (21) du
texte]. En tenant compte des formules connues '

. - xmH ’—"‘Axm+lr" E
) fpm_H(X) +Z--r——-:.—;)-" (m=l, 2, .. .),

| "m0t gy mi |
: (e 1yt
A;::—-— _A2r+l=—.‘0. Ay = { (al_)), . B (r=1 2 . 1)

*) Tak- jest rozuméti 'i'konivefgegci fady (12), (20) a (21)'.. S
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(B débignent les ‘nombres de Bernoulﬁ) ¢t en mult;pmmt Féqua-
_tion (1) par A, 11 vient ‘

hZf(x) = nhf@)+
O @b f @+
(flh) f”( )+A h. (nh) f"(a)+A,h"’ nh f"(a)+

(nh) fl/l( )+A h ( )f’”( )+A2h2 (nh) f’l/(a)+
+ As,hs .nh. f’"(a) +

En sommant dans le second membre par les colonnes infinies
(ce qui en général, n'est pas permis), on trouve successivement
pour ces sommes partielles

) ff(x) @, fOY-F (@S O @S G)f @) 2O (a)... (1)

et en divisant par h, on obtlent la formule d’ Euler-Maclaurin (for-
mule (19) du texte): elle provient du développement holomorphe
(1) par un groupement ‘de tétmes, en général non permis.
* ‘En revenant 3 la formule (l), on obtient sans peine le reste
‘de la formule d’Euler-Maclatirin sous la forme d’une combinaison
linéaire du reste R, et des restes correspondants ¢,, ¢, ..., ¢, dans -
- ‘les développements des quantités (ll) en séries de Taylor, en fi-
“-mssant toujours par. les termes qui contienneut e a).

oy
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