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Poznámka k vzorci Euler-Maclaurinově. 
Napsal E. Bunicky. 

§ 1. Klademe si za úkol přirovnati formulí Eulerovu, která 
slouží, jak známo, k přibližnému výpočtu rozdílu mezi součtem 

b 

]?f(x) = f(a)+f(a + h)+f(a + 2h) + ...+ 

+ f[a + (fl— l)h] (b = a + nh) (1), 
a integrálem 

\jlU)dxf h 

k přímému rozvoji součtu (1) podle celých a kladných mocností ft 
v případě, že f(x) jest holomorfní funkcí v určitém oboru obsa­
hujícím uzavřený interval <a,b> (resp. v kruhu, jehož střed je 
bod a, a který obsahuje všechny body a, a + h, a + 2h9..., a + nh, 
připustí-li se, že f (x) je funkce komplexní proměnné). 

§ 2. Uvažujme nejprve dvojnásobný součet1) 
W-=P r—m 

Ž2BrUrim, (2) 
m = ! r = l 

kde p je dané celé kl&dfté číslo, Br jsou funkce indexu r, ur, m funkce 
dvou indexů, r a m. PíšemeJi dvojnásobný součet (2) v tvaru 
m=^p r~m , 

1BrUftm = B1Un + 

+ Btult + Btu„+ . - ; • « . . . 
+ B1un + B1ulz + B%uzz+ (3) 

+Bíulfp+BtUt,p+BtUstp+... + Bp-iUp-itp+BpUPj 

-) Označíme-li druhý člen rovnice (1) ztkráceně, jak se to dělá v počtu 
b G+nh . '{=« 

diferenčním, ]£f(x) = Z> '<*>• m ů ž e m e ->sáti v š u d e 2L * v e S I t ,y s l i r 

a a . . -=-•-. 
i=ji i--=l . 

2 B < = »! + «« + ... + «*-i + «*. Tedy na př. £? «/ = «i. 



a séfileme-H druhý člen po sloupcích, obdržíme^ 
iHsep] r=*m r~p m=--/> 
E SBrltf.m = X B r Ž Ur,*. (A) 
mst=i;r=T r=l m^r 

Může se státi, Že éxistuié konečná limita 
m*soo r*tm - . ' ' . . 
Z X:BrUr.m^BíUu+ÍBíu\t+3^)+(BiUlt+BtUtt+Btfa)+... 
/n=l r=l * 
anebo,: což jest ekvivalentní, že řada na pravé straně, jejíž členy 
jsou součty v závorkách, konverguje. V tom případě obdržíme, 
v souhlasu s identitou (4), 

'Š ŠBr Ur- * - í l m -S Br- -S "r,, m=l r==l /)->áor=l m=:r 

Ale ovšem, jak známo, není možno psáti obecně 
m=oo rs=m r=oo r=-oo 
]£\]£BrUr,m~ J £ #r J £ «r, m, (5) 
m=l r=l r==l m=rr 

• M 

kde se sčítá po sloupcích na pravé straně rovnice (3), prodloužené 
do nekonečna. ' 

§ 3. Předpokládáme-li, že je možno rozvinouti funkci fix) 
v uzavřeném intervalu < a,b > v řadu Taylorovu se zbytkem řádu 
v (obsahujícím hv a v-tou derivaci funkce f(x)), nalezneme 

JL " • *=Sír1 T kzht 
Zf(x) =/(«) + . g (/(a)+.*Vr(a) + -gr-r(«)+-•..+ 

+ 9 - ^ r / ( y ~ 1 ) ( f l ) + m } (6) 

při Čemž, je-íi v dané celé kladné číslo, (/?*)» znamená zbytek řádu 
v v rozvoji t(a + ftfr).vPíšeme4i rovnici (6) v tvaru 

\ \Ěj(^nř^hi^k)f(a)f^i^lfljr(a) + 

'*ap.r)r'».r;:L+^.(Sr)/^rt+-?<^'. 
a pdIo|íme*li 

\~ kt*ň~~l k*=n~\ 

obdržíme v
 v •--•" '>'-^:.^" ,'. ' " \ - . •. " 

:* • •'•' '••• - ' A - ' { ' ' • m $ | : r , 5 ^ A O T ; : - ' 
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anebo* násobíme-Ii h, 

h Zf(x) = nhf(á) + ^Js^Lfim)^ + hRv. (9) 

Vyjádřeme součty sm funkcemi Bernoulliovými 

xm+\ ržL™ Arhrxm+\-r 

*^x) = W^ + £Ú+T^l (".= 1.2,...), m 
ve tvaru homogením2) (bylo by možno psáti wm+i (x,h) místo 
<Pm(x)), při čemž koeficienty A vyhovují rovnicím 

K = -\> Azr+x=Q, A2r=
{~X^\Br ( r=l ,2. . . . ) , 

kde Br značí čísla Benioulliova. Obdržíme tedy podle známého 
v z o r c e

 t _m\<pm+l(nh) 
*m"" ftn+\ » 

odkud plyne smhm+l 

m
ml =fan(4 

A tedy můžeme psáti rovnici (9) v tyaru 
b m—v— 1 

h2f(x) = nhf(a)+ Z 9m+x(nh)fW(a) + hRv. (11) 
a m=-= 

Je-li funkce /(JC) holomorfní v intervalu <a,b> (nebo pro x 
komplexní v kruhu o středu a, obsahujícím všecky body a + h> 
a + 2h,..., a + nh), platí lim CR*)» = 0 , a, na základě rovnosti (7) 

v->00 
lim (hR*) = 0, odkud plyne nekonečný rozvoj 
y->00 

ft oo 

hZm^.nhf(a) + Z^+Ánh)fimm- 02) 
a m=l 

Položíme-li v rovnici (10) x = nh, obdržíme 

Dosadíme-li tento výraz pro wm+\(rih) do vzorce (12), dostaneme 

Napíšeme-lí pravou stranu explicitně ve tvaru schématu, obdobném 
pravé straně rovníce - (3), nemůžeme všeobecně sčítati nejprve 

s) A. Markoff, »Differenzenrechnttng4c,ilá96. díl druhý, § 7, str. 114. 
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nekonečné sloupce a potom nekonečnou řadu součtů těchto sloupců, 
jak bylo naznačeno v § 2 (zde platí .61 = 1, B* = A\h, B^ = AJi\.. 
i\, Bm+i == Amhm). Učiníme-li však tuto záměnu pořadu sčítání, 
obecně nikoli přípustnou, obdržíme právě vzorec Euier-Maclaurinův. 
Nebot, oddělíme-li první nekonečný sloupec, dostaneme 

čili 

(/w<a)=/W). 
Stejné, sčítáme-li odděleně všecky ostatní sloupce, obdržíme 

A řtoněvadž podle předpokladu je funkce f(x) holomorfní, obdržíme 
b a+nh i 

Jf(x)dx= J [/(a) + (x-fl)/'(a) + ̂ f í ^r(a) + ...]rfx = 
a a 

=- nhf(a) + |£/'(a) +. •. + ̂ ff^Ha) + ... 
čili 

: krfx=Ží?.rlw os) 
a m-= I "» ! 

Dosadíme-li do součtu 
oö (лл)«+«-^ 

ííí + 1 — ř 2= i, anebo m == r — 1 + j, obdržíme 

poněvadž má se sčítati od hodnoty výrazu m + 1 —r pro m —r: 
to iest od i= i. Avšak pro funkci holomorfní /(JC) platí 

/**-•>(&) **fW(a±nh) •* f^%a) + X ^ V r ! + / ) ( < i ) 
• j tr-L2,. . : ;/^(a)-= t(a», ' ' 



odkud plyne 

±^.f^+%a)^f{r-\Kb)_f(r-XKa) ( r = l, 2,...) 
/=1 * 1 

anebo, podle identity (17), 

j ? r ( Š + F ^ •/(m)(fl)=/(r-,)(*)-/(r-,)(a) (r=l,2,...), (18) 
Vzhledem ke vztahům (16) a (18) rovnice (15) nabude tvaru 

b 
b r oo 

* .£ / (* ) = / /(*) dx + Z Arh' \f«-»(b) - /<'-«)(<•)] 
a J r—1 

a 

anebo, dělíme-li h, 
; ' . b 

Íf(x) - Ij/(x) dx + A, [f(b) ~f(á)\ + A%h [f(b) -f(a)\ + 

+ a . . + Arh^ . [fr-»(b) -/<^)(fl)l + • . • (19) 
Tq jest právě vzorec Euler-Maclatirinův, psaný ve tvaru neko­
nečné řady.3) 

r § 4. Je známo, že nekonečná řada Euleróva (17) je nejčastěji 
divergentní, i pro Holómorfní funkci / (x). Přes to řada (12) (nebo 
(14)) konverguje pro každou holomórfní funkci f(x), stejně jako řada 
ekvivalentní 

2:/(x) = nf(a)+ZTínáT^f(mKa). (20) 
: a m á l ti 

Jménem funkcí Bemoulliových se nejčastěji označují funkce 
&m±t(x), definované vzorci (10),! když tam dosadíme ft==L Hle-
dínfe-Ii ke vztahu / . 

ym+t(nh)==:hm+l0m+i(n)t 

můžeme psáti rozvoj (20) v tvaru 
b ' • ' - . ' - oo 

Žf(x) = nf(a) + Z - W (n)hmfW(a). (21) 
, - • . ' ' a /n=l * 

*f DoWdíme-.H hodnoty koeficientů ^.obdržíme vzorec Euierárv v ob­
vyklém tvaru 

b . • •• x 

•J£m=Ђfm*:~W(b)-fШ+ 
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1 vidíme, že Eqlerova řada vznikne z řady (14), která konver­
guje pro holomorfní funkci f(x), seskupením výrazů, obecně nikoli 
přípustným. Je zajímavé, že Eulerova řada není řadou mocninnou,, 
neboť koeficienty 

Ar\f^xm^f^%a)] = Ar [f^(a + nh) -f^x\a)] 
při mocninách hř~-x v roztaji (19) jsou ve skutečnosti funkcemi ň. 

Vraťme se k rozvoji (11) a nahraďme tam činitele <pm+i(nh) 
hodnotami, vzatými z rovnice (13). Dostaneme 

h±m^m+"2t[^-í+ 

,7. . + i |Kh + « 
Transformuj eme-li dvojnásobný součet na pravé straně podle 

hfentity (4) a polol&ne-li znova m + 1 — r = i, obdržíme 

;"".• hp(*)^{J^-fi-im+ 
\ r=v—1 lxzv~~r (nu\i 

r^t s r • *• • 
Vyloučíme-Ii na pravé straně součty 

Í~v Í~U\Í " ír-y-ř 

f/Шx^^ţ^m+iя^ 

'•'•: # : 

pomocí rozvojů & 

^ Ҷ л Җ 
f(ф) 

f(r-n{b)^f^%a)+ V ^ 
^7y ^ í ! ( r - l , 2 > é . , r - l ; / < % H 

vzorcem Táyiordvým, kde všeoky zbytky (&)* a (v)* následují za 
výrazy obsahujícími /(*^!)(a); obdržíme 

i*Eti*y~ f(*ydx+ 2Arhr f/<r_t)(6) - / ^ " ( ^ i + 

: •...'; v f +^M^)»- J^^+^i 
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Je tedy podmínka nutná ti dostačující pro to, aby Eulerova řada 
b 

konvergovala a určovala součet j£fGe),*') vyjádřena rovnicí 
a 

i = * — | 

m [hRv — (Q,)V - T Aih1 (QÍ+\)V) = 0. 

V případě, že funkce f(x) Jest holomorfní, platí lim/?*=0 a 
r-->00 

táž podmínka se nahradí výrazem 
lim [O,), + T A!.' (Qi+Or) = 0. 

Remarque sur la formule dEuler-Maclaurin. 
( E x t r a i t de l 'ar t ic le précédent . ) 

onsidérons la somme bien connue 

£f(x)=f(a)+f{a+h)+f(a+2h)+...+f[a+(n-l)h] (b=a+nft) 
a 

qui figure dans la formule d'Euler-Maclaurin, la fonction f(x) ayant 
par hypothèse des dérivées successives d'un ordre arbitraire. Le 
développement de cette somme par la série de Taylor peut être 
mis dans la forme 

b m=v—1 

2 /(*) = nf(à) + 2 *»n-i(«) h">f«»\a) + Rn (I) 

ù jPm+i (n) désignent les fonctions de Bérnoulli, v étant un entier 
ositif arbitraire et Rv le reste correspondant 

On en| déduit le développement infini 

2 1 f(x>=«/<«)+È **+ l <n> * " « < * ) <W 
a m = l - _ 

qui est vrai pour chaque fonction holomorphe [formule (21) du 
texte]. En tenant compte des formules connues 

*^W = (iï+Wl + £<m+\-rV. (m==i' 2' • ' >• 
.4^- /l2r+, = 0, -42r = ̂ ^ p . B r (r=L2, . ..) 

*) Tak lest rozuměti i konvergenci řady (1Ž), (30) á (21).-
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(Br désignent les nombres de Bernouli») et en multipliant l'éq»«-
tion (II) par h, il vient 

hj?f(x)=*nhf(a) + 
<* 

^f(a)+Alh.nh.f'(a)+ 

:''''''^fJa)+%h.^^)+À^.nkr(a)+ 

, ^rXa)+Alh. mr(a)+AJP. ^f"(a) + 
+ Azh*.nh.f'"(a) + 

En sommant dans le second membre par les colonnes infinies 
(ce qui en général, n'est pas permis), on trouve successivement 
pour ces sommes partielles 

ff(x)dxj(byf(a),f(byf(a)r(b)-f"(a^^^ (III) 

. et, en divisant par h, on obtient la formulé d'Euler-Maclaurin (for­
mule (19) du texte): elle provient du développement holomorphe 
(H) par un groupement de termes, en général non permis. 

En revenant à la formule (1), on obtient sans peine le reste 
de la formule d'Euler-Maclaurin sous la forme d'une combinaison 
linéaire du reste /?„ et des restes correspondants çu ç2t..., QV dans 
les développements des quantités (III) en séries de Taylor, en fi­

nissant toujours par les termes qui contiennent / (y~ ! )(a). 
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