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Stavojevna rovnice slabé _associovanych plyni
. a kapalm -
Napsal Ph. Dr. Karel Teige v Praze.

Spojity ptechod mezi stavem kapalnym a plynnym poznal
nejpfve Th. Andrews'). Jeho pokusy byly pozdé&jf theoreticky
vysvétloviny, a hlavné to byl J. D. van der Waals?), kterémn
se podafilo na zdkladech kinetickonrolekuldrnych sestrojiti rov-
nici stavojevnou, kterd vystihuje jak skupenstvi plynué, tak
i kapalné, kterymto dvéma stavim dohromady se nyni Fikd
stav fluidni. JelikoZ obraz o melekulich ve stavu fluidnim je
u van der Waalse dosti jednoduchy, je pfirozemo,.ze jeho rov-
_nice jevi se skutetnosti jisty nesouhlas: Proto byla jeho rovnice

zlepSovdna. To délo se jednak cestou theoretickou, jednak em-
pirickou na zdklads experimentilného materidlu. Cestou theore-
tickou délo se to vétSinou pouze u plynd, pfi cemZ kontinuita -
" byla pusténa se zfetele. Byl to hlavn& Reinganum?®) a jeho Zici,
ktetf pracovali na kinetické theorii fidkych plynd.
~ Didle byla rovnice zlepfovdna korrekci na vlastni objem
molekul. Sem patfi prace Boltzmannova,*) Happelova®) a Nabelova®).

Rovnice pro cely stav fluidni byla zlepSovdna vé&tsinou

pouze empiricky. Hlavni potiz pii theoretickém odvozovini

1) Phil. Trans. 159 str. 375 (1869). Némecky pi‘eklad Ostwalds-Klas-
siker. Cis. 132.

2) Die Kontinuitat des Gasformigen und ﬂumgeu Zustandes Dissert.
Leiden 1873.- ‘

3) Reinganum: Theorie und Aufstellung einer Zustaudsglexdmng
- lnang. Diss. Gottingen 1899.
4) Boltzmann: Vorlesungen nber Gastheorie. Svaz. 1L, str. 51,
5) Happel, Ann. der Phys. 21, 342; 1906.
6) Nabel Wien. Ber. (1Ia) 120, 851 (1911).
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stavojevné rovnice pro stav kapalny tvoti problém. ktery miiZzeme , -
nazvati problémem tif molekul.

Pi odvozovdni rovnice van der Waalsovy ¢&inf se suppo-
sice, ze potet mist. kde tFi molekuly pfijdou blizko sebe je
k zanedbdni. To je splnéno vSak pouze v plynech Fidkych za
vysoké teploty. Av8ak v kapaling se jisté utvoi{ shluky vzdy
dvou molekul, a vznikaji téZ srizky mezi témito dvojmolekulamni
a molekulami jednoduchymi. Tyto srdzky dosavddni theoretickd
odvozeni rovnice stavojevné nechdvaji nepovSimnuty. Jsou sice
vybudovdny theorie, které vysvétluji odehylky od ro¥nice van
der Waalsovy pelymerisaci molekul, le¢ nikde nebyly briny
v tvahu veSkeré veliliny, které polymerisaci se méni.

V této praci problém tif molekul budeme Fegiti tak, ze
plyn budeme povaZovati za smés jednoduchych molekul a dvoj-
molekul. Pomér jich urtime dle zikona associace. Jednoduchd
molekula a_dvojmolekula budou mfti urtitou potencidlni energii
a urtity objem. Za téchto supposic odvodime novou rovnici °

stavojevnou, kterd pribéh funkce ( o v jistém oboru, totiz od

0 [“)
nekonetné "velkého objemu az do objemu, pfi kterém. nastivi
maximum této funkce, popiSe tak ptesné, jako dosud Zddnd jind
rovnice stavojevnd, a to bez ohledu na néjakou snad nové za-
" vedenou konstantu. Za maximem vSak nastdvd novy pokles funkce.
Ten v8ak jiZz nae theorie nedovede vysvétliti.

Proti rovnici van der Waalsové hlavni 7ména bude v tom,

#e se v na$i rovnici vyskytne ¢len priblizné tvaru ——, - kteryzto

1‘2 Te3.’

tlen empiricky do stavojevné rovnice zavedl Wohl. Rovnice
Wohlova®) totiz znf

n C
[1+va—l;) 1"1"]‘ —W=RT.

Podobn& integraci empirického vyrazu pro
p .
(737 2)°

7) A. Wohl, ZS. f. phys. Chem. 87, 1—40 (1914), viz také Jellinck,
>Ife)nrbuch der phys. Chemie,« (1915) dil druhy, str. 127.



pii isopentanu dospél Reinganum®) k rovniei

ke — ¢ ¥ kTt RT
- K 2 v, et SN & e e n,/V
P+ ket + [72+k3 1+,|.ﬁgv..]e 1[ e AT =5 0.0l
v ) T
pfi temZz C(¢) dd se rozvinouti v fadu, kterd souhlasi s roz-
.vojem objemové korrekce. Tato rovnice je jesté podobnsjsi rov-

.niei, kterou odvodime, le¢ pribéh funkce( 0% 1") nevystihuje tak

dobie.

Co se tyde rozvoje objemové korrekce v predeslé rovnici
je dilezito uvésti vysledek, k némuz dospé) V ogel“) pro isopentan
a ktery zni:

»Spokojime-li se v rozvoji fady objemové korrekce C(v)
jiz s quadratickym é&lenem a vypotitdme-li veli¢inu b pro objem
v =3, obdrzi objemov& korrekce tvar

1+ 3445 0 + & 3445

‘Tato fada udavé funkei Cio) pro v =25 a vétii objemy
s velkou pfesnosti, odchylky jsou mnohem mensi nez 1°/,. Pfece
viak tato funkce nevystihuje objemovou korrekei pro nejmensf
objemy, tedy az asi do v—=1-6. Zde je objemové korrekce po-
nékud mald. Pfihlizime-li pak je$té k daldfmu clenu objemové
korrekce °286b%9% tu je dobry souhlas pro velké a malé ob-
jemy, aviak mezi v = 25 a v=4 Jevi se systematickd odchylka
mezi 5°/, aZz 10°/,.

To znamend, Ze nehledime-li k nejmendim objemém pfi-
branim ¢lenu 0°2869h%* souhlas s pozorovdnim se zhorSuje. Tuto
okolnost vysvétlime v této praci tim, ze dal¥f ¢len objemové kor-
rekce je ziporny, a tedy, béfeme-li misto ného néjakou kladnou
hodnotu, tu nutné objemovd korrekce se zhorSuje, misto aby
se zlepfovala. Pro¢ objemovs korrekce ma asi tietf ¢len zaporny
- 0 tom promluvime na vhodném misté. Tim oviem se zhorif vy-
sledek pro nejmensi objem. To je vSak pochopitelno z toho
~ diévodu, ponévadz pfi odvozeni nadf nové rovmice; kterd je po-

dobnd ptedchdzejicf empirické rovnici, déldme sapposici, Ze

8) Phys. ZS. 11 (1910) 735.
9) Vogel: ZS. f. phys. Chem. 73, 477 (1910).
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pomér associovanych molekul k jednoduchym je tak maly,
ze (tverec tohoto pomé&ru mozno zanedbati. To bude také

patrno z toho dévodu, Ze kfivka hodnot ( g; ) naméienych

souhlasi s kiivkou vypoétenou z rovnice nasi pouze pro hoduoty
vét8i nez v =28, Co se tyte zdkona, ktery uzijeme pro pomsr
dvojmolekul a molekul jednoduchych nutno uvésti toto: My uzi-
jeme zakona associace resp. dissociace. Tyto zdkony jsou vse-
obecnd dosti sloZité a to proto, ponévadz dissociace je ovlddéna
zékonem quant. JelikoZ v8ak v naSem piipadé molekuly jsoun
zcela volné vézany ve dvojmolekuly, nebude asi v tomto pifpadé
- theorie quant hrati Zddnou dlohu. Proto si zvolime pro associaci
ten nejjednodussi zdkon, ktery jsem nalezl a ktery budeme po-
vaZovati spi§e pouze za nejjednodus$i approximaci nez za pfeésny
z8kon. Pfes to v3ak uvidime, Ze mé vétsi platnost neZ pouhy
vzorec interpolaéni, nebof derivujice ho dle teploty dospéjeme
-ku vysledkim souhlasicim s métenim.

1. Odvozeni stavojevné rovnice.

Dle toho, co bylo feleno v uvodu, budeme povazovati.
plyn za smés jednoduchych a associovanych molekul. Jelikoz
pomér associovanych molekul k jednoduchym je velmi maly,
budeme brati zietel pouze na prvni mocninu tohoto poméru:
Rovnice van der Waalsova'®) pro smés dvou plynii zni

Tt (=2, + 20, ® (1—x) + oy, %]
v+ v =

_RTv 14 ”[(1""7) B, + 28, r (1 + =) + B, «*]
— wN ’ 20 ];

kde » znati souéet viech molekul, N Avogadrovo &fslo, R plynovou,
konstantu grammmolekuly.

Je-li o, poldmér molekuly prvniho plynu, ¢, pak druhého
-~ -tu je

B,="*= (291) Bia= 4/5 7 (0 + @)% Bre = s 7 (204)° )

10) Wassmuth: Statische Mechanik, (Sammlung Vieweg), str, 53.



‘.Konstanty « souvisi s potentidlni energif ¢, vztahem
. — 2 (l—x)2 e, + 22 (1—x) e, + »* 2% a,,
q —_— T B v .
Budiz y pomér poitu molekul, které associovaly ku viem
molekuldm, &-1i ka Avogadrovu ¢fslu N, pak je '/, y N polet
dvojmolekul v grammmolekule a (1—y) N polet jednoduchych
molekul. Soudet jednoduchy"ch molekul a dvojmolekul
={—="/yy) V.
Pomér poétu dVOJmolekul ku pottu Jednoduchych molekul

bude din vyrazem

1/ 1
ey
I—J 2!/

To, vlozeno do rovnice (1), dava

xr =

7/ Z\ . , "
/2 ) a (1="0, )" @yl ="/, y) 4/ 0ty .’/"]:

? N
It [1+ /2""< iy 9)t B+

p%—“
e "_‘(1—‘1/2
+ ﬁxz?/ (1_'.'/'2 ¥)+ '/ By ?/2)] ,

Zanedbénim druhych mocnosti y-onu, dostaneme.

N2 4 ] RT
L [au + ¥ (012—261.1)] [ 25 (ﬂ‘+‘/('i"
. R | ‘\
—, ﬂ.))] ~ A, (1 + 5

Vyttenim y-onu dostaneme

N? N 2 RTN
p Sy | e ) RN, vy
RT(.  NB RT NG,
+§;(1+‘25‘)]=7‘(1+?;)-'

Utinfme supposici, Ze y je dédno vztahem
-

v Y=v1%

Jak plyne z theorie associace '').

11) Winkelmann: Handbuch der Physik, vyd.2. Svazek 3. Str.729 a 733.



Tato rovnice, ackoli md pouze jednu konstantu, jak se zda,
vystihuje associaci nejlépe, nehledime-li oviem k velmi nizkym
teplotdm ; nemd té vady, kterou md vzoree Planckiiv '%), ktery zni

P¥i tom ( pti associaci jednoduchych molekul ve dvoj-
molekuly je v prvém piibliZzeni '3) ddno vzorcem
26, = Gy

¢= R

kde C,, zpaéi molekuldrni teplo jednoduchych molekul, C,,
dvojmolekul p#i konstantnim tlaku.

Pfi volném spojeni molekul ve dvojmolekuly moZno pied -
poklddati. ze

20,, — C,, =0,
a tedy i
C=0.
Tim pak jest

B
Y = dpeT .

JelikoZ tento vyraz pro vysoké teploty konverguje k hod-
noté Ap, znamend to, Ze pro velmi vysoké teploty md associace
urtitou na teploté téméf nezdvislou hodnotu. To s predstavou
associace dd se ztézi srovnati a proto je ziejmo, Ze vzorec
k
71‘-‘-;'7
alespoii pro vyssi teploty popisuje associaci lépe.

NaSe rovnice stavojevnd pak dostane po malém upraveni

. =

tvar . o
o N KR [an N (@, o) TNB, (B _,,3)
n+ et +z73T2[ 2 (a” 2 2 (/3' 9 +
Ir NN T N, '
4“@‘(”-7?)]- > (1t g, )

" Jelikoz ¢len ndsobeny % je pouze jakymsi tlenem korrek-
‘tnim, dosadime tam za «,, N* a §,N hodnoty plynouci{ z rovnice

12) Planck: Thermodynamik. 2. vyd. 1911, str. 221.
13) Jona: Phys. ZS. 20, 19 (1919).



“van der Waalsovy; totiz

N 1 e, NP 2T

o T3 TR T % Ty

kde », znaif kriticky objem, T kritickou teplotu.
’l‘im dostaneme

LNt ERMe 27 a b, 3
P+ v“;"‘k [M_ Ti (a_& - ) g ([ﬁl: _—_2—) .

=

all

. 3T I V,
+.}T.( _|_i7’fﬂ___ T/ +12})

20%

Kdybychom chtéli vziti ohled na V)S:Ei mocnosti objemové
korrekce, bylo by nutno vyjiti ze stanovené rovnice pro smés
dvou plynd, kde se béie ohled na vys&i mocnosti objemové
korrekce. Dosud vSuk je zndmd pouze takovd rovnice, kde se
béfe ohled jenom na druhou mocninu objemové korrekce. Theorii
-této rovnice podali témér soucasné Happel ) a Ornstein '*).
Aviak omezime-li se na plyny, kde associace je velmi mald,"

o\ : . .
tedy na pifklad mensf nez (:—), kterazto velitina v kapaling
miZe byti az rovna jedné ¢tvrting, byla by zména objemové

) by
korrekce v druhé mocning této korrekce iddu (—v'—) , tedy' téhoz

fddu jako by byla drubd mocnost assoc1ace, kterou jiz zane-
dbavéme. '

Tim do tieti mocnostl objemové korrekce nebude sahati
Jjesté vliv associace a proto objemovou korrekei pidme ve tvaru

ST

- pfi Ctemz v piipadé, kdy molekuly maji tvar koule, by bylo
coey =g, a, = 0°286Y.

Nemaji-li viak molekuly tvar koule, budou miti tyto veli-
¢iny asi jiné hodnoty. K této otdzce se podrobnéji je&té vratime.
Pri tom nutno je8td poznamenati, Ze br4ti ohled na vyssi moc-
nosti objemové korrekce méd jen tehdy smysl, je-li asspciace’
vskutku mald. '

'4) Happel: Ann. der Phys. 26, 95 (1908).
15) Orenslein: Amsterdam Akad. Versl. Juni 19.8, str. 107.

~
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: Il Priabéh funkce (a Tpg) .

Derivovénim rovnice (4.) dostaneme

A%\ 1 Ikey 8_[ T ., . _3_
(‘arz).——:;m«—'ri[z; ﬂm -2 2(;:, .4)+
+8 {1+ —)] . ®)
Nullovy bod funkce(a [u) , ktery oznatfme v, splinje

tedy rovnici

81 T,

G g\ gfe 4 gTe 4
A /'( 2) 22 f3lpa=0 @

. . 1%y .
Smérnice teény funkce{m) je

0 (9°*p\ _ Rkvi [81 Tk (e, Bis , ”
= B [ R ) oo

ol T 14 T \e,y,
V bodé v, bude smérnice teény
D (0 _ Bk
' au(aT?) PR LR )
Minimum funkce(a II‘) budiz v bodé¢ v,. Ten je ddn
rovnict .
8L Iy (e, o [ U
Jeiikoz
?’_"' a"'[)’ 41?/.?1, 81 T Oy _ ﬁp
’au*(aT'-')‘- e [4 T(”‘ "2) 2 +4+2z
je bod obratu funkce (W) E ktery oznadime r,} d&n vy’razem
81 TA a,2 ﬁw 3 12 . ’ '

7. rovnic (6), i8) a (9) plyne vztah mezi »,, »,, v,

8 v —— . )
1r,=2¢, =30,
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z tehoz By, = 5 vy, 1y, = 2. (10)
2% .
Hodnota tunkce (BT") v bodech v, a v, je
?p\ _ 1 Rk
(375 ), == 5 7o
?py L RE
(MJ%— 2 0, T
Pomér obou hodnot je
11 .
g 17'—" 2 4 ¢ 2 .
‘T%Z?b}z%:’z (1)
7 o

Pro pomér smérnice tetny v bodé v, a hodnoty funkce
v bodé v,, dostivime

[ 2 (a‘zp) ] 1
> |57 I 2 2 -
L 0T e, W7 g3\ L 2T 1 gy,
. 11 2) o T4
(aT")U 3 v
2
Tim ziskali jsme pro funkei (2—1}%) fadu vztahd, z nichz vét-

§ina je nezdvisld na konstantich 7, «, §; a tim, Ze ukdZeme, Ze
tyto vztahy na kiivee pozorovanych hodnot jsou splnény, je
spravnost nasi rovnice v jistych mezich zarutena, nebof shoda
neni dociena snad vétSim poltem konstant. ;

2 .
Pohledneme-li na graf funkce (g—%z) pro isopentan, vi-

dime '}, ze nullovy bod je v okoli v == 5, minimum v okoli
v =1, bod obratu » = 8. coZ pifi nepfesnosti pozorovanych
hodnot je shoda s rovmici (10) dobra. Smérnice tetné grafu’

v nullovém bodé je —2—'1—1, minimum — 06, podil pak

3
24 4 o, 7
g o3

16) M. Reinganum. Ann. der Phys. 18, (1905), 1015.
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coz je shoda s hodnotou 1'35, danou rovni¢i (12), kam jsme
polozili v, == 5, velmi dobré.

Hodnota funkce v bod® obratu je asi — 05, podil pak
hodnoty v minimu a v bodé obratu je 1'2, tedy pfesné tatdz
hodnota, kterd plyne z theorie dle rovnice (11).

K hor§imu vysledku: piijdeme, urtime-li ze smérnice kFiv ky

(b—-;);) v bodé », stupen associace v kritickém bodé. Zde vy-

chazi hodnotd vétii neZ deset, kterd je dle nasi theorie jiZ ne-
oprdvnénd. Let tato neshoda pochdzi od toho, ze smérnice funkce

(g-_%i) v bodé& v, je velmi citliva na tvar zdkona associaéniho,

nebof méa ve jmenovateli v,2 7', daleko citlivéjsi nez projektivni
vlastnosti této kiivky, a proto volbou na¥eho pouze aproximac-
niho zdkona pro associaci nelze lepii shody otekdvati. Potom
také neni u isopentanu splnén dokonale poZadavek, Ze pocet
dvojmolekul je velmi maly proti pottu molekul. To je patrno
z toho, Ze pro mensi tlaky je objemovd korrekce 4 — 3-445,
naproti ¢emu’ za velikych tlaki moZno isopentan stlaéiti na
objem jeSt& mensi.

Aviak z diskuse kiivky (—Z—I—) zdd se, Ze pribéh této
kiivky, ktery jsme odvodili nejprve ;)ouze pro plyny slabé asso-
ciované, bude tyz i u plynd silné associovanych. Nyni obritime
se k zavislosti nullovich bodd funkce (a'T),s na teploté¢ danych
rovnicf (6,. Rovnice tato v redukovanych veliindch teploty =
4 objemu » md tvar

81 1 .(2—113):4-1—3_11—2;'3

4z o, L

Zavedeme-li pak sem misto teploty : redukovany tlak 7 redu-
kovanou rovnici van der Waalsovou

(7-{——?;,)(31}——1):8:,

dostaneme
81 8 I3 -
—_— — 2o 12 —_— 4 + 31y — 2 ¢ 12
4 ( R ) e
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Tuto rovnici porovndme s diagramem - z» - nullovych bodd
2
unkce C‘)—%) , ktery sestrojili Kammerlingh Onnes a Kcesom'")

na zdklad® empirické rovnice stavojevné. 7 diagramu je vidéti,
7e pro nepiili§ veliké tlaky se » nelisi piili§ od jedné. Polozme

proto » = 1 — ¢, pfi temz ¢ budeme povaZovat za velmi malou
veli¢inu.

Zndme-li pak dva pdry hodnot Ty €5 My, &, dostaneme

12

rovpici pro - ve tvaru

3 vy
(n2-]—1 )(- —38&) T—250%— 3¢

| (wl + 3 ) (2-3e) T—27 36,

Potitdme-li s ¢ jako s veli¢inou velmi malou, dostaneme

[7+ 3 (1 + 2] (2 + 35,) _
[ + 3L+ 26)][2— 3 + 3G, )]

Bre
T—2%%— 3¢
Y - T
T2 50 480 — e,
1
To je ddle
y+q Be, 6e, 3 s HE
' +5 l+ﬂ2+5 771+3 Z(’€2 c’)]——l_l—g d

Dosadime-li sem hodnoty z uvedeného diagramu

mn =1, § =3, 7,==4, &, =%, dostaneme

Wbt
- 40-2?v
1

z &ehoz
.812__ 5 - Q.
o 315—33'

281 e}

17) Encyk]onadie der mathem. Wis. Svaz. V., dil 1., str. 756.
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Supponujeme-li, Ze polomér dvojmolekuly je zrovna dva-
krite vétsi nez polomér molekuly, bude

3
By (L2754

B ¥

Velitina pak 2 — :T‘—"l bude velmni malé, coz znamend, Ze bude
1t
ptiblizné
0, = 2a,, .
Tedy associované molekuly budou miti polomér dvakraite
tak veliky jako molekuly jednoduché, a ku potencidlni energii
budou prispivati tak, jako dvé molekuly jednoduché.

To poukazuje k tomu, Ze jsou to dvojice molekul volné
pohromadé jsoucich, nevazaznych silou chemickou. Jelikoz pak
tyto dvojmolekuly rotuji, je pochopitelno, Ze jich polomér je
rovny priméru molekuly. Jelikoz ddle jich chemické sily na-
vzdjem se nijak nenasycuji, budou se séitati jich pFispévky ku
potencidlni energii, pouze mald tist bude absorbovéna volnym
spojenim molekul v dvojmoleknly. Tim lidi se naSe dvojmole-
kuly podstatné od- chemické slouceniny dvou molekul, pro které,
jak dokdzal van der Laar, '®) by platilo

“a2—yg, b (V2 1/
1

o g~ 28

1

. 2
Diagramm, kterého jsme pro nullové body funkce (%)
uzili, je kreslen dle empirické rovnice Kamerlingh-Onnesovy na
zékladé méfenych hodnot pro H,, 0,, N,, C, H,, O (aethyl-
acther) a isopentan. Zde chci upozorniti na jednu véc.
Z theorie dielektrické konstanty dospél jsem k zdivéru, Ze nutno
rozezndvati dvoji zpisob associace nolekul.

Pii prvnim zpisobu je elektricky moment dvojmolekuly
zrovna dvakrdt tak veliky jako moment molekuly jednoduché.
Naproti tomu pii druhém zpisobu associace elektricky moment
dvojmolekuly rovnd se nulle. Molekuly plynfi, které sestdvaji
ze dvou stejnych atomi, nemaji Zidného elektrického momentu, jak

18) Van der lLaar: Versl. K. Akad. van Wet. 24, 1284 (1915); Jour-
nal Chem. Phys. 14, 3 (1915).
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Jona ') zjistil u vzduchu a jak ostatné plyne z modeld molekul
naznatenych u Kossela ?°). Takové molekuly budou jisté vdzdny
velini volné. takze hofejsi suppasice o poloméru téchto dvoj-
molekul jest zcela oprdvnénd. Podobné bude to asi opravméno
u plynd, které associuji prvnim zpisobem.

Néco jiného je u aethylaetheru. O tom ukézi v prdci o ,di-
elektrické konstantd“, ze associuje tak, ze elektrické momenty
molekul ve dvojmolekule se navzdjem ru8i. Pri této associaci
molekuly jsou tésnéji u sebe a proto pro tuto litku bude asi
2%p
2T
nez jak je uvedeno v citované praci Reinganumové; le¢ nullovy
bod, minimum a bod obratu budou miti tytéz poméry soufadnic
jako isopentan, stejné 'pofadnice v téchto bodech budou vyka-
zovati tyz pomér; jsou to jaksi invariantni vlastnosti této
kfivky.

jinak vypadati diagramm hodnot( ) i jich nullovych bodd,

Ze redukovand rovnice pro nullové 'body funkee (%/L)‘)

aethylaetheru mizZe vypadati jinak, neZ jak je v uvedeném grafu
zakreslend, je ptipustno z toho divodu, Ze vysledky méfeni
u aethylaetheru jsou pfili§ daleko od kfivky nullovych bodi

2

tunkece g zp ) takZe nemély asi vlivu na kresleni této kiivky.

Ze tato kiivka neni u vSech litek stejna, mé piféinu v tom,
7e zdkon korrespondujicich stavi ?') je pouze prvni hrubé pii-
blizeni, od kterého jsou odchylky az ptes 1000°/.

IlL. Uréeni konstant z hodnot v kritickém bodé.

Stavojevnou rovnici (4) piSme ve tvaru

1 Rilv ) 3 v .1
,+a'1 5 1]"[8,1 M, —TM, +3—1;—2-]]__
]'.' ]}3
= RT [i+ Tt st 1] 4

19) Jona: Phys. ZS. 20, 15 (1919).
20) Kossel: Ann. der Phys. 49, 359 (1916).
21) Jellinek : Lehrbuch der Phys Chem. sv. II., str. 81 a nasl.
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pii ¢emz _
M=, =,
“Il i 1
Derivovduim plyne
) 9. T2 . - . s
( P _—_f‘h‘.,]\—+ lﬂf—’—" 2, — T, | —
! /Al I Tk

4

T
) 31)‘ 41,3 _
— kT l + + + o 1,5_] ’ “(1H)
0%\ __ . ﬁanl\ﬁ 4R vy 21 , _‘i_v_ .

T 3’) 34 45,3
TRy AL T ]

V kritickém bodé i, px, T%, mimo stavojevmou rovnici
musi byti splnény jeté rovnice

F o 2
}%\J k: 0, [\ b:)) ) ]k:O.

Tim jsme obdrzeli tyto tfi rovnice
o 1\” 1 Rk 27 3

2 ])3 )
] M[ e ,3+a2p]:o, as
k

0'

2, | Rk [27,
U +”le L8 — +1]
‘2 1
_,Rz;[lﬁ-gé-% LU ] 0, (17)
“k
6, N* 4Rk [27
Tw Tl My - My z]+
< b ]-
+RT[ 24 1304.,’ «ff’f]—.& 1)
k k

T2
V' rovaicich (16), (17) a (18) jsou koefficienty u “11;1: 4

k

I.’T—g— v poméru 7:2:— 6. Proto musf i zbyvajici dsti téchto

k
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rovnic byti v témz pomérﬁ, ¢ili musi byti
1 Rk (27 ' 3 RI: | ‘
2[,)+,_5 AT (8 M —M,+ 2.) 14« ( )

|
h 3 _ Rl NN RTL|
+ o (f} i]—“vk""/;(é M, — M, +1) l1+3
b2 h | 4 L 27 \
)= e (-
/ 2 b3
LR PISTS ( b \) +20,,1(_) .
3v, | T, v ]|
Odtud upravenim obdrzime tyto dvé rovmice
1 [-'].‘, 27 ' S RTk‘ _/]; 2
— —— Ry — ]/ — - _ e - —_
3 1,:‘_"7".(“4 Vo= ) Wt v, ‘1 % ! h)
h\? l _ .
| - () (= (1)
1 RE (27 ’ RT: | 1 b2
Il by VR ) VR B
3 0T, (8 M 1/2)—*._ ¢ |3 “ (”x- )
8 b\ ,
Odeétenfm druhé z téchto rovnic od prvé je
RT: b\3 e ' o
m-[1+a2(€)]__5. @1

Podobné& v rovnicich (16), (17) a (18) jsou koefficienty «
Il 2
28‘ M, —M, a 0&(1")’) v poméru 7:3:— 12. Proto musi byu
k

3[”&‘*'”"1\"‘;@;1 JeTk|1+ ta ( )l].:

2 2 1’15 ’
2a;1_Ng+rﬁ£; Rf" {1+2_~+4a2(__) Ir__
= B g POt 20a2(vk) .
Upravenim obdrzime tyto dvé rovnice ‘
R LI
R P { o, (%)}:" (23
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Odettenfm druhé z téchto rovmic od prvé je zase

RT, b3
70, [ +e ( k}]_‘;’,,

coz je dikazem, Ze rovnice (16), (17) a (18) nejsou ve sporu,
nebot bylo by moZno, Ze bychom p#isli ke sporu, ponévadz pfti
bdvozovdni na$f rovnice vysli jsme z rovnice van der Waalsovy,
kterd vlastn® pii urfovéni konstant z kritickych hodnot vede

ke sporu, nebof pro vyraz ET: dospivd ke dvéma mznim hod- -

k’l
notam.

3
Dosadime-1i nynf do rovnice (20) a (23) za «, (1:—') Z TOvV-
) k

nice (21), dostaneme

LRk (2T, ' ) RT: b2 , o
—a|—) |—8= 9
3wl T ( T Divi [ ”l(m-)} 8=0, (%
PrCE + 9 771:”I%Tk 17k?)k ( + n “+6=0. (26)

Z rovnice (25) odvodime nejprve jeden jiz diive empiricky na-

. ’ 2
lezeny vztah. Zanedbdme-li ml(i) proti 3, obdrzi rovnice (25)

Vg

tvar
k 27 24 :
1,”,}?[8 M, M]_ i —0. @1
PrUr

Faktor Tl';]— znadf stupeni associace v kritickém bodé. Dé
k

se Cekati, Ze associace v tomto korrespondujicim bodé bude tim
vétsf, ¢im v ném bude vétSi potencidlni energie plynu, kterd
pii platnosti rovnice van der_Waalsovy je tmérna vyrazu

‘Rg' 3bR =T
Nazveme-li faktor damérnosti 3 », dostaneme
RT. 8- "
P~ BT (My— 2T,

8
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Druhy &len ve jmenovatéli pravé strany je velilina mald,
pro¢eZ mdme dile

RT, 8 , .
P 3 (LT, . (2%)
kde
=7 (M i‘ Ml).

Predpokladdme-li, ze I, a 1/, jsou u vSech ldtek stejné, ‘
je » universilni konstantou. Tim jsme dospeli k rovmici (28),

kterou s konstantou 3 misto—-, empiricky jiz r. 1891 odvodil

10

(uye. *%)

Jelikoz tento vztah byl u¢inén za mnohych predpokladi,
d4 se Cekati, ze bude mnoho odchylek od ného, ¢emuz vskutku
tak je. Proto zd4 se, ze k urleni stupné associace lépe se hodf
rovnice (26), pfi ¢emz nutno takto postupovati: Nejprve je patrno,
ze naSe rovnice pro veliké teploty a objemy ptfejde v rovnici van
der Waalsovu, kterou piSme ve tvaru '

(p {—a“ )(w———b) I‘I',
odkud je
/\)\ a[)
S 2 Y —
V=v En SNV =* LI (2) 7"),, p] .
()

Judou tedy v nasf rovniei koustanty b a «,, urteny vztahy

N o e o
- U,’) .!, N »/;_:—,11’1}’11:;1;' [7 b/j),, — ,.
(B'I'.,,

Specielné pro isopentan tyto dvé hodnoty jsou %%)
@ N2 = 5100 X 10% fh = 3445,

L == 1im

T=x, v=%|_

Jelikoz pak
) BT,
Pt = ]3J4\ 10° 1——-—__(5 762, rp= 4266
Ik Lk ‘
22) Guye. (. R. 112, 1257 (1891).
23) Vogel: Z3. f. phys. Chem. 73, str. 161 o 477 (1910).
] 9
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méame pro P rovnici

3372 oy K - 3445

881 —— — 3:76 =

1394 T 188 o — 3 “’2(3 + 4266) 6=0,

odkud je
E .
T TE— S 2.

Hodnota tato je prili§ velikd, le¢ ne jiz tak velikd, jako ta,

2
\ kterd plyne zé smérnice funkce (

‘()l“) v bodé v,. Pres to -uzi- ‘

jeme této rovnice k urceni 7.

Zndme-li jiz tyto hodnoty, nutno urtiti jedté «,, «,.

o, plyne z rovnice (20), «, urtfme pak z rovnice (25).

Z rovnice (20) je patrno, ze @, musi byti zdporné, nebot
u viech plynt Je splnéna nerovnina

RT:
PRk

To u plynd, kde vskutku associace je mald, poukazuje
k tomu, Ze tvar molekul neni kulovy, nebotf tu by muselo byti
iy = 0°2869. Bylo by tedy nutno vypolisti koefficienty «,, «,
pro molekuly za supposice, Ze tvar jejich nenf kulovy, nybrz,
7e je to na pf. ellipsoid.

Let tato tloha je tak obtiZnd, Ze dosudna Je)i feSeni nenf
ani pomysleni. Proto nutno koefficienty «,, «, povaZovati za
konstanty ldtky. které s veli¢inami jinymi jsou urleny pravé
uvedenymi rovnicemi.

Kdybychom ptedpoklddali, ze molekula m4 tvar ellipsoidu.
tu je moZno, ze dvé molekuly po rdzu se ihned od sebe ne-
vzddli, nybrz, ‘7e budou nésledovati d4alsi rdzy, coZ bude G&in-

" kovati- jako dotasnd associace téchto dvou molekul, zvldsts kdyz
k sob& budou Inouti jeité silou affinity, jejiZz mérou je potenci-
dlnf energie plynu, kterd v kritickém bodé je Gmérnd kritické
teploté 7,. Naopak zase je mozno, Ze associované molekuly
budou se vice lifiti od tvaru kulového neZ molekuly jednoduché ;
proto se dé také otekdvati, Ze ¢im vt bude associace, tim

I{Tk :

men§f bude «, a tim vétsf pomér

H
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‘Ku konei této kapitoly utinime jesté jednu dilezitou po-
zndmku o na$f rovnici. Vogel?*) dospél k empirické rovnici pro
isopentan ve tvaru

P 8372 X 10% g - l 1216 X 10° 4 75710 X 103.%%"{%]
Fe R 6 -
) . 1-+6631p 12
QT/_Z}‘: d]:M .T. @1—:Q~115232, (29)

¥
ze které je patrno, Ze pro veliké objemy neptechdzi v rovnict
van der Waalsovu, nybrz v rovnici, kde koefficient @ je funkei
teploty T'; a teprve pro velmi vyscké teploty piechdzi v tovnici
van der Waalsovu. Totéz plyne z rovnice (4), kterd pro veliké
objemy piechizi v rovmm "

N

oc_,,__ lR].__Ix.T(l_{_g).

Pra T arT ©0)

- Tuto shodu s vysledky méfeni nevykazuje zdadnd jind az
dosud theoreticky odvozend rovnice stavojevnd.

¢
IV. Tvar charakteristické krivky - Jouleovy dle nasi rovnice.

Schames?®) nazyvd charakteristickymi kfivkemi takové
kiivky, na nichZ urtité vlastnosti idedlnich plynd jsou splnény.
Jest to zdkon Boyledv, Gay-Lussaciv a Joulelv. - 1im dostdvd
kiivku Boyleovu, Gay-Lussacovu a Jouleovu. Rovmice prvych
dvou kiivek lze odvoditi z rovnice van der Waalsovy, a srov-
ndnim s empirickymi hodnotami¢) je patrno, Ze rovnice van der
Waalsova aspoli tvar téchto kfivek dosti dobfe urcuje.

Jinak je tomu s kiivkou Jouleovou. Ta za supposice za-
kona van der Waalsova nemiiZe existovati. Také vskutkuSchames??)
difve existenci této kfivky popiral, az vysledky méfeni Bridg-
manovych®®) dokdzaly existenci této kfivky. My ukdZeme, Ze
z na$f rovnice stavojevné mozno odvoditi rovnici Jouleovy kfivky.
Ta bude miti ponékud jiny pribéh, nez jaky Schames?®) uréil.

24) Vogel: ZS. f. phys. Chem. 73, 477 (1910 .

25; Schames: Ann. der Phys. 57, str. 322, 1918.

26) Schames: Phys. ZS. 18, str. 30, 1917.

27) Schames: Elster und Geitel-Festschrift, str. 287,

28, Bridgman: Proc. Amer. Acad. XLIX. Boston, 1913.

/29) Schames: Ann. der Phys. 57, str. 329, 1918.
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Jouleova kfivka, je kfivka spliujici rovnici

p p .
L 31
(a 'I')v 7 (31)

Derivaci rovnice (4) dostaneme

3]) . ]_-l_) 2 ]‘P/'k z_7_ it 9
('a'T)‘ ( + )+ ‘ém‘f[a T, -)*
ﬁu _§ 3 TIv L "l{\
T\p 2)+47 ( +3 ,f) :
>’ . R h .
Za vyraz ?‘1 -+ ;’)dosadime z pavodni rovnice (4).

Tim po upraveni obdrZzfme "

o 1 u FRee [27 . (e, .
(o) =2+ |+ Sm [F e —2)
2,0, 3 Tey 1 s
231(1'?1 % )-‘—;Al —3--11_;],

Mé-li tato rovnice Spjfl:OVati podminku (31, musi byti

U BRI ey o) 2 (B B\
,f/"]““‘” T [’?T (;"“*’)“3 [(9 - 2)"”

_,_vzi‘j(lJr_ll:ﬁ;]l:o | 32)

Nejprve budeme piedpoklddati, ze vyraz v prol&mované
zavorce je roven nulle.

Mimo tuto rovnici musi vsak byti splnéna je$té rovnice
stavojevnd (4). Jelikoz vsak jde pouze o jakysi korrekéni élen,
uzijeme misto ni rovmnice van der Waalsovy. Vyloutenim pak
teploty 7 z téchto dvou rovnic dostaneme

(H_ %) o [/."/Ia?k{ ; (K& _ 3) —_ (1+ %iv‘-)]'

k

\

2
kRui\* (2 Py 3\ =« Loy |"__ kB 2T gy ).
() (=8 o (e )

k

Jelikoz vyraz pod odmocninou je kladny, nebot prvoi ¢len je
ttverec, druby pak je kladny, ponévadz a,, <2e,,, a dle, je-
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likoz ¢len v prolamované zavorce je zdporny, nemd ziporné
znaménko ptfed odmocninou vyznamu. Tim mdame

(Z)-i-—;—_.') (w0 — ) = L2 v )

\

uv |36, v, 3|

T R W ey

. 1 av. 8 k a, l
AV e |28y v 4
(‘m,mp v, 3|
Omezime-li se na p¥ipad velmi velikého v, stdvd se druhy ¢len pod

odmocninou malym. Proto moZno rozvésti vyraz pod odmocninou
v konvergentni fadu, z niZ podrzime pouze prvy Clen, ¢imZ mdme

| ,1/2__12)
(}7 )( —/i = /i g? \ %11

P

Q . -
8 RS 28,
? v, ) IJJI
Zavedeme-li sem redukované hodnoty
' a 8 a
v=2lr, p—=x, .7 =

=t T=D2 %
I Yk

dostaneme

a f Gy
M 77( _;Tl)
(27—/’7I+ )b(01'~])_

9b%v* g L L 24,
/J+ o~ 3 [j[
Po upraveni je
AT
) 2 Oy
( I+ (Br— ’)- 1 24
= 2
‘ & 3B,
odkud ’
) o
27(2 — 12
y— ( @y, 1 ——36 v (‘)3)
ﬂ/’.—i—l—-l 2 ﬁ'z : —d— o _v)
3 0o 34

Dle méfent Bridgmanovych &tyfi body této kiivky jsou patrny
na dlagramu u Schamese. 3°).

30) Schames: Ann. der Phys. #7, str. 329, 1918.
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Nejprve nutno poznamenati, Ze jeho theoreticky konstruo-
vand kiivka se znatné li§f od nadi, kterd je rovnief (33) dina.
To je pochopitelno, nebof Schames kresli svou kfivku bez né-
jakych zvladtnich dikazd, p¥i ¢ewz je mu vychodiskem jedind
méfend hodnota pro vodik, o jejiz sprdvnosti v8ak na jiném
misté silné pochyboval.?') My uZijeme pouze &ty jim naznade-
nych bodd pro aethy laether.

Ty vskutkun poukazuji na assymptotu tunkce mvy let ne
viak pro 9 = 3'0, nybrZz asi pro 2 = 3'S8. To je pochopitelno,
ponévadz jsme jiZ velmi daleko od oblasti platnosti rovnice van
der Waalsovy, ktera ¢ini pfedpoklad, Ze vlastni objem molekul
je tretina objemu kritickébo, kteryzto piedpoklad existenci bodu
9 =35 je vlastné vyvrdcen. Proto plSme rovnici (33) pro aethyl-

aether empiricky
24

27 (2 — %) ‘ '
(xﬂ 1 ¢
Sl SN W T P 30
R
7 této rovnice nd zakladé méfenych hodnot zkusme, zda
veli¢iny 2 — g” vyhovuji tomu,v co jsme o nich fekli na
3 ;

strané 12. Nejprve pro uréenf hranic pro tyto velitiny uvedu jiz
zminény vysledek prace van der Laara *?%).

Ten ukdzal, ze pii sloutenindch chemickych plati pro ve-
litiny rovunice van der Waalsovy

Van = 3 Vs, by = by,
kde zkratky zna¢i slouceninu a litku jednoduchou. Kdyby tedy
associované mo]ekuly byly slouteninou, bylo by
5%
VZ /512 (\2;‘ 1) — 1-135.

Kdyz vsak neJde 0 slouéemnu nebudou se jisté sily od
molekul navzijem tak nasycovati a objemy budou vétsf, timz
také budou. vétsf poméry

5 Py

Cay By

81) Schames: Elstel und Geitel Festschrift, 1915, str. 301.
$2) Van der Laar: Versl. K. Ak. van Wet. 24, str. 1284 (1915.
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1’4 se proto ofekavati, ze budou splnény nerovniny

V2< <2 1133 i

Lot Py
Ze Schamesova diagrammu je patrna tato hodnota
=235, m=49b. '
Tin z rovnice dostaneme
14 ) 20 2 3 1
9 12— —te g S,
w27 ('} b] ﬂ T 3’3)

11
Na str. 12. jsme fekli, Ze je piibliZzné « , = 2«,,, preto
musi byti také pfiblizne ' '

4 % By _
355 =,
z ¢ehoz
"-'.‘J'” 2:H
p

Shoda ‘s hodnotou 3°3 vypotitanou na str.12. je vzhledem
k tomu, Ze jsme jiz daleko od oblasti platnosti rovnice van der
Waalsovy, jakoz i vzhledem k tomu, Ze aethylaether je silng
associovdn, dosti dobrd.

/ajimavé je pii tom jesté ta okolnost 7e konstanta #
z rovnice pro kfivku =r v tomto pifpadd tdplné vymizela. Zdilo
by se snad proto, Ze vlastné kfivky Jouleovy by mély byti ne-
zdvislé na associaci a plynouti jiz z rovnice van der Waalsovy, .
coz pravda neni. .

Le¢ tato neshoda md p¥cinu v tom, ponévadz suppohu-
jeme, 7e & je tak veliké, ze zavorka v rovnici (32) je skutelné
rovna nulle.

Ddle z rovnice (32) plyne, Ze Jouleova kiivka existuje, je-li

L .
Y
tedy pro velmi veliké objemy a teploty. To vsak je samozieyno,
nebof tehdy plyn se hdi zdkonem idedlnich plyni.

0,

(% ustavu pro theoretickou fysiku ¢es. university Karlovy.)

.
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Sur I'équation d’état des gaz et des I|qu|des faiblement associés.
Par Bhil. Dr. Charles Teige & Prague.

(Sommaire.)

La déductlon de Péquation de van der Waals se fait sous
la supposition que dans un gaz le nombre de points ou trois
molécules se choquent a la fois est négligeable vis & vis du
nombre de points oi ne participent & un choc que deux molé-
.cules. Cette supposition n’est juste que dans le cas des gaz
raréfiés sous une haute température. Si la température est basse,
il se forme dans les gaz et surtout dans les liquides par la
force d’affinité moléculaire des complexes binaires des molécules,
et des chocs entre ces moleculea doubles et molécules simples
prennent place. Pour éviter alors la supposition citée plus haut
-sur le nombre de points oa trois molécules se choquent ou plus
généralement arrivent & se trouver simultanément I'une prés de
l’autre, nous regarderons le gaz comme un mélange de sunples
molécules et de molécules doubles.

Nous arrivames en supposant que le quotient du nombre
de molécules doubles par le nombre de molécules simples est
si petit que l'on peut négliger son carré, i une nouvelle équa-
tion d’état. (No. 4).

I’exactitude de cette équation qui est voisine aux équa-
tions empiriques_des MM. Wohl et Remcanum est prouvée par
Jes raisons suivantes:

D’abord cette équation tradult les propriétés de la fonction

(; 1’,’ ) dans un domaine donné A un tel point d’accord avec les

résultats de la mesure que ne le fait aucune autre équation
d'état soit-elle déduite empiriquement ou théoriquement.

De plus elle se transforme pour de grands volumes en une
telle éjuation de van der Waals olt la constante « est fonetion
de la temperature 7' (voir No. 30), ce qui est en accord. par-
. fait avec I’équation empirique de M. Reinggnum pour l'isopentane.

. Enfin on peut déduire de cette équation pour les gran-
deurs critiques la relation
RT,

p.t,

=, (1 nTy) )
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qui a été trouvée rmpiriquement par M. Guye déja en 1891.
Dans cette relation ¢, et n représentent des constantes unmi- -
verselles.

. Quant & la grandeur ef ’énergie potentielle des moléculés
doubles, une comparaison avec les résultats des mesures fait
voir que le rayon d’une molécule double est sensiblement le
double du rayon de la molécule simple et que une molécule
double livre & 1'énérgie potentiefle du gaz autant que deux
molécules simples. Cela montve que ces doubles molécules 1a
sont des couples de molécules qui s’y trouvent librement 1’une
aupres de l'autre.

La forme de la courbe caractéristique -de Joule (No. 33)
fondée sur I'équation d’état est representée a la fin de ce travail.

Priklad funkee spojité nemajici v zadném
bodé derivace.
Napsal K. Petr. .

Prvnf pifklad funkce spojité nemajicf v zddném bodé de-
rivace podal, jak zndmo, Weierstrass ve svych piednddkach
(potinaje rokem 1861). Po prve uveiejnén byl od P. du Bois-
Reymimda v Journal fir r. u. a. Math,, sv. 79. str. 29 (roku
1875) a od té doby jest Casto vyklddin v uiebnicich poétu in- -
finitesimdlniho. Poklddan jest obytejné za nejjednodudsi z tetnych
od té doby uvefejnénych pifkladd,*) jak ku pf. vyslovné pravi
N. Nielsen **)

(. meo uvefejnil v Math Annalen, sv. 36 (r. 1890)
praci (Sur dne courbe, qui remplit toute une aire plaine), ve
které ukazuje, Ze existuji kfivky o rovnici

e r=f), y=g@,

*) Isou lo zejména price: Schwary (Beispiel einer stetigen, nicht
(hiTereuherbaren Funktion z r. 1873), Da:boux (Aunales de I'Ecole normale,
. 4., 1875, str. B7.~ 112.), Dini, Fondamenti per la teorica di funzioni di
\'ariabili reali, r. 1878, str. 147 a né4sl.), Zerch (Journal far r. u. a. Math.
sv. 103., str. 126.—138;, r. 1888).
**) V Elemente der Funktionentheorie (z r.-1911) pravi doslovné na
str. 101. citovany spisovatel: Das ersie vollstandig behandelte und gewisz
auch das cinfachste Beispiel solcher Funktionen verdankt man Weierstrasy
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