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Stavojevná rovnice slabě associovaných plynů 
a kapalin. 

Napsal Ph. Dr. Karel Teige v Praze. 

Spojitý přechod mezi stavem kapalným a plynným poznal 
nejprve Th. Andrews1). Jeho pokusy byly později theoreticky 
vysvětlovány, a hlavně to byl J. D. van der Waals(i), kterému 
se podařilo na základech kinetickomolekulárných sestrojiti rov­
nici stavojevnou, která vystihuje jjak skupenství plynné, tak 
i kapalné, kterýmžto dvěma stavům dohromady se nyní říká 
stav fluidní. Jelikož obraz o melekulách ve stavu fluidním je 
u van der Waalse dosti jednoduchý, je přirozeno, že jeho rov­
nice jeví se skutečnosti jistý nesouhlas. Proto byla jeho rovnice 
zlepšována. To dělo se jednak cestou theoretickou, jednak em­
pirickou na základě experimentálného materiálu. Cestou theore-
tickou dělo se to většinou pouze u plynů, při čemž kontinuita 
byla puštěna se zřetele. Byl to hlavně Reinganum3) a jeho žáci, 
kteří pracovali na kinetické theorii řídkých plynů. 

Dále byla rovnice zlepšována korrekcí na vlastní objem 
molekul. Šem patří práce Boltzmannova,4) Jlappelova5) a Nabelova,;). 

Rovnice pro celý stav fluidní byla zlepšována většinou 
pouze empiricky. Hlavní potíž při theoretickém odvozování 

*) Phil. Trans. 159 str. 575 (1869). Nemecky pfeklad Ostwalds-Klas-
siker. Cis. 132. 

2 ) Die Kontinuität des Gasförmigen und flüssigen Zustandes. Dispert. 
Leiden 1873* • • ' 

3 ) Reinganutn: Theorie und Aufstellung einer Zustaudsgleichu ng. 
liiang. Dias. Göttingen 1899. 

4 ) Boltzmann: Vorlesungen ober Gastheorie. Svaz. IL, str. 51. 
9 ) Happel, Ann. der Phys. 21, 342; 1906. 
6 ) Nabel Wien. Ber. (Ha) 120, 851 (1911). 
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stavojevné rovnice pro stav kapalný tvoří problém, který můžeme 
nazvati problémem tří molekul. 

Při odvozování rovnice van der Waalsovy činí se suppo-
sice, že počet míst. kde tři molekuly přijdou blízko sebe je 
k zanedbání. To je splněno však pouze v plynech řídkých za 
vysoké teploty. Avšak v kapalině se jistě utvoří shluky vždy 
dvou molekul, a vznikají též srážky mezi těmito dvojmolekulami 
a molekulami jednoduchými. Tyto srážky dosavadní theoretická 
odvození rovnice stavojevné nechávají nepovšimnuty. Jsou sice 
vybudovány theorie? které vysvětlují odchylky od rojnice van 
der Waalsovy polymerisací molekul, leč nikde nebyly brány 
v úvahu veškeré veličiny, které polymerisací se mění. 

V této práci problém tří molekul budeme řešiti tak, že 
plyn budeme považovati za směs jednoduchých molekul a dvoj-
molekul. Poměr jich určíme dle zákona associace. Jednoduchá 
molekula a dvoj molekula budou míti určitou potenciální energii 
a určitý objem. Za těchto supposic odvodíme novou rovnici 

stavojevnou, která průběh funkce 1^4^) v jistém oboru, totiž od 

nekonečně velkého objemu až do objemu, při kterém nastává 
maximum této funkce, popíše tak přesně, jako dosud žádná jiná 
rovnice stavojevná, a to bez ohledu na nějakou snad nově za­
vedenou konstantu. Za maximem však nastává nový pokles funkce. 
Ten však již naše theorie nedovede vysvětliti. 

Proti rovnici van der Waalsově hlavní změna bude v tom, 
c 

že se v naší rovnici vyskytne člen přibližně tvaru -™T3J.' kterýžto 

člen empiricky do stavojevné rovnice zavedl Wohl. Rovnice 
Wohlova7) totiž zní 

Podobně integrací empirického výrazu pro 

(r!M"-
. 7 ) A. Wohl, ZS. f. phys. Chem. 87, 1-40 (1914), viz také Jellinek, 

»Lehrbuch der phys. Chemie,* (1915) dil druhý, str. 127. 



při isopentanu dospěl Eeinganum8) k rovnici 

[ ř, - o 1 F p~k^ RT 

*» + ks T^k^\9*TJ —T^~dT = Ttf *'CÍ(Q) 

při čemž C(Q) dá se rozvinouti v řadu, která souhlasí s roz­
vojem objemové korrekce. Tato rovnice je ještě podobnější rov-

.nici, kterou odvodíme, leč průběh funkce/----^ I nevystihuje tak 
dobře. 

Co se týče rozvoje objemové korrekce v předešlé rovnici 
je důležito uvésti výsledek, k němuž dospěl VogeP) pro isopentan 
a který zní: { 

„Spokojíme-li se v rozvoji řady objemové korrekce (7(o) 
již s quadratickým členem a vypočítáme-li veličinu h pro objem 
vzzz~>, obdrží objemová korrekce tvar 

l + 3-445o+f 3'445V. 
Tato řada udává funkci CÍQ) pro v = 2'5 a větší objemy 

s velkou přesností, odchylky jsou mnohem menší než l°/0. Přece 
však tato funkce nevystihuje objemovou korrekci pro nejmenší 
objemy, tedy až asi do v = 1'6. Zde je objemová korrekce po­
někud malá. Přihlížíme-li pak ještě k dalšímu členu objemové 
korrekce <r286h*Qs, tu je dobrý souhlas pro velké a malé otí-
jemy, avšak mezi v = 2''> a v = 4 jeví se systematická odchylka 
mezi 5°/0 až 10%". 

To znamená, že nehledíme-li k nejmenším objemům při­
bráním členu 0*2869h\)z souhlas s pozorováním se zhoršuje. Tuto 
okolnost vysvětlíme v této práci tím, že další člen objemové kor­
rekce je záporný, a tedy, béřeme-li místo něho nějakou kladnou 
hodnotu, tu nutně objemová korrekce se zhoršuje, místo aby 
se zlepšovala. Proč objemová korrekce má asi třetí člen záporný 
o tom promluvíme na vhodném místě. Tím ovšem se zhorší vý­
sledek pro nejmenší objem. To je však pochopitelno z toho 
důvodu, poněvadž při odvození naší nové rovnice; která je po­
dobná předcházející empirické rovnici, děláme suppbsici, že 

8) Pirys. ZS. 11 (1910) 735. 
9 ) Vogel: ZS. f. phys. Clietn. 73, 477 (1910). 



poměr associovaných molekul k jednoduchým je tak malý, 
že čtverec tohoto poměru možno zanedbati. To bude také 

patrno z toho důvodu, že křivka hodnot (^-^-l naměřených 
f v 

souhlasí s křivkou vypočtenou z rovnice naší pouze pro hodnoty 
větší než v—2*8. Co se týče zákona, který užijeme pro poměr 
dvojmolekul a molekul jednoduchých nutno uvésti toto: My uži­
jeme zákona associace resp. dissociace. Tyto zákony jsou vše­
obecně dosti složité a to proto, poněvadž dissocíacq je ovládána 
zákonem quant. Jelikož však v našem případě molekuly jsou 
zcela volně vázány ve dvojmolekuly, nebude asi v tomto případě 
theorie quant hráti žádnou úlohu. Proto si zvolíme pro associaci 
ten nejjednodušší zákon, který jsem nalezl a který budeme po­
važovati spíše pouze za nejjednodušší approximaci než za přesný 
zákon. Přes to však uvidíme, že má větší platnost než pouhý 
vzorec interpolační, neboť derivujíce ho dle teploty dospějeme 
ku výsledkům souhlasícím s měřením. 

T. Odvození stavojevné rovnice. 

Dle toho, co bylo řečeno v úvodu, budeme považovati 
plyn za směs jednoduchých a associovaných molekul. Jelikož 
poměr associovaných molekul k jednoduchým je velmi malý, 
budeme bráti zřetel pouze na první mocninu tohoto poměru.• 
Rovnice van der Waalsova10) pro směs dvou plynů zní 

' v1 \{\—xf «.. -f 2 a i a x(l—x) -f gao x*} _ 
''-*• v* (1) 

— Ml\\ i »[(l--g)*ft + 2ff12 ,r(l -fa?) 4- fi%x*\ ] 
— vN [ + 2t> ] , 
kde v značí součet všech molekul, N Avogadrovo číslo, R plynovou, 
konstantu grammmolekuly. 

Je-li p1 poloměr molekuly prvního plynu, Q2 pak druhého 
tu je . 
fix = 4/3 n (2^)*, fin = 4/3 * (c>. + ft)8, ft« = 7s ň (2ft)8. (2) 

1 0 ) Wassmuth: Statische Mechanik, (Sammlung Vieweg), str. 53. 



Konstanty a souvisí s potentiální energií eq vztahem 

_ ** q~g)* g u + 2 , 2 g a-^) gn+**-* «--
* V 

Budiž y poměr poctu molekul, které associovaly ku všem 
molekulám, či-li ků Avogadrovu číslu _V, pak je 7_ V ^ počet 
dYOjmolekul v grammmolekule a (1—y) N počet jednoduchých 
molekul. Součet jednoduchých molekul a dvojmolekul 

r = (l-7,!/)-V. 
Poměr počtu dvojmolekul ku počtu jednoduchých molekul x 

bude dán výrazem 
— V*» x 

' ' - " ' l . - y - ' 2 y " 

To, vloženo do rovnice (1), dává 

i ' + - — ' ^ ' - - [ ^ 
I!I' „ ,, T t , a—v.v)tv/t ., ^_ , 

• = - 7 - (I-V2!/) 1 + g ^ - ( 2 7 ) / 1 + 

+ 0i_ .v (l-.V. sO + 'A ft 2/2)l • 

Zanedbáním druhých mocností y-onu, dostaneme 

P + ~i [«.. + ý («,_—-.«,,)! - ~-\ 1 + ^ / ? . +ž/(/i„. -

• -'•'•«)]-^K'+^;. 
Vytčením ty-onu dostaneme 

f('+t)]=^hf)- ' 
Učiníme supposici, že y je dáno vztahem 

— _L 
jak plyne z theorie associace " ) . 

+ : 

l ł ) WinMmann: Handbuch derPhysik, vyd.2. SvazekЗ. Str.729 a 733. 
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Tato rovnice, ačkoli má pouze jednu konstantu, jak se zdá, 
vystihuje associaci nejlépe, nehledíme-li ovšem k velmi nízkým 
teplotám; nemá té vady, kterou má vzorec Planckův t 2 ) , který zní 

У — Л Tc 

в 

Při tom C při associaci jednoduchých molekul ve dvoj-
molekuly je v prvém přiblížení 13j dáno vzorcem 

r - "^v\ ^P2 
o - Ti > 

kde CP1 značí molekulární teplo jednoduchých molekul. Cp_ y 

dvojmolekul při konstantním tlaku. 
Při volném spojení molekul ve dvojmolekuly možno před­

pokládati, že 
WPl-Cp_=0, 

a tedy i 
(7 = 0. 

Tím pak jest 
H 

y=ApíT. 

Jelikož tento výraz pro vysoké teploty konverguje k hod­
notě Ap, znamená to^ že pro velmi vysoké teploty má associace 
určitou na teplotě téměř nezávislou hodnotu. To s představou 
associace dá se ztěží srovnati a proto je zřejmo^že vzorec 

k 

alespoň pro vyšší teploty popisuje associaci lépe. 
Naše rovnice stavojevná pak dostane po malém upravení 

tvar 0 

>>+^+^(^£H-If!(£H)+ 
+£('- #)H(]+f)-' 

Jelikož člen násobený h je pouze jakýmsi členem korek­
čním, dosadíme tam za a u N* a /3,iV hodnoty plynoucí z rovnice 

1 2 ) Plaňek: Thermodynamik. 2. vyd. 1911, str. 221. 
-*) Jona: Phys. ZS. 20, 19 (1919). 



van der Waalsovy; totiž 

h - - 2 — 3 «*, -j^- _ -g- ZV, 

kde >> značí kritický objem, Tk kritickou teplotu. 
Tím dostaneme 

' a,,„V- !^> [27 /a,, \ //i,2 3\ 
;> + - - + --í^r [-8 r * ^ - 2 ) - J (7,"—2) + 

+£('+i?ï 
Kdybychom chtěli vzíti ohled na vyšší mocnosti objemové 

korrekce. bylo by nutno vyjíti ze stanovené rovnice pro směs 
dvou plynů, kde se bére ohled na vyšší mocnosti objemové 
korrekce. Dosud však je známá pouze taková rovnice, kde se 
bére ohled jenom na druhou mocninu objemové korrekce. Theorii 
této rovnice podali téměř současně Happel , 4) a Ornstein 1 5). 
Avšak omezíme-li se na plyny, kde associace je velmi malá/ 
tedy na příklad menší než (--) , kterážto veličina v kapalině 

může býti až rovna jedné čtvrtině, byla by změna objemové 
korrekce v druhé mocnině této korrekce řáduj — J, tedy" téhož 

řádu jako by byla druhá mocnost associace, kterou již zane­
dbáváme. 

Tím do třetí mocnosti objemové korrekce nebude sahati 
ještě vliv associace a proto objemovou korrekci pišme ve tvaru 

1 + 7 + « . ( T ) , + ^ ( 7 ) ' ' 
při čemž v případě, kdy molekuly mají tvar koule, by bylo 

5 
8 ' ax = §, a2—0'2mìl 

Nemají-li však molekuly tvar koule, budou míti tyto voli-
činy asi jiné hodnoty. K této otázce se podrobněji ještě vrátíme. 
Při tom nutno ještě poznamenati/ že bráti ohled na vyšší moc­
nosti objemové korrekce má jen tehdy smysl, je-li associace 
vskutku malá. 

'*) Happeh Anн. dęr Phys. 26, 95 (1908). 
1 5 ) Orenslein: Amsterdam Akad. Versl. Juni 19 8, str. 107. 



II. Průběh funkce i / _ _ \ 

Derivováním rovnice (4.) dostaneme 

/ _ _ . _ _ 1 _ _ - [___.__._ «\__ _ ,<____ _ j _ \ _ | _ 
U T * / , . - 3 ř

; t T : ' [ 4 T\«]3 • / Ift ..;"•" 

+!í('4f <5> 
Nullový bod funkce (~-pl_) , který označíme r0, splňuje 

tedy rovnici 
81 
4 

/ ~2P 

81 TW_, _ 2 \ _ 2 ^ _ . + 3___ + 4 _ o. (6) 
/ \a11 / /?, r_ 

Směrnice tečny funkce (r-L~} je 

) /d'->\ _ Rkvk [81 T_/o... \ 9 /J l s , _ , 9 »T 

^^),-7^[TY\o7 2 ~2j ~~2~" + "*" ^ J 
V bodě r0 bude směrnice tečny 

\dv\dT*l\r0- í/_*- '(7) 

Minimum funkce I - ^ j budiž v bodě t?,. Ten je dán 

rovnici 
___ £_/"_•- _ _\ _ 2 A- +4 + 2-i=0. 

r \« i , / 0i " '•* 
i ._ ; - v í _ r-i.fi __L_ 4 _ i _ _5 — - —_ \ j . Q-V 

4 _""_., j 0, ' ^ r_ <8) 
Jeiikož 

3a l Vp v _ _/M._ [81 T*,*.,, 9 \ „ fts , 4 _, 3 »1 

3 P \ T P / , . - " i - |T r V " ~ / A + + 2tVJ 
je bod obratu funkce í-ySj) , který označíme <„• dán výrazem 

81 TA ,a,2 _• „fi^ . 3 r2 

T T («,, - 2 / ~ 2 ^ + 4 + 2 7. - a (9) 
Z rovnic (6). t8) a (9) plyne vztah mezi r0, r n #2 

•* r2 __ 2 r, __ 3 '"o, 



z čehož v1 = f vu, r2, = 2r0. (10; 

Hodnota funkce ( - ^ J r ) v b o d e c D vi a v2 J e 

t___\ _ 1 I* 
\bT*)vx~~ 3 i\-

łik 

32/? \ 1 Rk / _ _ \ 
2 - ^ 2 -

Poměr obou hodnot je 

i A. 
3 »,-

ì l 
2 V 

= ! ( - , " = § ? ' = 1-2 (11) 
з \ з ; 27 ; 

Pro poměr směrnice tečny v bodě t?0 a hodnoty funkce 
v bodě vn dostáváme 

[ T)v[dT-)v\Vn vn* rt/3 \tf 1 27 1 

3 /_!_\ 1 _-
» r V » R - - *«, __ __ 
Vp\ ~ 1 1 " ^ J '"o 4 /_JÍ_\- ______ ~ r 2 ; ro ~ 4 -r 0 • 

\iT-lVi 3 V 

Tím získali jsme pro funkci l ^ _ | řadu vztahů, z nichž vět­
šina je nezávislá na konstantách /:, «, /?; a tím, že ukážeme, že 
tyto vztahy na křivce pozorovaných hodnot jsou splněny, je 
správnost naší rovnice v jistých mezích zaručena, neboř shoda 
není docílena snad větším počtem konstant. ; 

Pohledneme-li na graf funkce [^TŤTA pro isopentan, vi­
díme , t í;? že nullový bod je v okolí v = 5, minimum v okolí 
v zr 7, bod obratu v __. 8, což při nepřesnosti pozorovaných 
hodnot je shoda s rovnicí (10) dobrá. Směrnice tečné grafu' 

2*4 v nullovém bodě je — -r-, minimum — 0#6, podíl pak 

_-4 4 
1-8 — 3 _ -1 á o ' 

1 6) M. Reiriganum. Ann. der Phys. 18, (1905), 1015. 
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což je shoda s hodnotou 1*35. danou rovnicí (12), kam jsme 
položili v0 — 5, velmi dobrá. 

Hodnota funkce v bodě obratu je asi — 0'5, podíl pak 
hodnoty v minimu a v bodě obratu je 1*2. tedy přesně tatáž 
hodnota, která plyne z theorie dle rovnice (11). 

K horšímu výsledku-přijdeme, určíme-li ze směrnice křivky 

í^y^J v bodě r0 stupeň associace v kritickém bodě. Zde vy 

ehází hodnota větší než deset, která je dle naší theorie již ne­
oprávněná. Leč tato neshoda pochází od toho, že směrnice funkce 

i T^T i v bodě v0 je velmi citlivá na tvar zákona associačního, 
\ d I - lv 

neboť má ve jmenovateli v0
3 T:i, daleko citlivější než projektivní 

vlastnosti této křivky, a proto volbou našeho pouze aproximač­
ního zákona pro associaci nelze lepší shody očekávati. Potom 
také není u isopentanu splněn dokonale požadavek, že počet 
dvojmolekul je velmi malý proti počtu molekul. To je patrno 
z toho, že pro menší tlaky je objemová korrekce b =z 3'445, 
naproti čemuž za velikých tlaků možno isopentan stlačiti na 
objem ještě menší. 

Avšak z diskuse křivky (^r?,) zdá se, že průběh této 

křivky, který jsme odvodili nejprve pouze pro plyny slabě asso-
ciované, bude týž i u plynů silně associovaných. Nyní obrátíme 

se k závislosti míliových bodů funkce (zr~i \ na teplotě daných 

rovnicí (6,. Rovnice tato v redukovaných veličinách teploty r 
a objemu /' má tvar 

4 r \ au) /i, 

Zaveiieme-li pak sem místo teploty i redukovaný tlak -T redu­
kovanou rovnicí van der Waalsovou 

dostaneme 
81 - * {> - Îi-V= 4 + Ъv - 2^ 

n + ±)<ßr-b\ "»/ 
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Tuto rovnici porovnáme s diagramem nv nullových bodů 

unkce \^r7pr\ , který sestrojili Kammerlingh Onnes a Kcesom17) 

na základě empirické rovnice stavojevné. Z diagramu je viděti? 

že pro nepříliš veliké tlaky se v neliší příliš od jedné. Položme 
proto v = 1 — s, při čemž e budeme považovat za velmi malou 
veličinu. . 

Známe-li pak dva páry hodnot niy ei ; n2, e2, dostaneme 

rovnici pro ~-2 ve tvaru 
;"'i 

( ^ - I _ ^ ) ( ^ 3 _ , ) 7 _ 2 ^ - 3 _ 2 . 

Počítáme-li s e jako s veličinou velmi malou, dostaueme 

[ > y + 3 ( l + 2eg)](2 + 3e,) ' 
|>, + 3 (1 + 2Cl)] [2 - 3e2 + 3 (e8 - Í , )] ~ 

7 — 2 ^ — 3-, 
__ . Pí 

7 - 2 ^ - 3 , , + 3 (e,-£9). 

To je dále 
f2 — f| T 2 + . B J • 6g2 6c, 3 _ d _ l 4 . 3 . 

• . - 1 + 8 \ 1 + íri + b - i + 3 * < « - C l ) J - 1 + % _ 2 f X 

• 1 

Dosadíme-li sem hodnoty z uvedeného diagramu 

7r1 =z 1, £t zr ^ /?2 zr 4, £2 = Y7, dostaneme 

l(i + 1 _ A - 1 \ - i + 
4 l ' 7 8 8 / ~ 4 ( 7 - 2 % 

z čehož 

i% — " 18 
12 — з4=з-з. 

1 7 ) Encyklopádie der mathem. Wis. Svaz. V., díl 1., str. 756. 
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Supponujeme-li, že poloměr dvojmqlekuly je zrovna dva­
kráte větší než poloměr molekuly, bude 

ft2_(i + 2 y _ 
£ - _ _ - _ _ 3 38. 

Veličina pak 2 — bude velmi malá, což znamená, že bude 
ai\ 

přibližně 
«12 = 2au . 

Tedy associované molekuly budou míti poloměr dvakráte 
tak veliký jako molekuly jednoduché/ a ku potenciální energii 
budou přispívati tak, jako dvě molekuly jednoduché. 

To poukazuje k tomu, že jsou to dvojice molekul volně 
pohromadě jsoucích, nevázazných silou chemickou. Jelikož pak 
tyto dvojmolekuly rotují, je pochopitelno, že jich poloměr je 
rovný průměru molekuly. Jelikož dále jich chemické síly na­
vzájem se nijak nenasycují, budou se sčítati jich příspěvky ku 
potenciální energii, pouze malá část bude absorbována volným 
spojením molekul v dvojmolekuly. Tím liší se naše dvojmole­
kuly podstatně od- chemické sloučeniny dvou molekul, pro které, 
jak dokázal van der Laar, 18) by platilo 

i _ v/o- • A 8 _ ( V - - M > / 

Diagramm, kterého jsme pro nullové body funkce l^-~) 
\dI J» 

užili, je kreslen dle empirické rovnice Kamerlingh-Onnesovy na 
základě měřených hodnot pro H2, (j2, N2, C4 //a0 O (aethyl-
aether) a isopentan. Zde chci upozorniti na jednu věc. 
Z theorie dielektrické konstanty dospěl jsem k závěru, že nutno 
rozeznávati dvojí způsob associace molekul. 

Při prvním způsobu je elektrický moment dvojmolekuly 
zrovna dvakrát tak veliký jako moment molekuly jednoduché. 
Naproti tomu při druhém způsobu associace elektrický moment 
dvojmolekuly rovná se nulle. Molekuly plynů, které sestávají 
ze dvou ̂ tejných atomů, nemají žádného elektrického momentu, jak 

, 8 ) Van der Laar: Versi. K. Akad. van Wet. 24, 1284 (1915); Jour­
nal Chem. Phys. 14, 3 (1915). 
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Jona 19) zjistil u vzduchu a jak ostatně plyne z modelů molekul 
naznačených u Kossela í i0). Takové molekuly budou jistě vázány 
velmi volně, takže hořejší suppqsice o poloměru těchto dvoj-
molekul jest zcela oprávněná. Podobně bude to asi oprávněno 
u plynů, které associují prvním způsobem. 

Něco jiného je u aethylaetheru. O tom ukáži v práci o „di-
elektrické konstantě", že associuje tak, že elektrické momenty 
molekul ve dvojmolekule se navzájem ruší. Při této associaci 
molekuly jsou těsněji u sebe a proto pro tuto látku bude asi 

jinak vypadati diagramm hodnot U^»j i jich nullovýcfc bodů, 

než jak je uvedeno v citované práci Reinganumově; leč nullový 
bod, minimum a bod obratu budou míti tytéž poměry souřadnic 
jako isopentan, stejně pořadnice v těchto bodech budou vyka­
zovati týž poměr; jsou to jaksi invariantní vlastnosti této 
křivky. 

Že redukovaná rovnice pro nullové body funkce IJTTTÁ 

aethylaetheru může vypadati jinak, než jak je v uvedeném grafu 
zakreslená, je přípustno z toho důvodu, že výsledky měření 
u aethylaetheru jsou příliš daleko od křivky nullových bodů 

( d'2p \ —™\ , takže neměly asi vlivu na kreslení této křivky. 

Že tato křivka není u všech látek stejná, má příčinu v tom, 
že zákon korrespondujících stavů 21) je pouze první hrubé při­
blížení, od kterého jsou odchylky až přes 1000%. 

III. Určení konstant z hodnot v kritickém bodě. 

Stavojevnou rovnici (4) pišme ve tvaru 

1 9 ) Jona: Phys. ZS. 20, 15 (1919). 
2 0 ) Kossel: Ann. der Phys. 49, 359 (1916). 
2 1 ) Jellinek; Lehrbuch der Phys Chem. sv. IL, str. 81 a násl. 
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při čemž 

'*•! 1 

Derivováním plyne 

K—'т — Ь Җ = § ? —-• 

f")=-^+^[¥M--™=+:73j-
-«r[J:+» + „£ + .,£], 

/9V\ 6«n2V2 4/ťAr,l27 3 « •! 

(a^j - —75-—757^[T M | _ I M ' + T17 rJ + 

, ' „ J 2 , 2-3/> . 3-46- 45'-3] 

V kritickém bodě vk, pk, 2*, mimo stavojevnou rovnici 
musí býti splněny ještě rovnice 

[(Kl].=°. p j ,=»• 
Tím jsme obdrželi tyto tři rovnice 

, «nA
T- . 1 Bh [27 , . , , , 3 1 

-'".[.7 + Í--+-Í-+-.7H (16 

?¥-*+^[2>'-J''+1]-
-»-.[.+£+.,£+..£]=* «7, 

6«,,xV- 4/ť/i r27 . , , , , 3 1 , 

+ í i r .[ 2 + ^ + „,^+„,^=o. (is) 
l_ * d k J 

« N2 

V rovnicích (16), (17) a (18) jsou koefficienty u n
 2 a 
Vk 

ItT— v poměru 1:2:— 6. Proto musí i zbývající části těchto 
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rovnic býti v témž poměru, čili musí býti 

,[,+.|.» : ( Í J ( 1_J ř.+. )_ffi.(1 + M± )-.. 

CÍ),^(^),í=í-w(V*-*.+i)-
- - J 2 + 1 2 „ , ( A ) + 2 O , ( Í ) ; 

Odtud upravením obdržíme tyto dvě rovnice 
1 /./,; /27 „ „ \ _ ,.7?3V L / 7i v* 
d VIA* I °k \ \% i 

-,(0'}=o, 
^( í^-- )^{ i -( i r ) -

-4..£)K 
Odečtením druhé z těchto rovnic od prvé je 

S-h-téfK-
Podobně v rovnicích (16), (17) a (18) jsou koefficienty u 

^ J/j—M2 a ax [ — j v poměru 1:3: —12. Proto musí býti 

v 'VI. »•* l v
t- K ; í 

2 V * V** *'•'* i »*T Hť* /I 
Upravením obdržíme tyto dvě rovnice 

'* 2 Ví* v* l »* H**/1 
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Odečtením druhé z těchto rovnic od prvé je zase 

BTt BTk r , / h f~ _ 

což je důkazem, že rovnice (16), (17) a (18) nejsou ve sporu, 
neboť bylo by možno, že bychom přišli ke sporu, poněvadž při 
odvozování naší rovnice vyšli jsme z rovnice van der Waalsovy, 
která vlastně při určování konstant z kritických hodnot vede 

7?T 
ke sporu, neboť pro výraz dospívá ke dvěma různým hod-

notám. 

Dosadíme-lí nyní do rovnice (20) a (23) za «a I — j z rov­

nice (21), dostaneme 

1 Rk 
3 PkГČTt (**-~'.)+Sř[í-".(í)']-8=* <-> 

__í: + i _?* _. ?__ f8 + A U 6 = O. (26. 
pm 2 ;?*ttfT* Iw* \ Vkl ' 

Z rovnice (25) odvodíme nejprve jeden již dříve empiricky na-

( b \2 

— ] proti 3, obdrží rovnice (*25) 

tvar 
k 

7*^* _ 
PkVk 

Faktor -=^— značí stupeň associace v kritickém bodě. Dá 
1 k Vk 

se čekati, že associace v tomto korrespondujícím bodě bude tím 
větší, čím v něm bude větší potenciální energie plynu, která 
při platnosti rovnice van der .Waalsovy je úměrná výrazu 

**-»•] = Tïт -9' &> 

a 
~Rv ~ 

« rp a 
~Rv ~ ~ ЪҺR — lк-

Nazveme-li faktor úm rnosti 3 ж, dostøneme 

RTk 8 
mVк з-_гł(^-Çҗ). 
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Druhý člen ve jmenovateli pravé strany je veliiina malá, 
pročež máme dále 

RTk 8 
pøк 3 (1 + «'Л). (28) 

kde 

и = - ( Ж a 
> • ) • 

Předpokládáme-li, že Mx a Mx jsou u všech látek stejné, 
je n universální konstantou. Tím jsme dospěli k rovnici (28), 

kterou s konstantou S místo 4r? empiricky již r. 1891 odvodil 
r> 

ťniye.* 2 ) 

Jelikož tento vztah byl učiněn za mnohých předpokladů, 
dá se čekati, že bude mnoho odchylek od něho, čemuž vskutku 
tak je. Proto zdá se. že k určení stupně associace lépe se hodí 
rovnice (26), při čemž nutno takto postupovati: Nejprve je patrno-
že naše rovnice pro veliké teploty a objemy přejde v rovnici van 
der Waalsovu, kterou pišme ve tvaru 

odkud je 

(p + --ф*Уv-Ь').= RT, 

(ът). 
. « n ' Л * = ť -

'T(Џ 

Ш-" 
Budou tedy v naší rovnici konstanty b a « n určeny vztahy 

Һ ~ Зim 
T~ x , /.=r x op 

j . « п Л ~ l i m v2 

\T>Th ' 
[iTL 

Specielně pro isopentan tyto dvě hodnoty jsou 8''') 

.«,, N"- = 5100 X 10a, I. = 3-44-j. 
Jejikož pak 

ptrf = 1394 X 10•*, — — = 3-702, r, — 4-2C<i 
1>k i'k 

2 S ) Guye. C. R. lisí, ia»7 (1891). 
2 3 ) Vogel: ZS. f. pliys. Chem. T.\, sir. tíit u +77 (1010). 
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máme pro —=» rovnici 

odkud je 
* = 3 - 2 . 

vkTř .k 

Hodnota tato je příliš veliká, leč ne již tak veliká, jako ta, 

\ která plyne zé směrnice funkce \^pp?\ v bodě Í;0. Přes to uži­

jeme této rovnice k určení h. 
Známe-li již tyto hodnoty, nutno určiti ještě alf a,2. 
a« plyne z rovnice (20), at určíme pak z rovnice (25). 
Z rovnice (20) je patrno, že a2 musí býti záporné, neboť 

u všech plynů je splněna nerovnina 

3 < ^ \ 

To u plynů, kde vskutku associace je malá, poukazuje 
k tomu, že tvar molekul není kulový, neboť tu by muselo býti 
«q ~0'2869. Bylo by tedy nutno vypočísti koefficienty «,, «2 

pro molekuly za supposice, že tvar jejich není kulový, nýbrž, 
že je to na př. ellipsoid. 

Leč tato úloha je tak obtížná, že dosud^a její řešení není 
ani pomyšlení. Proto nutno koefficienty au a2 považovati za 
konstanty látky, které s veličinami jinými jsou určeny právě 
uvedenými rovnicemi. 

Kdybychom předpokládali, že molekula má tvar ellipsoidu, 
tu je možno, že dvě molekuly po rázu se ihned od sebe ne­
vzdálí, nýbrž, že budou následovati další rázy, což bude účin­
kovati jako dočasná associace těchto dvou molekul, zvláště když 
k sobě budou lnouti ještě silou affinity, jejíž měrou je potenci­
ální energie plynu, která v kritickém bodě je úměrná kritické 
teplotě Tk. Naopak zase je možno, že associované molekuly 
budou se více lišiti od tvaru kulového než molekuly jednoduché ; 
proto se dá také očekávati, že čím větší bude associace, tím 

RT 
menší bude a9 a tím větší poměr — - . 

P*vk . 
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Ku konci této kapitoly učiníme ještě jednu důležitou po­
známku o naší rovnici. Vogel24) dospěl k empirické rovnici pro 
isopentan ve tvaru 

V -f 3372 X 103 o2 + | 1216 X 10a + 75710 X l ^ ^ ^ l l . I i +- ty 
co — bT* 

o* T f— d T ~ - - T o LiL^Bl " (29, 
Ť 

ze které je patrno, že pro veliké objemy nepřechází v rovnicí 
van der Waalsovu, nýbrž v rovnici, kde koefficient a je funkci 
teploty T; a teprve pro velmi vysoké teploty přechází v rovnici 
van der Waalsovu. Totéž plyne z rovnice (4), která pro veliké 
objemy přechází v rovnici 

a,, A72 , 1 Rk RT /', , h\ 

*^^+*M=-T'\1+v)- ( 3 0 ) 

Tuto shodu s výsledky měření nevykazuje žádná jiná až 
dosud theoreticky odvozená rovnice stavojevná. 

IV. Tvar charakteristické křivky iouleovy dle naší rovnice. 
Schames2 :>) nazývá charakteristickými křivkami takové 

křivky, na nichž určité vlastnosti ideálních plynů jsou splněny. 
Jest to zákon Boyleův, Gay-Lussacův a Jouleův. - lim dostává 
křivku Boyleovu, Gay-Lussacovu a Jouleovu. Rovnice prvých 
dvou křivek lzie odvoditi z rovnice van der Waalsovy, a srov­
náním s empirickými hodnotami-6) je patrno, že rovnice van der 
Waalsova aspoň tvar těchto křivek dosti dobře určuje. 

Jinak je tomu s křivkou Jouleovou. Ta za supposice zá­
kona van der Waalsova nemůže existovati. Také vskutku Schames27) 
dříve existenci této křivky popíral,, až výsledky měření Bridg-
manových-8) dokázaly existenci této křivky. My* ukážeme, že 
z naší rovnice stavojevné možno odvoditi rovnici Jouleovy křivky. 
Ta bude míti poněkud jiný průběh, než jaký Schames29) určil. 

2*) Vogel: ZS. f. phys. Chem. 73, 477 (1910 . 
2 5 i Schames: Ann. der Phys. 57, str. 322, 1918. 
*«) Schames: Phys. ZS. 18, str. 30, 1917. 
- 7 ) Schames: Elster und Geitel-Festschrift, str. 287. 
3 8 , Bridgman: Proč. Amer. Acad. XLIX. Boston, 1913. 
2 9) Schames: Ann. der Phys. 57, str. 329, 1918. 

2* 
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Jouleova křivka, je křivka splňující rovnici 

l ^ \ = £ . (31) 

Derivací rovnice (4) dostaneme 

(a3> - ^ i 1 +~v)+ 3 ̂ r> [ T T* •;-15
 - 2 ) ~ 

__ 1 r ^ _ _ 3 \ + 3 r ' ' í i + 1 ••-\V 

2 r l A 2J + 4 r 4 1 + 3 V)J-

Za výraz —ji + j dosadíme z původní rovnice (4). 

Tím po upravení obdržíme 

-M'-§Ki>+^| 
Má-li tato rovnice splňovati podmínku (31 \ musí býti 

L\a+^R^\^TÍ^-A~2T(^--3\ + 
**T\a + ď [8 U, " / 3^5, 2) + 

+ ^ í l + . 1 i l i l l = 0 -3*) 
n \ 3 * J f 

Nejprve budeme předpokládati, že výraz v prolamované 
závorce je roven nulle. 

Mimo tuto rovnici musí však býti splnéna ještě rovnice 
stavojevná (4). Jelikož však jde pouze o jakýsi korrekční člen, 
užijeme místo ní rovnice van der Waalsovy. Vyloučením pak 
teploty T z těchto dvou rovnic dostaneme 
/ a \ . \kíhk\ 2 //?,9 3 \ v i l vk\\ 
^ + - ) ( , - / , , - / . ^ | - - ( - - - ) - - - ( i + y - ) ; . ^ 

\ lkRvkÝ j _ / . 3 , > _ _ \ _ 'L/i • ____ U" *-?-* ?I -r /_«*ll2\ 
—V \ 2av J ' \ 3 lA ' • 2 / č t ^ r 3 t> Ij aó 8 *\a u / 

Jelikož výraz pod odmocninou je kladný, neboť první člen je 
čtverec, druhý pak je kladný, poněvadž a 1 2 < 2 a , , , a dále, je 
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likož člen v prolamované závorce je záporný, nemá záporné 
znaménko před odmocninou významu. Tím máme 

'. L + __•) {v _ b) - *__.__ _ _L _ ±1 . 

Í 2 — - ' - ^ 
av 8 *\ a,,/ 

í \ / __í . _- y 

Í - 1 ~ V 1 + / 7 ^ 7 ? T - ~ A 7 " « 4i»í 
| \ 2 « r ) | 3 ^ ., 3 ^ J . 

Omezíme-li se na případ velmi velikého r, stává se druhý člen pod 
odmocninou malým. Proto možno rozvésti výraz pod odmocninou 
v konvergentní řadu, z.níž podržíme pouze prvý člen, čímž máme 

_J2-M 
l _i_ « \( /. v 2 7 _ _ _ _ _ _ _ ! 

; ; ''', 3 ~ " -
Zavedeme-li sem redukované hodnoty 

, = 2/,r, i> = ^ v - , T = 2lT7uT> 
dostaneme 

___/_ __\ 

l_777 » + SfcvT) 6 ^'' -J) - VTT~~2A7 
/ , +"- " s i T . 

Po upravení je 
2 - K 12 

odkud 

£(* + >,-.>: 

2 7 / 2 - ^ 5 ^ 

4 / _ 1 2 ß, 2 
/ з + T Ã", 

^ - ^ T _ _ ^ _ . _ L _ _ 3 ( 5 . (33) 

3 + ď . 3 ft 
Dle uměření Bridgmanových čtyři body této křivky jsou patrný 
na diagramu u Schamese.30) 

s o ) Schames: Ann. der Phys. 3tf, str. 329, 1918. 
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Nejprve nutno poznamenati, že jeho theoreticky konstruo­
vaná křivka se značně liší od naší, která je rovnicí (33) dána. 
To je pochopitelno, neboť Schames kreslí svou křivku bez ně­
jakých zvláštních důkazů, při čemž je mu východiskem jediná 
měřená hodnota pro vodík, o jejíž správnosti však na jiném 
místě silně pochyboval.31) My užijeme pouze čtyř jím naznače­
ných bodů pro aethylaether. 

Ty vskutku poukazují na assymptotu funkce nvj leč ne 
však pro d = 3*0, nýbrž asi pro ? — 3'8. To je pochopitelno. 
poněvadž jsme již velmi daleko od oblasti platnosti rovnice van 
der Waalsovy, která činí předpoklad, že vlastní objem molekul 
je třetina objemu kritického, kterýžto předpoklad existencí bodu 
d = 3'5 je vlastně vyvrácen. Proto pišme rovnici (33) pro aethyl­
aether empiricky 

зэ. 

Z této rovnice ná základě měřených hodnot zkusme, zda 

veličiny 2 —a ~ vyhovují tomu, co jsme o nich řekli na 

straně 12. Nejprve pro určení hranic pro tyto veličiny uvedu již 
zmíněný výsledek práce van der Laara 3-). 

Ten ukázal, že při sloučeninách chemických platí pro ve­
ličiny rovnice van der Waalsovy 

\Jast = 2 \ju,h hsi =- žhh 

kde zkratky značí sloučeninu a látku jednoduchou. Kdyby tedy 
associované molekuly byly sloučeninou, bylo by 

' A 2 3
t 

Když však nejde o sloučeninu, nebudou se jistě síly od 
inolekul navzájem tak nasycovati a objemy budou větší, čímž 
také budou větší poměry 

52 £±2 

27 (2 — - ^ 2 ) 
1 

4 , 1 2 (t13 

"*" Ъ 3 ß, ' 
3-8 — Э 

8 1 ) Schames: Elstel und Geitel Festschrift, 1915, str. 301. 
* 2 ) Van der Laar: Versi, K. Ák. van Wet. 24, str. 1284 (19151. 
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l)á se proto očekávati, že budou splněny nerovniny 

V 2 < ^ < 2 , 1-13 3 <:^ . 

Ze Schamesova diagrammu je patrná tato hodnota 
d = 3 5, 77v =-.495. 

Tíin z rovnice dostaneme 

2 _ í í i _ - _ 2 0 / 4 _ A % + X \ 
« n - ' 2 7 ^ 3 3 /?, "*" 35)• 

Na str. 12. jsme řekli, že je přibližně « 1 2 -=2« ) 1 ) proto 
musí býti také přibližně 

z čehož 
3 3 /i, "^ 3-5 ~ ' 

^1 2
 = 2-5. 

Shoda s hodnotou 8%3 vypočítanou na str. 12. je vzhledem 
k tomu, že jsme již daleko od oblasti platnosti rovnice van der 
Waalsovy, jakož i vzhledem k tomu. že aethylaether je silně 
associován, dosti dobrá. 

Zajímavá je při tom ještě ta okolnost; že konstanta k 
z rovnice pro křivku nr v tomto případě úplně vymizela. Zdálo 
by se snad proto, že vlastně křivky Jouleovy by měly býti ne­
závislé na associaci a plynouti již z rovnice van der Waalsovy, 
což pravda není. 

Leč tato neshoda má příčinu v tom, poněvadž suppoim-
jeme, že k je tak veliké, že závorka v rovnici (32) je skutečně 
rovna nulle. 

Dále z rovnice (32) plyne, že Jouleova křivka existuje, je-li 

tedy pro velmi veliké objemy a teploty. To však je samozřejmo, 
neboť tehdy plyn se íídí zákonem ideálních plynů. 

(Z ústavu pro theoretickou fysiku čes. university Karlovy.) 



U • -

Sur l'équation d'état des gaz et des liquides faiblement associés. 
Par IJhiL Dr. C h a r l e s Teige h Prague. 

(Sommaire.) 

lia déduction de l'équation de van der Waals se fait sous 
la supposition que dans un gaz le nombre de points où trois 
molécules se choquent à la fois est négligeable vis à vis du 
nombre de points où ne participent à un choc que deux molé­
cules. Cette supposition n'est juste que dans le cas des gaz 
raréfiés sous une haute température. Si la température est basse. 
il se forme dans les gaz et surtout dans les liquides par la 
force d'affinité moléculaire des complexes binaires des molécules, 
et des chocs entre ces molécules doubles et molécules simples 
prennent place. Pour éviter alors la supposition citée plus haut 
sur le nombre de points où trois molécules se choquent ou plus 
généralement arrivent à se trouver simultanément l'une près de 
l'autre, nous regarderons le gaz comme un mélange de simples 
molécules et de molécules doubles. 

Nous arrivâmes en supposant que le quotient du nombre 
de molécules doubles par le nombre de molécules simples est 
si petit que l'on peut négliger son carré, à une nouvelle équa­
tion d'état. (No. 4). 

L'exactitude de cette équation qui est voisine aux équa­
tions empiriques. des MÎfy. Wohl et Reinganum est prouvée par 
les raisons suivantes: 

D'abord cette équation traduit les propriétés de la fonction 

\~Ffiï) ^ a n s u n domaine donné à un tel point d'accord avec les 

résultats de la mesure que ne le fait aucune autre équation 
d'état soit-elle déduite empiriquement où théoriquement. 

De plus elle se transforme pour de grands volumes en une 
telle équation de van der Waals où la constante a est fonction 
de la température T (voir No. 30), ce qui est en accord par­
fait avec l'équation empirique de M. Keing^num pour l'isopentane. 

Enfin on peut déduire de cette équation pour les gran­
deurs critiques la relation 

ET 
_ ^ - t f l ( l + tt'A) (23) 
l'y. ^ /. 
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qui a été trouvée empiriquement par M. Guye déjà en 1891. 
Dans cette relation c, et « représentent des constantes uni­
verselles. 

Quant à la grandeur et l'énergie potentielle des molécules 
doublés, une comparaison avec les résultats des mesures fait 
voir que le rayon d'une molécule double est sensiblement le 
double du rayon de la molécule simple et que une molécule 
double livre à l'énergie potentielle du gaz autant que deux 
molécules simples. Cela montve que ces doubles molécules là 
sont des couples de molécules qui s'y trouvent librement Tune 
auprès de l'autre. 

La forme de la courbe caractéristique de Joule (No. 33) 
fondée sur l'équation d'état est représentée à la fin de ce travail. 

Příklad funkce spojité nemající v žádném 
bodě derivace. 

Napsal K. Petr. » 

První příklad funkce spojité nemající v žádném bodě de­
rivace podal, jak známo, Weierstrass ve svých přednáškách 
(počínaje rokem 1861). Po prve uveřejněn byl od P. du Bois-
Rpymimda v Journal fur r. u. a. Math.? sv. 79. str. 29 (roku 
1875) a od té doby jest často vykládán v učebnicích počtu in­
finitesimálního. Pokládán jest obyčejně za nejjednodušší z četných 
od té doby uveřejněných příkladů,*) jak ku př. výslovně praví 
N. Xielsen**). 

(i. Peano uveřejnil v Math. Annalen? sv. 36 (r. 1890) 
práci (Sur ůne courbe, qui remplit toute une aire plaiue), ve 
které ukazuje, že existují křivky o rovnici 

L * ™ / ( 0 , U = 9(*)> 
*) Jsou to zejména práce: Schtvar% (Beispiel einer stetigen, nicht 

differentierbaren Funktion z r. 1873). Da>boux (Annales de 1'Ecole normále, 
i. 4., 1875, str. 57.- 112.), Dini, Fondamenti per la teorica di funzioni di 
variabili reali, r. 1878, str. 147 a násl.), Lerch (Journal fur r. u. a. Math. 
sv. 103., str. 126.—138., r. 1888). 

**) V Elemente der Funktionentheorie (z r. 1911) praví doslovně na 
str. 101. citovaný spisovatel: Das ersle vollstándig behandelte und gewisz 
auch dás einfaehste Beispiel solcher Funktionen verdankt man Weierstras^ 
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