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Fuchsove relacie pre linearne differencidlne

systémy a pocet ich &lenov.
Napisal Dr. Juraj Hronec.

Fuchsove reldcie pre lin. differencidlne rovnice n-ho radu od-
vodil bol Lazarus Fuchs?) z vety Abel— Jakobihovej o prefarovani
argumenta a parametra. Tieto reldcie st analogonjai tych reldci,
ktoré Weirstrass dostal pre periody hyperelliptickych integrdlov
prvého a druhého druhu a urcia isty stvis medzi integrdlami tychto
rovnic a medzi fundamentdlnymi substituciami differencialnych rovnic
n-ho radu. L. Schlesinger®) spojil tieto reldcie s vetou Abel-Jako-
bihovou, Schlesingerom rozsirenou a Hirsch?) zase, applikujic tento
Schlesingerov spoj na Eulerove transformovanie, dal tymto Fuchso-
vym relaciam pre differencidlne rovnice n-ho radu v3eobecnej formy.

V tejto price pojedndvanie st Fuchsove reldcie vSeobecnej
formy pre differencidlne systémy. Differencidlnymi systémami k voli
krédtkosti oznatujeme systémy lin. differencidlnych rovnic. Fuchsove
relacié¢ pre differencidlne systémy poddvaju sivis, jestvujlici medzi
integradlnymi mdtrixami differencidlnych systémov a medzi funda-
mentdlnymi substituciami, patriacimi k singuldirnym bodom differen-
cidlnych systémov.

Prvu pricu o reldciach Fuchsovych vzfahujicich sa na diffe-
rencidlne systémy publikoval som v Mathematische und Natur-
wissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XXVII. Bd. 1913, Leipzig.
Zaoberdvajiic sa od vtedy znovu tymito relaciami usiloval som sa
urlit pofet ich &lenov a skimal som i ich praktické applikovanie.
Tuna poddvam starti pricu, prepracovani v jednotlivych &iastkdch,
ale pritom publikujem, ako novu &iastku, vypoditanie pocet &lenov
reldcii Fuchsovych, patriacich k prvej, k drubej a k tretej skupine
a poddvam i vSeobecny stihrn tychto v3etkych reldcii.

1) Crelle Journal Bd. 76. (1874), Werke 1. (1904) 'S. 415 ff.; Sitzungs-
berichte der Berliner Akademie 1892, Werke Il (1901). S. 141 ff.

) Handbuch der Theorie der lin, Differentialgleichungen. Bd. II. (1897),
XIl. Abschnitt.

3) Mathematische Annalen. Bd. 54. (1900), S. 202 ff.
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Adjungované, linedrne differenciélne systémy.4)

Jestli dyk
Yi Qe
(@ E

(k=1,2,3...n)

je differencidlny, lmeaimy systém, vtédy tomuto adjungovany lin.,
dlfferencnélny system je:

® dn_ _ z 2 .

(k—-l,2,3... n).

‘Zaobevérajﬁc sa s Fuchsovymi reldciami pre differencidlne sy-
stémi obmedzime sa na ten pripad, kde differencidlne systémy sit
absolutne kanonického typu a preto klademe:

¢ (x)
-~ kde je: 9(x) = (x—a,) (x—a,)....(x—a,), a gix(x) je funkcia

raciondlna celistvd, zdvisld len od premenny x najvy3Sie vo stupni
o—1. Ked to urlime, vtedy differencidlne systemy (a) a (b) si
tohoto tvaru:

Ca(x) =

RO ¢® —anMm
. pétaine |
) 9 () 2 ——2 23 (x) s ().

Differencidlny systém (&) substituclou:
o . 2 (x) = 9 (x) pe (%)
pretvori sa na differencidlny systém:

flﬁ?ﬁ%%‘_kf})_) 2‘ #a(x) ra (x).

» Toto je adjungovany dlfferenctélny systém differencidlneho sy-
" stému (A).

4) Z Ciastky na zéklade ustného sdelenia p. profesorom Schlesingerom
z Giessenu, z ¢iastky zase na zdklade knihy Schiesingera: ,Vorlesungen iiber
lin. anferentialgle\chungen‘ (Leipzig, Teubner 1908), ktori vidy pod tituloms
: Vorlesungen budem citovaf
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1L

Veta o ¢are parametru a argumentu u linedrnych diffe~
rencidlnych systémov.?)

Identi¢ne je:

%[Mx)kz_l}’;k——(% a (x)]_di’z. [w (z)Zyk'(z) i;-"—_ﬁg]z

=¢'(X>2”( ) (x)+«p(x)2{ ) e )+J"‘(z>.d_.m(x>}

(z—x)? z2—x dx

—y (z)}}y B g Z{y @) 2@ 1l

x—2)? x—z

Z{é" D). 1k @9 -7 (z>(”""‘) Eyk‘z)u (09 (2)

x z)
k=1
2 2Oy com -+ (02 2 p(o) 2D 1),

~ poneva dla (B) je: :
? () e () o (1) ) Zm () g (),

preto, ked my toto a k tomu eSte differencidlny systém (A) do
ohfadu bereme, vtedy vy33ia identita pretvori sa na tvar:

g [ov (x)i_-i—"‘—_(f} me(x) ] 2 [‘P (z)z Ve (2) -’;’%‘g] =

z{ék( _z)zl" (x)‘P(x) ‘P(Z)J'k(z)(:k(g } zyk( 2) i (x)tp(z) +

k=1

43 3@ 052 3 ¥ 5 @) w0 22

k=12=1 ‘ k=1y=1

t) PouZitim mne danej poznadmky p. profesora Séhlesingera.
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alebo po usporiadani jednotlivych &lenov:

BT ST S

=2 Vi (2) ua (x){qv(x)—w(z) _ 9@ }+
k=1

(z—x)2  x—2z2

+ 3 0@ s () P02,
k=12=1
Kladme tuna:

2ea(X) —2ea(2) | ked: k42
X—Z

gu(x)——gu(z)_{_w(x)-ﬂz) 9 ked: k=1

r=Uka(x, 2),
xX—=z (x—2)? x—2z l

kde bezprostredne vidno, Ze Ux (x, 2) pri k & 4 je raciondlna funkcia
celistvd najvisSie 0 — 2-ho stupiia, ale Ze Ux1(x — 2) je takdto funkcia
ipri k = 4, to vidime, ked funkciu ¢ (x) rozvinieme v okoli x =z
do radu dfa rozvoju Taylorovho a tak rozvinutii funkciu @ (x)
vloZime do funkcie Uk (x, ), poneval vtedy mdme:

v) , " 3 ©) .
(p((?— xg;?) - f_(zz) ?wz(!z) +* 3§z) (=2 bt agz) (x=2)""%

Poutijic tato substituciu, rovnica (¢’) prejde do tvaru:

%[qp(x)zyk D )] - [qv(z)Zy (2] =

=¥ ¥k @ w () Uss (5, 2)

k=1 4=1

Polome tuna na miesto yi, yix; na miesto pm, mjx= Yi; a ko-
nefne na miesto uz, u; = Y;, vtedy mdme:

© 2 @ Unlx, 2) Vi ()=

k=12a=1

.aé[ffp (x)kz Yix (2) Yi (x )] 4 [qo {z)zy (z) Yiy (x)]
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Ked (yix (x)) znamend integrdlny métrix differencidlného systému (A.)
a (ui (x)) zase integrdlny matrix adjungovaného differencidlneho sy-
stému (B.), kde o tomto poslednom integrdlnom métrixu dfa Schlesin-
gera: ,Vorlesungen“ 3 predndSky a dla substiticie (1) stojf, Ze je:

) . (9 () Y (x) = (i (X))~

vtedy (c) na zdklade nauky komponovania mdtrixov prejde do
differencidlnej rovnice matrixnej:

© Vi (@) (Ui (x,2) (Yik x) =

= (yik (Z)) (9 (%) Yie (0)) — = (q, (2) yie 7) (sz (x))

Z—X z

11

Korene determinujiacich fﬁndameniéln\?ch rovnic, palﬁacich
k singularnym bodom koefficientov.

Jestli-Ze koefficienty ai (x) differencidlneho systému:

@) ngi__ﬁ .
B dx Ya aaix

sii monogénne a holomorphné funkcie v ]ednoducho stivislom
obore S, vtedy obecny integrdlny matrix tohoto differencidlneho
systému tohoto vzoru je:

©) ik (x)) = (cix) (M (%)),
kde (cx) je kon3tantny métrix, o ktorom stojf, Ze /cx/ = O je.

(i (x)), ako partikuldrny integrdlny mdtrix differencidlneho sy-
stému (a), v okoli singuldrneho bodu x = a, v8ak tohoto tvaru je:

@ @)= ((—a)ipax), (=12....0)

kde @i (x) v okoli tohoto singuldrneho bodu holomorphné funkcle
st, o ktorych eSte i to stojf, Ze

[P (@) | + 0;

a kde exponenty r; sii korefiami determinujicej fundamentélnej rov-
nice, patriacej k singuldrnemu bodu-x = a,, ktord v pripade diffe-
rencidlnych systémov absolutne kanonického typu, teda v pripade
differencidlneho systému (A), takyto tvar ma:

[ AR (») — 6y r| =0, w=12....0

kde zase AP v (v=1,2..,..0) st residud, patriace k jednotlivfm
singulirnym bodom differencidineho systému (A).



214 L

O tychto korefioch r; pfedpokladime, Ze sii ony vietky rozne,
t. j. Ze niet medzi nima stejnych. Predpokladdme dalej, ¥e redlna
“Ciastka tychto korefiov hybe sa medzi hodnotami 0 a — 1. Na zi-
klade tohoto predpokladu a na z4klade vety o korefioch deter-
minujicich fundamentdlnych rovnic, patriacich k differencidlnym
systémom adjungovanym redlna Ciastka korefiov z determinujtcich
fundamentdlnych rovnic, patriacich k dilferencidlnemu systému (B.)
leZi zase len medzi hodnotami 0 a—1.

IV.
. Identity, vyplivajucie z vySSie urobeného predpokladu.

V odseku III. uZ fnéme, ze:

-

| wix = Yii
©®) Zik = @ Yyi.
Kladme este
(6a) (e ()= (Hi (x) 9 (x))

a vtedy z tohoto dfa (4.) nasleduje:
(6b) (G () = (i (0)' = (Hux (x) @ (x)) = ((* — )"k Py (x)).

Tento ({ix (x)) métrix je integrdlnym mdtrixom adjungovaného diffe-
rencidlneho systému (b’). Ztadialto zase vidno, Ze:

(N (Hix () = ((x — @)~k By ()
Poneva® redlna &iastka mocnitelov: —r, hybe sa medzi 0 a - 1-

vtedy redlna Ciastka mocnitefov —r;x —1 ostane vidy medzi 0 a —1,

Funkcie @y (x) a @y (x) si v okoli singuldrneho bodu a, holo-
morphné.

Na zdklade predpckladu o korefioch determmu]uclch funda-
mentdlnych rovnic a na zdklade (4) bezprostredne vidno, Ze je:

(Ba) (9@ nk Nz=a, = [(Z— @) it D) 2=a,= (0),"

poneval funkcie @i (2) v okoli singuldrneho bodu z=a., sii holo-
morphné funkcie; tak tieZ zo (6b) nasleduje:

(Sb) [(¢ (X) Hik (x))]x: a, =— [((X—" a,,) Yk @ik (X))]x= a, — (O)~
" Vezmtc do ohfadu rovnicu (3), dostgneme z rovnice (2):

(%92) (9 (x) Y (x)) = (cax mae (%))~ = (g (X))~ (i)™

a z tohoto zase na zdklade (6a):

@) - (P Ya@)=(p (x) Hx () (cir)™,
leb :
?93 ’ o (Ye ) = (Hax (x)) (ca)™
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Poneval (cix) je konStantny mdtrix, kde /ci/ 3 O je, preto z (gb)
na zdklade (7) mdme

(10a) [(p (x) Yic X)]x =4, = (0)
_a z rovnice (3) na zdklade _(4) dostaneme zase
(10b) 9@ i @)za, = (0)

V.

Prva skupina Fuchsovych relacii.

Integrujme rovnicu (C) v odseku II tak, Ze v obore drZavy
.z integrujeme od singuldrného bodu a. po singuldrny bod a;
a v obore drZavy x integrujeme od singuldrného bodu a, po sin-
guldrny bod a,; integrujeme v8ak pod tou podmienkou, Ze inte-
grafne Ciary nemaji spole¢ného bodu.

a,

(ax (a2 i) Untn2) Gty =

o/
ay ay

[z ereomca] 7 fseomce) (2]

a, # A

Poneval integratne Ciary nemaji spoletného bodu, preto integrale
a, ay
Szﬂz)dz, S&E(_x)dx v, x, 2=123...0)
zZ—X X—z
a, . a,
sl koneZnej a urCitej hodnoty. Ma]uc toto pred ofami a vezmic
do ohfadu rovnice (10), dostaneme z vyS$3ej rovnice, ako vysledok
prvii skupinu Fuchsovych reldcii:

a, az
fax a2 G 2) U, 2) (V) = ()
a, a,

kde u, vz, 1=1, 2, 3....0, ale tak vzato, Ze p v+ xF+ 1

. VL :
Veli¢ina skupiny prvych reldcii Fuchsovych.

Aby sme to vypolitaf mohli, Ze kolko reldcii patri, do prvej
skupiny Fuchsovych reldcii, urobme jedon rez po krivke, tiahnucej.
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cez vietky singuldrne body. O tejto krivke predpokladdme, Ze nemd
dvojného bodu, to jest, Ze sa nepretina, teda asi takto tiahne:

Obr. 1,

Po tomto v3ak ustifme sa na smere a na polohe integrdCnych Ciar
a to tak, Ze pokial je p << v (u, » =1, 2... 0), dovtedy integrd¥na
¢iara premenny x — u stdle na pravom brehu tohoto rezu po-
kraluje, ale ak ndhle je x> », vtedy integrdne Ciary hned prejdu
na favy breh tohoto rezu. To isté stoji i na integra¢ne &iary v obere
driavy z, takZe, ked je x << 4 (%, A=1, 2...0), vtedy integrujeme
na pravom brehu rezu, ale ked je zase x» > /4, vtedy prejdeme
na [avy breh.

Chcejtic urgif veli€inu prvych reldcii Fuchsovych, vypo&itdme
tieto v tom pripade, ked je # << v << » << 1. Tento pripad je len
jedon specidlny pripad tej podmienky, ktori sme v predoSlom od-
seku vzfahom na integréne Ciary urobili, ale vypotitame veli¢inu
prvych reldcii Fuchsovych i v tomto pdde, lebe pri tejto Specidlnej
podmienke -si dané prvé reldcie Fuchsove v price,®) pisanej po
prvé o Fuchsovych reldciach. Jestli je

p<lr<x<4,

vtedy vehému prvych reldcii Fuchsovych modZeme v ¢ — 3-och
postupoch urlif. Ked integra®nu &aru, vzfahujuciu sa na x, vezmeme

medzi singuldrnymi body a, as, vtedy pocet mtegréénych élar
vzfahujlcich sa na premennu 2 je:

o— 2

(27
a tak tymto prvym krokom dostaneme, ako veliCinu prvych reldcif
Fuchsovych odhliadnuc od meny i a £:

(2) (u- 2)
2) (727,
Vezmime teraz a,, a,, a, singuldrne body. Medzi tymito mo-

Zeme potiahnif ( g) integfaiénych Ciar, vzfahujucich sa na premennu x
' %) Math. u. Naturw. Berichte aus Ungarn. Bd. XXVIL
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a medzi ostatnymi o — 3 singulérnymi body moéZeme zase
(27
2
integralnych Ciar, vztahujicich sa na premennu 2 vyznatit, tak e
pri tomto druhom kroku dostaneme

(2)(°27)

2 2 -

reldcii, lenZe medzi tymito nalezaju sa i reldcie, urfené uZ Ziastoéne
prvym krokom, takZe pri druhom kroku dostaneme len

(2) (°2°)=(3) (72°)=2("%")

novych reldcii. Takymto pokratovanim pri trefom kroku dostaneme: -
(2) ("2%)=(3) ("2%)=3("2")

novych reldcii. Pri o —4-fom postupe dostaneme
("2°) )= ("2 (2)=(—4)(2)
novych reldcii a kone¢ne pri ¢—3-fom kroku mdme

o—2)\ (2 c—3) (2 2
(2% (2)=("2°) () =(—3) 2]

novych reldcii. V pripade
ulr<<un<l

pri stdlych hodnotach 7 a & je teda vSetkych prvych reldcii Fuchsovych:

o2
)2 (5)(0_- r—1);
) r=2 .

ale prave tolko reldcii mdme i v pripade
w>v>u>4,

takZe pri podmienke u << » << x << 4 veli¢ina v3etkych prvych re--

lacii Fuchsovych je

c—2
2 n22 (5) (0— r — l))
r=2
jestliZe mdme ohlad eSte i na to, Ze sti 4, k=1, 2, 3....n.

Po tomto vypoZitajme Giplnu veli¢inu prvych reldcii Fuchsovych:
t.j. pri tej podmienke, Ze integrdCne Ciary dvojndsobnych integralov
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‘nemaj spoleénych bodov. T4to podmienka po ustéleni smeru a Po-
Johy integrd¢nyeh &ar dd sa mathematicky takto oznalif, Ze je:

: uFrFxfld

Pri dvojndsobnom integrovani znamend toto v3ak to, Ze zo o singu-
Jarnych bodov mdme dve-dve singuldrne body, ako hranice dvoj-
nasobnych integralov, vychytif a mdme ich integrd¢nymi élararm
spojif. Ale rad dvoch vychytenych, vyznaéenych singuldrnych bodov,
‘to jest smer integrdénych &iar moZeme i zmenif a tym dostaneme
zase iné reldcie. Zmenenim miesta vychytenych dvoch-dvoch singu-
ldrnych bodov varlu]eme kombinovanie dvojek, takZe tiplna veh(‘,ma
prvych reldcii Fuchsovych je:

n? V,: =0 (6.—1).

Na pr. najjednoduche;j$i pripad je,"ked o= 4 je a vtedy integrdtne
tiary jednotlivych integrdlov, vzfahujicich se na x a na z musia
hyt’ takto vzaté:

T Py MRS AAGS

X a, a, X a, a,a,a, \ @, 4,
F4
a, a, 0/3'\ a A o/:\oﬁ
A 3 ' m az\a; 1 3
a, a, o\_;,o (\-P/o a, o\z’/%"l. ar/aya, a, &’\z‘E/oa’&

‘Wa - Xy X szaa Ay ,

Obr. 2.

V tomto pripade teda 12-rako moZeme rOznd vyznaCif integrdZne
iary, vzfahujiicie sa- na x a na z a preto pri ¢ = 4 mdme spolu
n®. 12 v8etkych prvych reldcii Fuchsovych.

VIIL.
Druh4 skupina Fuchsov?ch reldcif.

Integrujme rovnicu (C) odsek Il tak, aby integrd¢ne Ciary dvoj-
ndsobnych integrdlov maly jedon jediny a to jedon singuldrny bod,
ako spole¥nu hranicu. K voli lednoduchostn piSme a, = a, &=z,
a,=2>b, kde u,», A=1,2,3...0, vtedy:

c

b
O S dx S dz (@) (Ui (%, 2)) (Y (0) =
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=g ax \az 2 (y'k (z)) (P (x) Yie (0) —

c
de
a

Chcejuc tieto integrédle vypotitat, musime ponajprv dvojndsobné inte-
grile na jednoduché rozobraf.

[P W Sy

dz dz (9 (@) yix ) (y'k (x))

1.

Rozklad prvého dvojnasobného integrdlu na iédnoduch\'/
integrdél v rovnici (D).

K voli kratkosti znatme integrd€nu &iaru ac = v a integralnu
tiaru ¢b = u. Vyznatme potom na integrdCnej &iare v jedon bod a’,
a na integraZnej €iare u jedon bod b'. Tak bod a’, ako i bod &' stt
rozne od singuldrnych bodov a, a, ... a,, to jest nem6Zu sa s ty-
mito spojit.

K voli j_ednoduchosti kladme este:
ik (Z
I (” i )) (9 (x) Y (0) =

takZe vezmic do ohladu rozdvojenie jednoduchych integrdlov, prvy
dvojndsobny integrdl takto moZeme pisaf:

bt a’ b’

(q)_Sd Ssz*—aS'desz—l—deS?sz—}—Sc Ssz—{—§ dezV

a 9!
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Na pravej strane stojaci prvy, druhy a Stvrty dvolpésobny inte-
grédl déd sa bezprostnedne vypotitat, ponevaC u tychto integrdlov
integrdtne &ary nemaju spoleénych bodov, takZe je:

bl

dz V= [( Yix 1Z) (z) dz) ((p (x) Yi (x))]x=

xX=a

’

Q
X

R
&
L3> ¢ — >

dz V= [( Sbyz" () dz) (qo (%) Yir (x) )] -

=a
b’

ey
&

R

b

dz V= [(S 2 iz) (v Vi (x))]: -

b’

|

al

QU
=
Wryo &

Majic pred ofami, Ze dlfa (10a) stale je
[( (x) Y G =, ©) _,

a potom, Ze madtrix b’

(o4

c

2...0)

vloZiac do neho x — a = a, a kone¥ne Ze madtrix,
. N
(SZ'L@ dz)
zZ—X
c

vloZiac do neho x = a = a,, pofaine x = c =a,, je konelnej
hodnoty, dostaneme: .

(29 ) reomsn]_=0

b

S ik (z) dz cp(x) Yi (x))j = (0)

Y

(SZ:%) ) (s ¥ )| =

z.
b!

a preto treba vypotitaf len:




®© ‘§dx IS:dz V= [(tgl.}:k @ dz) (‘P (%)Y (X))] -
§dx§ dzV= [( bJ;”‘ @) dz) (¢P (x) Yik (x))]x =
S S [ § i (z) dz tp(x)y,.k (;))]xza'

Stitajlic dve posledné rovnice, mdme:

(q) ‘ildx dez V4 Scdx §dz V= (0)
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Aby sme v rovnici (d) i treti dvojndsobny integrdl na pravej
strane vypotitaf mohli, vyznaéme na integrdnej &iare v medzi
bodmi a' a c jedon pohyblivy bod §=c—s a to tak, Ze je
5’:":1; (¢ — s) = ¢. Vyzna¥me potom na integralnej &iare u medzi
bodom ¢ a medzi bodem b"tieZ jedon pohyblivy bod § = c - ¢ tak,

Ze je i‘g‘o (c+t) = ¢, vtedy tento treti dvojndsobny integrdl takto

- mdZeme vyjadrif:

c—s b’

(h) §dx JS{ dzV =sh=":, de S dz o (}; “* (z)) (‘P (x) Yi (x))

t=09o a ci-t

[(S e 2 dz) (v 0 Va (x))] IR

c+-t

[((220) (pemace)]__

c

=
oo 3

s
t

+

Sliagenfm rovaic (g) a (k) dostaneme: ()

a ¥V c b’

. i (2) . x=c—s
gdedz V- de gsz lim [(SH dz )(«p (x)Y: (x))]

s=o
a c a c t=o0
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Stitajme teraz zase rovnice (@) a (8) a vezmime do ohfadu (a’),.
mdme prvy dvojndsobny integrdl v rovnici (D) vyjadreno jedno-
duchym integrdlom: (11.)

c

forf e 22D a0 ey camacol]

a e c+t

. 2. .
Rozklad druhého dvojndsobného integrélu na jednoduchy
integrél v rovnici (D).

Pokratovanie je stejné neili prv.
Kladme Yix (x
dz(‘P(Z)J’tk()) ( k(z)) W;

a vtedy na zdklade uZ vySSie uZivaného rozdvojenia jednoduchych
_integralov druhy dvojndsobny mtegrél na pravej strane v rovnici (D)
prejde do tvaru:

a b a b c b’ b

) deSdz W= deSdz W degdz W deSdz W Sszdz W,
a c a’ a’

kde prvy, druhy a Stvrty dvolnésobny integrdl d4 sa takto vyjadrif:

a’ b!

de Sdz w=| («p () yu (z)) (SYM (x)d )J:b

Sa;ix dzW= («p (2) yir (z)) (S Y‘k (x) dx )L
§dz

a b
Ponevat dra (10b) je

[romol=0 _ .,

=p’

L

X—2

4/10-)

de= w(z)yuc (2) Sy”‘(x)d.]

a ponevdl mdtrix af

5=3 "")],‘:c
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a métrix CYik (x) 2=b
e==28]
al bt

st konelnej hodnot)', Preto sii:

(qo @) v ) (S" )| |=©

z

(fp @) Vi (2)> (S v (x) dx ) =0

, .

( ¢ v @) (S 2O ) =0

takZe ostane:

'de Sdz W= (tp (2) i (2)) (S Y”‘_(—x?) dx )]= i
Sa‘lix .bdz W= L((P (2) yir (z)) (S Yie (x) )]z: )
(&) Scfix Sb’dz W == ((p (2) yix (z)) <§ };tk (3;) )] . _.
Sludiac pr‘:ré ;ve rovnice, mame: ’
a' b a’ b
(@) Szdx (az w+- Sadx S:z W= (0).

'Aby sme i treti dvojndsobny integrdl v rovnici (f) jednoduchyme
integrdlom vyjadrif mohli, pouZijme k tomu v predoslom odseku:
oznadené dve pohyblivé body § a §, takZe je:

c b c—s b
. = e ) Yie (X)) —
w feerepeitoonez

a’ t o a’

[(¢p @) yue (z)) (S Yu (x) dx)] '+"{im [(¢ @) v (z)) ( S %i_%))] o
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Stitajme teraz rovnice (g’) a (h'), tak mame:

@) Scdxgbliz W+ §ax dez W= hm [ tp(z) Vi (z)) (S Y,k(x)d )] et
P a b =0

. Shu¥iac rovunice («') a (8") a vezmic do ohfadu rovuicu (f) zjavi
sa ndm druhy dvojndsobny integrdl v rovnici (D), vyjadreny jedno-
duchym integrdlom:

(12) Scdx de (tp ) yi (z)) (Y"‘ (xz)>

=imf(rem) (2a))

a’

VloZme tvary (11) a (12) do rovnice (D):

Y
Sd S (J’zk (€9) U,k (x, z)) (y,.k (x)) _

c

{[(Sz—k—(ix) dz) (w () Yie (x))] x=cos

]
o c+t

I

=)

1
s
t

c—

~[lrermeo) (F2e],_,

al
a ked zase do tejto rovnice vloZime tvary z rovnic (3), potaZne (9),
zodpovedajucie métrixom (yi (2)) a (Yi (x)), vtedy dostaneme

K

F) de Sdz ( yu (z)) ( Us (x, z)) (yik (x)) —

ot ({242) (e o)

t=o0 ct

— [( ? (2) 7 (2) ) (Sc:é:k—_(? dx)L: " t} (cw) 1

a’
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/ 3. , ‘
Formula, poh'ebné k redukcii jednoduchych integrélov.

Pre adjungované differencidlne systemy (A) a (b)) méme )

2}’:421:4-—-6{1:, G k=1,2...n
- A=1 '
kde je
: P 1, kedi=k
* =00, ked i+ k.
Z tejto rovnice na zdklade (5) dostaneme:
n . .
. (0 2 Yia (x) Y (x) = O
alebo : A=t
0) i ) (@ () Y (x)) = (9x).

DIa (3) a (4) je:
i () = (cie) (O (x— C)’t) (Pix (),
a dfa (9a), pofaine (6b) je zase
) Ve = (B ) Gu(x—0) ) (ew)-
Vloime tieto do rovnice (6): =
(ca) (Oix (x -—C) Y (pu (%)) (D (x)) (O (x — C) ) (ka) = (511:)

slebo .- (P () (B () = (6.
@i (x) a By (x) v okoli x=c=a, st holomorphné funkcie a -
- preto ked vloZime x=rc, dostaneme :

3 9O Y EY=Ow,
kde 83: je prvy len rozvolu funkcie @ (x) v okoli x = c = a,
a EY, je zase prvy Hen rozvoju funkcie q;"(i)) v okoli x = ¢ = a,.

. - . 4l
, Redukcm prvého &lenu, stojaceho pod limitou na pravej
' : ~ strane v rovnici (F). :

Rozdvo;me r;xétrix (i (z)) takto:
@) =—reg)+(@—ayit! g (2))

- ') L Schleamger ,Vorlestmgen‘ str.. 35 (6)

¢ . -
éalopin pro péstovén{ matemaﬁky a fyslky Rotnik Lll . B
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‘a matrix (¢ (x) Hyk () zase takto:

@@ He ()= (x—9) “ ¢ @ E AR —0"" Tu (£
kde %, ¢’ (c), E% st konStantné hodnoty. Funkcie 9% (2) a Oy (2) -
v okoli smgulémeho bodu c=a, sii holomorphné funkcie. Pri

takomto rozdvojeni komponujme mdtrix (Z’—___(;)) s mdtrixom 1
(9 (x) Hi (x)): ,

(29) ¢ Ha ) = ((f_c’ ) (= 5"y E&)+ |

AR— x

_ +( —C) rz&k) ((x B c) Hig, (x?) +
+(E=2"" 0 @) (-0 v O £+
(z—c)riti— '

+(7:7 T @ ) (- T ().

Integrujme tfito rovnicu vafahom na z od c+t po b, vlozme
potom x=c—s a vezmime limitu pre lim s=o0 a lim t=o0:

b’

lim ( S%"_% dz)‘(sv (J_c) Hi (x))]—‘== - é. |

$=0
t=o c+t
. b .“x 14
« r: . =t~ 8
= lim L( e S(i _—xl l z) ((x— ¢y~ "k ¢’ (¢) E;;)
t-o et S -
b’ ) | ‘ Ix=c—s
— i ==
+ lim [( eit S(zz 9y ) ((x — )kl @m (x)) +
s=0 1 .
t=o -c+t“ .

+ ;""1 [(S";“‘?r;’;l(z) dZ) ((x - C)“ T 97 ‘(0 E,k)]’-‘-{-cf" :

=0 ¢

——e

s=0
t=o0 %+

+ 1im [(S (z__ ;)': Pix (2) &z) ((x —-— ;)"’ 1 @k (x)')];: é;-_" :\':;"’
- P

Druhy, treti a §tvrty tvar, sto;écl pod lmﬁtou, mﬁieme bezprosti‘edne
3 _vypoéitat’ Dmhy vyraz e: . , ‘




s} [a,S(Z e ’k+'<15,c-(x))]x_c‘s

";[ S<~1+

( } kS(— 1 —|— ) (z—o)t dz> [((x —¢) "k Dy, (x))] = (0).

poneva& prvy métrix je vobec nullou, stic initel, sto1éc1 pod inte-
grdlom, identi¢ne nullou; ale i druhy matrix je tieZ identicne nullou
pre x =c, lebo je — rk> 0 a Dy (x) st zase holomorphné funkcie
v okoli x =c.

Treti tvar je:
b’

tim [(S(ﬁ: oyt I@k & 2 ) ((x A E:,k)]x—c .

é‘

(1]
o0

li

-

) (z—o)i dz) ((x — ) Tk Dy, (x))]x T

~0 ”

s=o X
i=o0 c+t

b’
XxX=c

— (S(z—c)”' P (2) dz) [((x——c)_ & @' (c) E?k)] = (0);
lebo druhy métrix pre x = ¢ je identine nullou ponevat je
— rx > o0, a prvy mdtrix je zase koneZnej hodnoty. :

Stvrty tvar je:
b

lim [(S(i : ot ]q)rk 63} dz) ((x — c)— (Dzk (x))]x =

§=0
t=o0 c+t

bt
xX=c

= (S(z — )"t i (2) dz) [((x —0) ' T (x))] = (0),

{ebo prvy maétrix ‘je koneEne] hodnoty a druhy métrix pre x =¢
je zase identine nullou sic — rx-+ 1>o0. Nasledkom tychto vy-

sledkov je:
el =
=g () (€3 (EY ([6,k lirzno(x —9" S(_:___—: %) riiz ]" mee )

t=o e+t o ‘§
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alebo, keZ vezmeme do ohfadu vzor (13):
b’

(9 i [(S—Z—"_‘—? dz) (9 () Ha (x))]: o
t—o ¢4t
d =c—s
(S =)
5.

Redukcia druhého (‘.lenh, stojaceho pod limitou na pravej
sirarie v rovnici (F).

Pokratovanie je stejné, neli v predoSlom odseku bolo. Roz—
dvojme (9 (2) 7i (2)) takto:

(9 (@ mk (2)) = ((z— )11 9/ (¢) e8) + ((z— )i+ gl (Z)),
tak tiez métrix (Hx (x)): ’
(Hix () = ((x— o)~ 1 EQ) + ((x— o)~ Dk (v)),
kde ¢’ (c), %% a E° st kon$tanty; ¢% (2) a @% (x) s v okoli

singuldrneho bodu ¢ = a, holomorphné funkcie. Takto rozdvojené
tvary mdtrixov komponujme jedno s druhym da to komponujme -

matrix (9 (2) 7« (2)) s lava m:«itnxom( ik (x))
46 10 @) = e erity @) (529 )+

—0) i =

-2 @) (T2 ey +
—!—( (z—cyi+¢'(c) e,k) (Exﬁz;_ Dy (x))wL
He—oiriEe) (E22 T aw)

Integrujme tito rovnicu vzhfadom na x od hranice a’po hranicu

¢—s; poloZme potom do nej z=c-}-# a vezmime limitu tak dosta-
viieho tvaru pre lim s=o0 a lim t— o0: '

| [(9) (2) 7 (z)) (‘S,Hk (Z) )L‘:; +;

H "

s
t
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= lim [((z — )i+ (o) ‘3c> (E”‘ S(f = 2)\“”‘ ) ;x)]f e+t

0 a

i}

s
t

—{— llf [((Z —o)it2 ok (z)) (EB‘ chccs{.?_ . 21x>] z—tt‘-i-t
ﬁ;Ka—w+W«wm§§ el
+sl_1_n: [( (z—c)i+2 gy (Z)) (S%}?” ! P (x) dx )] R :; t

Na pravej strane druhy, treti a Stvrty ¢len identitne zmiznd, Co
vidime ihned, jestli-Ze im iného tvaru [ddme a do ohladu ‘bereme

v predo3lom odseku urobené pozndmky. Druhy Clen je:

lim [((z —e)yitigh (z)> (Effc St'(;s z I)thu

“telle-oswolaf 1120 e ),
= nfleer )] (%w o e A B

Treti Clen je..
P — ——rk . '
tim [((z— i Tl () e?k) (S———«‘i =9 "a}, (x)‘dx)]:
a’ z=cH4t

[

— [((z — )it g (o) 6,-‘,1)]1: . (S(x—-c.)—.r_" ~! D (x) dx) = (0): |

lebo je ri+1>0 a—-rk—l hodnota redlnou Ziastkou lei medzi

0 a medzi —1.
Prdve tak, ako sme v predo3lom- odseku .videli- itu. Stvrty. élen

pre tie isté priémy je nullou, takZe mdme.
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[(‘P (2) 7 (z)) (5” Ik (i:) )L_H-t

c—- 8

~¢ @ @D [(anim -+ (€= )] ot

4

~o
1 H
oo 8

t=o0

alebo, ked bereme (13) do ohladu:
mf(em00) (22200

t—o0 ) Z z=c+4t

. c -8
rp 41 (x__c)——ri~l )]
= ||dx li — —
[( u.csl=mo(2 c) S’x—z - dx e

t=o a

VioZme, teraz hodnoty zo (14) a (15) do rovnice (F) tak dostaneme :.
[ b '

©) {ax S_dz Vi @) (U &, 2)) (Vi (1)) =

a c

' b'
= (cw) (a,k lim {[(x_c)._ . S%:_:_;)_r, dz]x_:,_
=% )z,
c—s

— [(z—— c).'t +1 S—(—x’-c—:_——g—)* 5 w;ix]z _ c+'})(cil€)—"

a’

6.

lntegru]me teraz _rovnicu, (C) odsek II. vzhladom na x od sin-
guldrneho bodu ¢ po’singuldrny“bod b, a vzhladom na 2z od sin-
guldrneho bodu .a po singuldrny bod.c: ‘

©) de {2 0w @) Wi e 2) (V) =

~C
[

oo e oeoma o o o)

c

Chcejiic vypotitat tiets dvvjnisobné- integrdle, musifie i tieto
pretvorif na jednoduché integrdle a to tak, ako sme to boli “urobili
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v rovnici (D), to jest- pouiijeme cielom rozdvojenia - jednoduchych
integrdlov tie dve body a’ a &', ktoré sme urcili na integra¥nych
- Siarach v a u, takZe vtedy moZeme pisaf:

den&dx—l—de

c b

Sdz;S;iz+§dz

Na zdklade tohoto rogdvojenia mdme:

(*d) §dx§dzv = Sbldx §'d§ V—|-§dx§’dz V—i— ; Sdz V-
' ¢ a ) ¢ a b a c a’
b . c .
- +dexS dzV,
e Ve A6 va @ ke

Vyjadriac tieto dvojndsobné integrdle jednoduchymi integraly,
snadno modZeme dokdzaf, %e tvary:

[fves], [fve] " vee ™

sti nullou na ziklade (10) a na zédklade predpokladu o korefioch
determinujicich fundamentélnych rovnic, takZe, ked pouZijeme v od-
seku Vlll 1. oznaZent llmltu rovnica (*d) prejde do tvaru:

| S’;,x.szdzv__[svdz] _,M+{§'Wz];;b,+ [Sde]" b+

)
c—s ) c .
il ],
alebo sludiac zodpovedajucie c‘.leny iedno sdruhym dostaneme
. . s A

: "'ﬂ(ﬂ') de S"“"‘",;'o[s qu]x e

. t:=0
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Checejlic redukovaf i druhy dvo;nésobny mtegrél stojdci na pravej
strane v rovnici (D’'), na Jednoduchy integrél, kladme :

Yir (x)

= 0@ e ()

a.poutijme vy3Sie oznatené rozdvojenie jednoduchych integralov,
vtedy :

b c ' b  a a’

() Nax (e w= de Sdz W de Sdz W
‘e a c a b’ a
+ ‘?d gcdz W+ §dx (dz w.
P ‘o b’ ‘o

Vyjadriac na pravej strane nalezajucie sa dvojndsobné integréile-
jednoduchymi integrdly, na zdklade (10) a na zdklade predpokladu
o korefioch determinujiicich fundamentdlnych rovnic snadno mo--
feme dokdzaf, Ze po uvedeni uZ zndmej limity mame:

4

o farw =[] w7

el

_a,

Slugiac zodpovedajucie &leny jeddo s druhym, dostaneme :

b [4 b :
az) deSde:lsm[Sde]’*c._s.
a St:.g C-H .

VloZzme tvary (11°) a (12) do rovnice (D), berme miesto i (z))
jeho hodnotu z (3) a miesto (Yix(x)) vSak jeho hodnotu z (9),
vtedy rovnica (D) prejde do tvaru:

GO de Sdz i (2) (Ui (x, 2) (a (=

c—8

L= (cu)‘lj:tg {[(S"”‘ (2) dz) (w (x) Hie (x)) |

. t=0 a'-

[(tp @ 7 @) (Sf’:‘ (x)d )]z ‘ c*s}(cm)—‘
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Poutijic i tu redukcne zndme uZ z odseku VII 4. a 5. a beriic do
-ohladu tvar (13), dostaneme z rovnice (F):

@©) § dx (dz (i @) (Ui (5, 2) (Vi () =
== (i) (61/; lim {[(x - c)*‘ S (Z -o)'i dz] -
fig w X} Ix=c+1t
4 N
— [(Z— ¢)ria S(‘;_}E%f;l de }) _'(Cik )L,
. c+t
' 7.

Vypot‘.ﬂame vyrazov, stojdcich pod limitou ‘
v rovnicéch (G) a (G).

Snadno moZeme dokdzaf sprdvnost identity :

: o d x—o7 d (Z—c)i+1.
(16)  (z—a)i dx z—x dz x—2z

]niegru;me tito identitu vzhladom na x od @’ po ¢ —s, a vzhladom
na z od ¢+ ¢ po b'; vezmime potom limitu tak dostav3ieho tvaru
pre lim §= 0 alim f =9, tak dostaneme

“m[(X-—c)—nS(z —) dZ]x:L‘ﬁ's |

=(x—c) i~

s=0 X x=a
t=0 c+t
* c—S | b
r, z=10
= lim [(z - c)’i+lS(~x-~3—.Cl " d ] '
.;:(0] X-—2 z=c+t
= a’
alebo dalej ’ :
_ b IS
lim {[(x—c)"'isgzri)r-i— z T
s=0 2= X
. =0 ctt - -
c—8 . ) . o . ]
—)—ri—1 )
—lz=c¢ PHSMJ:‘ dx] =
' [( ) X —2z z=c+t’ .
al Y
" c—s o
) . ) —1 z=0b
= lim — )i+ SQ_L ] —
) sik}l[(z €)" X—2 dx l
 _ t=0 - al
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. bt o
(> p\i ’ .
[(x—-c)*'t S(f——cl dz] }, ‘
Z— X x —a'
c+t ) :
ponevdZ argumenty x a z u &lenov na pravej strane sa uZ neméiu
sisf, preto tu moZeme. limitu uZ vynechaf a tak mdme:

1

| an | .hm{[(’x———c)—fts c)' ]x-c~s

§=0
t=0 c+t

c—8

- [(z — )i S%E’?_‘rii ldx] e= c+t} N

¢ ) 1
—r; r
. ¢ s \(z—0)
‘ = (b C)ri * lS bz) dx+ (a C) Ti S—z'":——a, dz.
. a’ . ¢ B
Potomto ' prikroime' k tomu, aby sme uZ dostavie integrdle

priamo vypotitali a preto bod-a’ na integrdlnej Ciare u, pofaine
bod &' na integraCnej &iare v ustdlme tak, Zeby bolo:

b —c I
(18) .o a/__c_'e V 1
Pomocou substitucie’ _ .
z—c=—(a'"—c) &

.z ktorej zase vychddza, Ze je:
z—d =—(@—0o) (149,
dostaneme, ako vysledok, Ze druhy &len na pravej strane v rovnici

17) je: 1

19  (@—on S(z c)‘dz——e—rn\f—gl+§4§
) J |
U prvého jednoduchého mtegrélu na pravej strane v rovnici (17)
uvedme téito substit{xciu .- . .
g ]

2 ktorej zase, beruc do ohfadu (18), sleduje, Ze je:

X‘—“b' (a “"é) “+§)
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Na zdklade tejto substitucie vezmic do ohfadu (18), dostaneme :
oo
(x—c)-ri—1!
(200 ('—o): “Sx iy dx=e¢i V-1 STq_“;‘-

a’

Poloime hodnoty z (19) a z (20) do (17), tak médme:

ISP

t_O c+t

c—sS

‘_[(Z—PC)”—{_‘ S(x xc')— Zrl il dx]z:cﬂ} -

=”"””"‘[Sl+c SH—C ]““”"Sg—ﬁég

‘Vypolet tohoto uréitého integrdlu zndmy je z nduky urélt)’ch inte--

- grélov a je: _ 0
R
® Y ®= s
takZe: o xzec—s
lim {[(x ) Ty S—(E—El dzJ —
;% cft x

c—s ’

. X—c)-fi -1 erian
..._[(z_c)fi +1S( _ .‘_2 dx] }-—_—n_.____ <
'x*'—z z=c+t smmr;w

a N .

Ked sin r; vyladrlme Eulerovou formulou a klademe :
e?r; a1 T— w;,
vtedy dostaneme:
b

‘lin% {[(x —c)—Ti S _(%_—:-: %2_ dz] 'xf~c - .,

ll !I

ctt
A
c—s

[z—c)'e“g(x 9 " dx} }=
z=c+t

1 }

16

__2nV—1¢—-~;_2 V—-x{ :
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Aby sme vypotitaf mohli vyraz pod limitou v rovnici (¢),
integrujme rovnicu (16) vzhladom na x od c-¢ po &', a vzhladom
ma z od @' po c—s a potom berme tak dostavSieho vyrazu limitu
pre lim s=o, lim {=0. Potomto prdve tak, ako sme to u vy3Zie
boli videli, soskupme tie Cleny, pri ktorych moZeme od limity od-
hliadnuf, na pravej strane rovnice a &leny s limitou ostanti na lfavej
strane rovnice, tak%e bude:

[

' : _r\(z—0or
=
b )
—O)-ri -1 JF=e-s
ct+t .

4
—ri—1 . — Vi
= —(a@—c)ri+! ng{;c-) dx—(b'—c)~ i S(zz-:%)' dz.
' a

/

Uvedme do druhého, uritého integrédlu na pravej strane tto sub-

stituciu. t—c=(@@— )&,

tak dostaneme, jestlize do ohladu bereme eSté i (18); Ze je:

c 1
{19’ ___' fe ) Ti __(_g'_‘__—‘__c)ri — ——I‘iﬂ\‘l:‘l gri'd .
(19) (' —c) S i dz=ce S-——-.l o iL;

-a ked zase u prvého uritého integrdlu na pravej strane v rovnici
(17" urobime substituciu: _

a’ o

/

a—¢
S X—C=— )
‘tak bude: » £ .
o (x—o) ! Y7 S gri
20 —(a'—c)ritt\ == dx=1¢ i -2 dt.
(20) ( ) Sx———a’ L7

c

Polozme vysledky z (19) a z (20') do rovnice (17') a vezmime
-do ohfadu vy¥sie pod (») stojacu formulu: -

c-s : b’ ; '

: ! ’ —py-r,—1 Z=c—8
}“m{[(x'—c)_"'gi:ﬁqdz] __Q'[(z____c.)r‘-r‘l (x—=0)"" d’.‘] }___
- 8==0 Z2—X A=ct : X—2 1
A= ’ ettt . ’

Y I LB S

°§ cri ! e-—-riﬂ{j—-l
]
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»Vyjadnme funkciu sin r; # pomocou Eulerovej formuly a kladme
ez2aV—1 = w; vtedy dostaneme:

C—S

(21 lim {[(x—c)-’i o dz]—
= XX x=ctt
R a

b

e L= BeS e Py

x—2z 1
ct+t

, 8.
Vysledok z (21) poloZme teraz do rovnice (g), pofaZne vysledok:
z (21') do rovnice (£), tak mame:

c b :
H de g_dz Ve @) Uik (5, 2)) (Ve (x)) =
=2V =T {(6,k)+(c,k)( )
potaine: ,
) | ax {22 0 @ (Ui 5, 2 (i 000 =
=TT ) () e
Na Iave] strane stojdci mdtrix_je tohoto tvaru:
(22) o O @) Wi 6, ) (Ya () = »
(2 2 iz (2) Uzy (%, 2) Yk (x)), |
a=1v=1 '

~ kde, ako uZ z odseku Il. zndme Uy (x, 2) i.e v premenndch x a’
z funkcia celistvd ‘stupfia najvisSie o-2-ho, teda md tito podobu :

Uk(x,z)——zzc(“'mx“z‘* L (@< 0—2)

’Koeffmenty C@9si kon§tanty a daju sa lplne a rationdlne vypo-
titaf z konEtantnych koefficientov differencidlneho systému (4), a
preto elementy métrixu (22) st aggregaty takéhoto tvaru:

I C‘i’: B yia (2) 28 Yie (x) x
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’Elementy métrixov v rovnicdch (H) a (H') st urgité mtegréle tychto
vyrazov, teda si tvary takychkto urlitych integralov:

c b
Syu (2) 2# dz, ' g Yik (x) x* dx,
a : ¢

kde a, b, c st volaktoré tri singuldrne body zo singuldrnych bodov
@y Q... a, differencidlneho systému (A). Takéto tvary nazyvame
po Hirschovi®) periodami integrdlov

S;Vu (2) 2 dz, S Yok (%) x© dx.

Elementy mdtrixov na favej strane v rovnicich (H) a (H') st bili-
nedrneho tvaru tychto periodov, majicich kongtamnych koefficientov,
.a elementy mdtrixov na pravej strane sloZené sii zase z dvoch
Cinitelov, a to po prvé z prevodnych substitucii (cx), patriacich
k ]ednotllvym singuldrnym bodom a po druhé z korefiov w; funda-
mentdlnych rovnic, patriacich k tymistym singuldrnym bodom.

Korene w; fundamentdinych rovnic a korene determinujticich
‘fundamentdlnych rovnic v takomto sdvise stoja:

=e2riaV—1,

to jest korene fundamentdlnych rqvnic sii korefiami determinujicich
fundamentdlnych rovnic determinované, urité, ale naopak nie, lebo
korene determinujticich fundamentalnych rovnic si len tak urlité
korefiami fundamentdlnych rovnic, Ze odhliadneme od istych addi-
tivnych a celistvych Eisiel.

]esth-ie premenna x okolo singuldrneho bodu x = ¢ opise

- uzavrenl krivku, vtedy partikuldrny integrdlny métrix (7 (x)) abso-

lutne kanonického differencidlneho systému (A) pritiahne k sebe

fundamentdlou substituciu, fiZe komponuje sa s lavej strany funda-
mentélnou substituciou: .

(O @),
kde je - 6m={__:_ (1). ked};.:;;. ,
. T - ] )

a vieobecny integrdiny métrix differencidlneho systému (4), to jest:

i (x)) = (cix) (i (x)),

~pri takomto opisani sing. bodu x = ¢ dostane fundamentalnu substi-
~ #uciu, tiZe komponuje sa s-fava fundamentdlnou substituciou:

(ci) Bww) (cw)=t= (Au).
8) Mathematische Annalen. Sv. 54.
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Odgitajme od tejto- rovnice matrix jednotku, to jest mdtrix (du):
(cix) (Oik (wi— 1)) (Cik)—l = (Au— Oix). -
Tvorme inversny mdtrix tohoto métrixu:

((C:k) (G (@i — 1)) (cie) )-—(m) (—~—) ()™ = (Ag—0u)™"

Stredny viraz je vSak mdtrixny vyraz na pravej strane v rovnicich
(H) a (H') a preto vloZme jemu zodpovedajucti hodnotu do tychto
rovnic; potom vloZme nazpif a=a,, c=a,, b=a;, kde u, v
A=1.2...0, ale vidy tak rozumeno, e je:u v % 4. Ked to -
urobime, vtedy pri fundamentélnych substltuciach musime oznatif,
Je tieto patria k singuldrnemu bodu x =c¢=a,. Ddme tomuto ,
v3ak tak znak, Ze fundamentdlne substitucie oznadime hornym in-
-dexom patrléného singuldrneho bodu, teda teraz horiym indexom .
'Po takomto opatreni, dostaneme:

@, al

K) deSdz(yzk(z))(Uzk(x 2) (Yi (X))—va—{(dzk) +

a, o
potatne + (g — 1),
a, a,
AK) §ax§az0u @) Ui 2) (Vi () =20V 1A — ),
e 2P . ;«

kde 1e.v1,k._1 2...nmv=1.2..0

" Rovnice (K) a (K") urlia billinedrny sivis medzi vy3Sie ozna-
-Lenymi periody a medzi elementami fundamentdinych substitucif a
-daji sa vidy jednoznalne vypodlitaf, lebo inversny métrix métnxu
(AS")uém) je vidy urlitelny, ponevdl je: '

‘A(v)—— 5[,"# 0 T
to preto’ nemdze tento determinant zmizndf, lebo fundamentalnej
~rovmc1
) /As;?—— Oik (0,-/ —‘-,0
wne’mGZu vyhovef korene w; =1, po’nevaé je:
[\ : m,__ezf”xv—"
_ Qa na riten predpoklad stoji, Ze ich redlna Elastka je:
- ' ——1<rl<0  1
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VIIL.-
Potet élenov druhej skupiny Fuchsovych relécif.

Ku ka*dému singulfrnemu bodu a, (v = 1. 2... o), ako ku
spoleXnej hranici integra®nych &iar dvojndsobného integrélu, patria
dve—dve skupiny (K) a (K') druhych reldcii Fuchsovych. Tieto
dve skupiny reldcii st sdruzené skupiny. Ze pri vypotitani tychto
- skupin, ktorii skupinu mdme dostdf, to nezdvisi len od radu inte-
gradnych hranic, ako sme to uZ v predoslych odsekoch boli videli,

ale zdvisi to e3te i od volenia substitucie (18). Lebo ked my tiito.

substituciu tak volime, ako je oznalend v (18), teda:
b—c__  aVT
. n —¥
a—c ’
* vtedy integrujic rovnicu (C) v smere kladnom, dostaneme skupinu-
reldcii (K) a ked my pri tomto integrovani u jednoduchych inte-

grélov zmenime miesto integrdCnych hranic, dostaneme skupinu-
" reldcii (K).

Ale ked my substituciu takto volime:
a—c A V=T
v—ec = ¢
vtedy, konajtc integrdciu vzhladom na rovnicu (C) v kladnom smere,.
dostaneme skupinu relacif (K’). Zmeniac¢ zase u tohoto istého in-

: tegrovama pri jednoduchych integrdloch miestd integrd&nych hra-
nic, dostaneme skupinu reldcii (K).

Po *tejto pozndmke chyfme sa vypotitat, kotko je Elenov dru--

hych reldcii Fuchsovych, patriacich k skupine (K) a prdve tofko
bude Clenov druhych reldcii Fuchsovych, patriacich k skupine (K").
* Vypotitajme veliinu skupiny tychto reldcii ponajprv v tedy, ked je:

u=rv=4 _(nv =12 o).
Cinime v3ak to preto, lebo v prvej prdce o reldciach Fuchsovych

pri takomto predpoklade st -urené druhé reldcie Fuchsove: Vy--

potitamé to v3ak v ¢-—2-och postupoch, lebo pri predpoklade

u<<v<ikdestipv.A=1.2...0 c—2 bodov mdZeme volif,.

ako jednu spolednu hranicu dvo;nésobnych integralov. Pri prvom
kroku spole¢ny hrani¥ny bod dvojndsobného integrilu je: a,.

. Pokial pri tomto kroku integrdéna &iara, vzfahujucia sa na x tiahne
len medzi singuldrnymi body a, a a,, dovtedy integralna Ciara,.

vzfahujucia sa na premennu z mdZe tiahnuf medzi singuldrnym..

bodom a, a medzi 0—2-ma tamtymi singuldrnymi bedy, to jest pri:

- prvom kroku - pre promennu 2z jestvuje o—2 integratnych tiar a.’

dostaneme

-tak dajic indexom i a k urlitého &isla, pri tomto _prvom, kroku«. N

L (0—2)
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reldcii. Pri druhom kroku spoledny hrani¢ny bod dvojndsobného
integrdlu je a, a tak pokial na premennu x mdme 2 integralne
Ciary, dovtedy na premennu z mdme o—3 integrdCnych Ciar a
relicii mame

2. (6—3).

Ked takto dalej pokratujeme, dostaneme, Ze pri p < v < 4 veli-
tina skupiny druhych reldcii Fuchsovych je:

c—2
nt X r(e—r—1).
I':l.
Prévé tolko dostaneme i pri u > » > 4, takZe pri predpoklade
u = v = A v3etkych drubych reldcii Fuchsovych je:

2nt 2 rc—r—1).

r=1

Ale toto &islo je nie tplne, lebo predpoklad 4 = »= 4 je primnoho _
pre druhé reldcie Fuchsove, lebo pre tieto je tplne dosf, ked my
povieme, Ze na nich sa md to splnif, aby integratne &iary maly len
jedon jediny a to jedon singuldrny bod ako spole€nid hranicu, to
jest na integrd¥ne hranice md stit len, Ze je

pFEvFEi (u,v, 2= 1.2... o).

Teda pri tomto predpokladu treba zo & singuldrnych bodov tri—
tri rozne body vybraf, soskipif a tieto vybraté tri body treba
s dvoma integrdCnymi Ciary spojif, kde na smer a polohu integ-
raénych Ciar uZ v odseku VIL 1. ustilenie je v platnosti. LenZe
musime i to do ohladu braf, Ze ndsledkom zmeny miesta integ-
ré¢nych hranic nové skupiny reldcii dostaneme a preto uplna
veli¢ina skupiny druhych reldcii Fuchsovych je:

n® Ves =nt ¢ (6—1) (0—2).

Na pr. pri 0 =3 v8etky integrd¢ne Ciary druhych reldcii Fuchso—
vych takyto beh budi maf:

1) 2) 3)

&M"/@ma\ﬁ, a,,a;:e,ﬁ

Obr. 4.

kde reldcie, maluéle integrdfne &iary, oznafené tym Istym arab-
skym éfslom sti jedno s druhym sdruZené a to tak pri tomto, ako
i pri nasledu]ucom priklade.

Casopis pro pstovani matematiky a fysiky. Ro&nik LIL 16



242

Pri 6=4 integrééne Ciary *druhych reldcii Fuchsovych su
takto vzaté:

1.) 2) 3.) 4) S 6)
a, a;a; ¢, a, a0, a, &, a,x;a, Z
o [ o o o X X

X 2z xX X =z a, az @, O." a, (1.2 a3 Ov‘ a, 07 a., Ay,

7) z 8.)
ob %5 CET U YR
a, a,‘ a. az X @, a., a;~xX a, “v. a a,

3) - 10) 11)
a, agz xa, a, z x a azxa5
o a a, a, oa’.&\o:;oas @, Q—/D Q_.’/o Q',O
2) 9.) 11J 12. ) 10) 12)

z az
m o ,o )
a‘ ay a., a,a, a, a3 z a, a,

aa.aaa,.a,‘aaa. a,

Obr. 5.

Medzi fundamentdlnymi substituciami, patriacimi ku vSetkym
sxngulérnym bodom differencidlneho systému kanonického typu
jestvuje isty savis, (V|d Schlesinger: Vorlesungen, 13 predndska),
¢o vidno' i z toho, Ze fundamentdlne substitucie dané sii tymto
vzorom :°) : .

“’)-u,‘g(z A dx+5m) (u=12...0)

kde u, znamend uzavrenti krivku okolo singuldrneho bodu a,, a

AP (» =1.2... 0) sii residua, patriace k singuldrnemu bodu a,.
Medzx residu-ami v3etkych singuldrnych bodov jestvuje pak isty
sivis a preto medzi reliciami skupiny (K), tak tieZ medzi rel4-
ciami skupiny (K') jestvuje jedon—jedon siivis, takZe Giplna a ne-
odvisld velitina skupiny v3etkych druhych reldcii Fuschovych je:

nt [Voi—2] = nt[o (6—1) (6—2) —2].
IX.
Tretia skupina Fuchsovych relécif.

Tieto relécie, ktoré pre differencidlne rovnice n-ho radu Hirsch1e)
: _sostavil bol, charakterizuje to, Ze dvojndsobné integrdle maji dve-

) Schlesinger: Vorlesungen str. 229,
1) Mathematische Annalen Bd. 54.
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dve singuldrne body, ako spolefné hranice a prideme k nim v pri-
pade differencidlnych systémov nasledovne:

Integrujme rovnicu (C) odsek Il. vzhladom na x od g,
a,avzhladomnazoda,poas, kdejep< v,z dax<<o. 6sta—
ni-li integrdfne Ciary na jednom brehu rezu, urobeného cez sin-

. guldrne body a,, a,... a, vtedy integrd¥ne Ciary dvojndsobnych
integrdlov v jednom bode sa pretinaji a preto integrujme tak, Ze
vzfahom na x integrujeme prvé od a, po a. a potom zase od
ax po a,; vzfahom na z v3ak integrujeme prvé od a. po a, a
potom zase od a, po a; to jest jednoduché integrdle rozdvolime
takto:

av . ax av

de:de—l—de
ay, . ay a,

a; ay a,

Sdz:Sdz—{—Sdz,
ay ay ay

a vtedy dostaneme, Ze:
§ax{az 0 ) Wk @2) a0 =
QA
S‘”‘S dz @i (2)) Un (5,2) (Ve G))
+ S de dz (yix (2)) (Ui (x 2)) (Yie (x)) +
a, a, :
+{ dx{dz 0w @) Uun2) )+
a, .a;,
+ S dx S dz u () (U (x,2) (Yie (),

-alebo, ked na pravej strane pri prvom a Stvrtom &lene do ohladu
bereme rovnicu (K) a pri trefom élene zase prvé reldcie Fuchsove:
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a,, a;
S S dz i 2)) (Ui (x, 2)) (Yie (0) =22V =T{ (3se) +
a, a .

Ty @y

+ (AP — 4 )1} + S dx S dz ik (2)) (Ui (x,2)) (Yie (x)) +

Qy

27 VT () (AR — 6a)t )

Je v3ak:
ay a
S S @z O () (Us (x, 2) (Y (X)) =
a, a, '
_ S Sdz i (2)) Use (x, 2)) (Y,k () =(0),
a, a

lebo integrddna ¢&iara, vzfahujucia sa na premennu x na pravej
strane v tejto rovnici, sic u << », tiahne na pravom brehu rezu,
ale integrd¢na Ciara vzfahujucia sa na premennu 2z, sic 4 > x%,
tiahne dla .ustdlenia sa na smer a polohu integra&nych &iar na
Tavom brehu tohoto rezu a tak integraCne &iary dvojndsobného integ-
rdlu na pravej strane v tejto rovnici nemaji spoletnych bodov,
alo vtedy hodnota tohoto dvojndsobného integrdlu dfa prvych re-
l4cii Fuchsovych je nullou, a preto mdme :

S de"z i (2)) (Ui (x, z) (Y ())=— 4= V" L (0 —
—2n V—:T{(As?— di)~! - (AR — di)~1},
alebo: ’
o a
’ de S dz (Yix (2)) (Ui (x, 2) () (Yik (x)) = 4= v——(‘if") +

C2a V=T {(AR — &)~ + (A“')'— aﬂc)-'} ”

kde vzfahom na premennu x, stic » << ?, integrujeme v kladnom
smere na pravom. brehu rezu a vztahom na premennu 2, sic
» > x, integrujeme v kladnom smere na Iavom brehu tohoto rezu.
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Prearujme teraz integralne C&iary vzfahujucie sa na x a na

2, to jest, integrujme rovnicu (C) odsek Il. ohfadom na premennu
x od sing. bodu a, po sing. bod a; a ohfadom na premennu 2

zase od sing. bodu a, po sing. bod a,. Toto integrovanie viak,
prdve tak, ako sme vy33ie urobili, rozdvojime, a to tak, Ze ohla-

Obr. 6.

dom na premennu x integrujeme prvé od singuldrneho bodu a.
po sing. bod a, a potom od a, po singuldrny bod a,; ohladom
premenny 2z integrujeme prv od sing. bodu a, po singuldrny bod
a, a potom od a, po singuldrny bod a,, tak v3ak dostaneme:

ay

S dx S dz (v () Uik (x, 2)) (Yae () =

— S dx S dz (v 2)) (Ui (x, 2)) (Yie (0)) -+

+ S dx S‘dz i (2) U (x, 2)) (Yie (1)
a; a, ’

+ S dx S dz (i () Ui (x,2)) (Y )+
av a” . ‘ ‘ ’
a g, :

- H (oo Ui e,
C ay Qy ’

* Hednotu prvého a §tvrtého.dvojnéso‘bného integrdlu, stojaceho na
pravej strane moZeme urlif 2 rovnici (K”) a hodnotu tretieho dvoj-
ndsobného integrdlu uria ndm zase prvé relicie Fuchsove, takZe: -
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a 4 o
S dx S dz Vi (2)) (Ui (x, ) (Yie (x)) = 2 2 Y—1 (AP — 6u)~1
a, a, . .

ay

+ S dxg dz (yie (2)) (Use (x,2)) (Vi () 278 V=T (AR — 3 ) -1,

ay

Je v3ak, ako sme to uZ vy3Sie oddévodnili:

a; Y

S dx S dz (i (2)) Wi (%, 2)) (Ve () =
a 4, .
_ S Sdz O (2)) (Ui (%, 2)) (Y (x))=(0),
™
preto je:
@) S <\ dz e @) Wi 2 (Vi () =

22 V=—1 {(AR — du)' + (AR — due )"y

kde vzfahom na x, stc » > x, integrujeme v kladnom smere na
Tavom brehu rezu a vzfahom na x zase, sic x < », integrujeme
v kladnom smere na pravom brehu tohoto rezu, kde d’ale] (AQ (%))

pofazne (A} (v)) znamenajti fundamentdine substitucie differencial-
neho systému (A), patriace k singuldrnemu bodu a,, pofaZne k sing:
bodu a,.

Velitinu skupiny tychto reldcii veImi snadno mdéZeme vypotitat,
lebo ked my zo ¢ singuldrnych bodov vidy dve-dve vychytime a
- tieto raz na pravom brehu a raz zase na lavom brehu rezu integ-
rddnymi Ciaramy spojime a dfa tychto integrujeme rovnicu (C)
odsek 1l dostaneme jednu (/) skupinu tychto tretich reldcif Fuch-
~ sovych, ale ked zase niiesta dvoch-dvoch singuldrnych bodov, vy-
chytivdich zo ¢ singuldrnych bodov, zmenime, dostaneme druhg
(J") skupinu tychto reldcii, ktoré k prvym patria, s tyma st sdru-
Zené, takie tplna velitina v§etkych tretich reldcii Fuchsovych je' ‘

~ : ntV.:=nto (a—1),
" pre suvis medzi fundamentdlnymi substituciami, patnacimi kit viet.
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kym singuldrnym bodom, st medzi tymito 2 n® reldcie zdvislé,

a tak neodvislych tretich reldcii Fuchsovych madme:
~n? o (o—1)—2].

Stihrn Fuchsovych rel4cif, patriacich k differencidlnemu
systému kanonického typu.

Fuchsove reldcie, patriace k prvej, druhej a tretej skupine
modZeme jednym vzorom takto oznadif:

L) degdz i 2)) Uik (x, 2)) (Ve (1)) =
R S ked wdA 4 vax
{va—l {(0:0)+ (ARR—64)~ 1} e ey pFEiAFrFx
27 V= 1{(20)+(AR— )"} + (AR -6)~ 1), w=AFv=x

a tymto zodpovedajucie, sdruZené reldcie st zase:

a, ay
) { x| e 0 ) U 2 29) (¥ () =
’ ay a,
o ....... ... ked w4+ v ux;
=‘_2nv:_1 AR —dx)t . ... ... oA F v E R
20 V—T{AR—du)' + AR — )"} , w=iFr==x

Uplny potet tychto vetkych, neodvislych reldcii je vsak:
n* ¢ (6—1) -+ n2 [0 (6—1) (6—2) — 2] + n? [6 (6—1) — 2]
= nt [o? (6—1) — 4].

*

Les relations. de Fuchs pour les sysiemes différentiels
linéaires et le nombre de leurs termes.

(Extrait de Particle précédent.)

L. Fuchs!) a déduit, du théoréme d’Abel-]Jacobi relatif a I’é-
change du paramétre et de l'argument, pour les équations diffé-
rentielles linéaires certaines relations qui sont analogues aux rela-
tions que Weierstrass avait obtenues, prenant pour point de départ
le théoréme concernant les transcendantes -hyperelliptiques de la

1) Crelles]ournal t. 76., p. 177; Werke 1. (1904) p. 415; Sitzungsberichte
der Berliner Akad. 1892 Werke {18 (1901) p.141.
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3¢ espece, pour les périodes des intégrales de la premitre et de la
deuxidme espece. Schlesinger?) généralisa le theoréme d’Abel-Jacobi
en le joignant aux relations de Fuchs, et Hirsch,®) a son tour, se
basant sur ce théoréme généralisé, donna aux relations de Fuchs
" une forme plus générale.

L’auteur de larticle précédent, poursuivant les travaux de
. Schlesinger, se sert des résultats qui viennent d’étre mentionnés
pour déduire les relations de Fuchs généralisées pour les systémes
différentiels linéaires. 1l part des systtmes du type fuchsien, en
particulier de ces qui sont absolument canoniques, et arrive, en
tirant profit d’'une remarque de Schlesinger concernant I'échange
de Pargument et du paramétre, & une équation différentielle linéaire
(équation de matrice), ot 'on différentie par rapport a 'argument
et le parametre (équation C de larticle). On peut déduire de
cette équation les relations de Fuchs pour les systtmes diffé-
rentiels linéaires en supposant que les racines des équations
fondamentales appartenant au systéme donné sont toutes distinctes
et que leur partie réelle appartient a Pintervalle (— 1, 0). Il s'ensuit
de cette supposition qu’il en est de méme des racines des systemes
différentiels adjoints au systtme donné. En faisant cette supposition
pour les systtmes généraux d’intégrales du systtme donné et de
son systéme adjoint, on aboutit & certaines -identités (alinéa 1V.).
En faisant emploi de ces identités, on déduit, de I'équation (C),
les premiéres relations de Fuchs en lintégrant par rapport a lar-
gument et le paramétre entre deux et deux points singuliers du
systeme, les chemins d’intégration ne se coupant pas. On arrive
par 1a ala formule (L) de larticle pour le cas ou u F 4j » F %,
et u/A,»,x=1,2,...0 sont les indices de la letire qui désigne
les pomts smguhers du systéme différentiel. (y«) est la matrice in-

(Y () !

tégrale du systtme donné et (Vi (x)) = o) Uik (x, z) est

une fonction rationnelle entiére des variables x et 2 de I'ordre 0—2
au plus, o désignant le nombre des points singuliers désignés par
les lettres a,, ay, @, Q.

Pour sxmplmer choisissons les points singuliers de maniere
quwoh puisse les joindre par une courbe ne se coupant pas. On
intégre de sorte que le chemin d’intégration soit situé a droite de
cette courbe tant que # << », ou bien » << 4, mais qu il passe de
Pautre cOté dés que u > », ou bien » > 4.’

Les premitres relations de Fuchs on été “déduites, par les
auteurs cités, pour u Z » Z x Z A; Pauteur de l'article actuel les
a calculées pour u 37+ x+4; on obtlent ainsi leur nombre complet.

': ..?) Handbuch der. Theorie der lin. Dnﬁerentlalglenchungen IL, chap. XII.
%) Mathematische Annalen, 54., p. 202.
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On obtient le second groupe de relations de Fuchs en inté-
grant équation (C) parr apport 4 l'argument et le paramétre de sorte
que les chemins d'intégration se rencontrent en un point singulier.
On décompose les chemins d’intégration, pris entre deux et deux
points singuliers, en deux parties l1a o figurent des dérivées sous
le signe d’intégration; aprés quoi on passe a la limite'et on réussit
2 réduire les intégrales doubles a des intégrales simples (équations
G et G'). On obtient I'équation (G') de la méme maniére que
Péquation (G) en échangeant simplement les chemins d’intégration
par rapport a 'argument et le parameétre.

On intégre ensuite I'identité (16) par rapport a l'argument et
le parametre entre les limites qui figurent dans les intégrales
simples des équations (G) et (G’), et on passe a la limite sous
les mémes conditions qu'on a supposées dans les équations.(G)
et (G'); on obtient, en employant la substitution (18), des inté-
grales définies, dont on calcule aisément les valeurs, a l'aide des
intégrales d’Euler et de la formule d’Euler. C’est ainsi qu’on ob-
tient les équations des matrices (H) et (H'), dans lesquelles figu-
rent, a c6té des quantités connues, encore les éléments de la sub-
stitution et de son inverse, ainsi que les racines des équations
fondamentales appartenant aux points singuliers. On détermine
ensuite les substitutions fondamentales données par les formules
(L), (L") pour ¢ = 4 % » % x, ot AY sont les substitutions fon-
damentales appartenant au point singulier @, (v =1, 2,...0) et

On peut calculer le nombre de ces secondes relations con-
juguées de Fuchs pour-# =Z » — 4 en procédant par o—2, mais
ce nombre n’est pas complet. On obtient le nombre complet et
indépendant, en se bornant a la supposition u 3 » 3 2 et en tenant
compte de la liaison qui existe entre les substitutions fondamen-
tales appartenant a tous les points singuliers du systéme diffé-
rentiel.

Le troisitme groupe de relations de Fuchs est caractérisé
par ce fait que les intégrales doubles, prises par rapport a 'ar-
gument et au paramétre, ont, pour limites communes, deux points
singuliers; on y arrive en intégrant I'équation (C) par rapport
a Ja variable x a partir du point singulier a, au point singulier
a,, et par rapport & 2 du point a, au point a, ou p <<w», x << 4,
x<v (u,v,2,A=1,2,...,0). Dans cette intégration, les inté-
- grales simples peuvent étre décomposées de sorte qu’on .intégre
par rapport & x d’abord entre a; et a,, et ensuite entre a, et a,;
par rapport 4 z d’abord ‘entre a, et a,, ensuite entre a, et da.
C'est ainsi qu’on obtient, si 'on tient compte des deux premiers
groupes de relations de Fuchs et du chemin d’intégration, le troi-
siéme groupe de relations de Fuchs (/), (/). Le nombre de re-
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lations de ce groupe peut étre facilement calculé, si on choisit
deux a deux points singuliers distincts, et que l’on les permute.
Les trois groupes de relations de Fuchs sont compris dans les
formules (L), (L).

Le nombre complet de toutes ces relations indépendantes est
donné par I’expression : '

nt [o® (6 — 1) — 4].

Promitani z pf¥fmky na rovinu v prostoru
&tyfrozmérném.
Napsal Dr. Vdclav Hlavaty.

1. P&ti body, které nele?i v témZ .trojrozmérném prostoru, je
urlen prostor Ctyfrozmé&rny. Tii z nich urluji rovinu = a dva zby-
vajici ptimku C, kterd = neprotind. Je-li v tomto tyfrozmérném
prostoru ddn bod g, tu rovina ¢ =(C a) protind priimétnu = v bod&
a,, ktery nazyvim prvym prtmétem bodu a. Promitim-li tenty¥
bod a z tb&Znice I' roviny £, totdln& kolmé ku =, tu rovina (I' a)
protind = v bodé a,, ktery nazyvdm druhym priimétem bodu a.
Jsou-li dtvary C a 7w v prostoru pevn& stanoveny, pak body a, resp.
a, je bod a dokonale urlen, nebof roviny (Ca,) =(Ca)=¢ a
(I'a,) =(I"a) = § protinaji se v bod& a. Jeito linearni prostory
nula aZ trojrozmé&rné urleny jsou jednim a% &tyfmi body, jest tim
tloha promitdni Gtvarti v prostoru &tyfrozmérném z pfimky C na

rovinu r zdsadné& rozfesena. ;

2. Rovinu papiru povaZuji za priimé&tnu =, na kterou promitnu
z pfimky I" pfimku C. Je#to pf¥imky C a I’ urluji prostor*) £, je
druhym prumé&tem pfimky C opét pfimka C, = (£ n). Promitaci
paprsky v3ech bodii ¢ pfimky C jsou kolmé ku = a tvofi hyper-
bolicky paraboloid, urleny ptimkami (C, C;, I"). Distance jednotlivych
bodlt @ od primé&tny = urleny jsou v prostoru délkami d = cc,-
PovaZuji-li osu do mimob&Zek C a C, za osu z soufadného systému
trojrozmérného prostoru, pfimku C, za osu Y téhoZ systému, pak
hyperbola x*—y* fg* @ = d,* je geometrickym mistem druhych
koncovych bodli Gseek d, z bodli ¢, kolmo ku C, nanaSenych.
Pfi tom e je thel pHimky Cs primé&tnou =. Budu vZdy pfedpokld-
dati @ = 45, tedy hyperbolu x?— y? = d?,. Nazyvdm ji hyperbolou
distanéni. Stanovim-li prisetik ¢ pfimky C s na8im prostorem, je
~ tim pfimka C Ctyfznatn&€ urlena. Nebof vSechny piimky C, hovici
shora zmin&nym podminkdm (aby a = 45, aby mély tuté% distanini
hyperbolu H a aby jejich druhy priiardt byl C,), vypliiujf v prostoru
'(C; I') rotatnf hyperbolod, ktery je profat kolmici v naSem prostoru

*) ’_l'roiroz;ném)" prostor kritce nazyvam prostorem.
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