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quelconque des points d’un de ces groupes, soit (Z';), correspond
a un quelconque des points d’inflexion de la courbe C*® dans une
correspondance univoque E', pour laquelle £'* = E; les points du
deuxieéme groupe (Y;) ont la méme propriété par rapport aux cor-
respondances inverses. Si la correspondance donnée est cyclique
au n-iéme degré, E,, les points de contact de la courbe directrice
de cette correspondance déterminent, avec un point d’inflexion
quelconque de la coyrbe C3% une correspondance cyclique E;, Ces
points de contact sont tous des points caractérisés par la propriété
projective d’étre des points ot la C* a un contact de I'ordre 3n-1
avec des courbes de lordre n.

4. 1l existe, sur la courbe générale de genre 1, une infinité
simple de groupes G,; de transformations univoques, composés
de huit correspondances univoques de la deuxiéme espéce, cycli-
ques au troisiéme degré, et de neuf involutions de la premiére
espece. Si 'on applique & un point 7, quelconque de la courbe
le groupe G, des huit correspondances cycliques de la deuxiéme
espece, on obtient un groupe (7;) de neuf points, invariable par
rapport a un groupe G, celui qui contient, outre ces correspon-
dances cycliques, les neuf involutions de la premiére espéce déter-
minées par les couples de points 7, T« (k=1 2,...,9).Sil’on
transforme ce groupe (7)) par les trois involutions univoques de
" la deuxiéme espéce qui existent sur la courbe, on obtient trois
groupes (U;), (Vi), (W) a neuf points, invariables, eux aussi, par
rapport au méme groupe G,;. Toute involution rationnelle g3, pro-
duite sur une courbe elliptique, se reproduit par un tel groupe
G, de transformations univoques, et, réciproquement, tout groupe
tel que G,; reproduit quatre involutions rationnelles g3. Les points-
triples de ces quatre involutions forment les groupes (73), (U),
(V), (W;) mentionnés ci-dessus, dont chacun est invariable par
rappoit au groupe ;.

Gravitac¢ni polomér v obecné theorii relativnosti..
Napsal feditel Ant. Libicky.

V obecné theorii relativnosti md zvldStni dideZitost velifina,
kterd se zove polomérem gravitaénim. Vyskytuje se pfi pfibliZzném
feSeni zdkladnich rovnic

dzxi i dx a'x‘,, '
—— =3I —er 1y
ds® 2 “ ds ds - M
1 ‘t“v
pro zvlastni pole gravitatni, o némZ plati tyto podminky:
1. Pole jest statické, t. j. nem¥ni se Zasem; tudiZ vSechny
sloZky jeho. jsou nezdvislé na soufadnici x, = cf.
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2. Pole jest prostorov& soumé&rné dle poCitku soufadnic,
v némZ si myslime soustfed&nou hmotu vytvorupm pole gravitaZni;
plati tedy pro n& rovnice

ggw=——5v——ﬂ5&( 0[1;———'1’—-—-1 2 3) ‘

“ rs (2
Luy=gw=0, g,,=1— ajr,

kde 0" :{1 pro m=1 o
' “ 0 pro. pu + ».

3. 'Sloiky rychlosti pohybujiciho se bodu hmotného jsou malé
vzhledem k rychlosti svétla ¢; lze tedy poloZiti souliny jejich

,qu dx" (pro ‘u——?l——l 2 3) rovay nule.

ds ds
4, V nekone¢nu velifiny g., rovnaji se nule vyjimaje tyto
Ctyfi g, =&y =gy =—1, g,,=1 (vlastn€ ¢* pro ¢=1), co%

jsou hodnoty specielm theone relativnosti.
Veli¢ina e, vyskytujici se ve vzorcich (2) pro g.. jako stdly
XuXv

13

koeficient zlomkit <“—= a ve vyraze pro g,,, jest prdvé polomér

.gravitaini.

1. Einstein uvadi t6%3) jak Ize hodnotu tohoto poloméru vy-
potitati. Za tou pfifinou srovndvd hodnotu gravita&niho potencidlu
V dle theorie Newtonovy s hodnotou jeho, kterd plyne pfibliZng&
z theorie relativnosti. Dle prvni theorie jest potencidl hmoty M sou-
stred&né v poéétku soufadnic pro bod, jehoZ vzdélenost od potatku
jest r, ddn vyrazem k”M

3)

! V=
r

kde k2 znati konstantu gravita¥ni, rovnou 6'675 . 108 cms g sec2
‘V aproximaci obecné theorie relativnosti, jeZ vede k theorii New-
tonov& (vynechdme-li v pfisluSnych vzorcich také malé véliCiny

»prvého stupné — ax dx“‘, iﬁ) vychdzi pro tyZ potencidl hodnota
ds’ ds’ ds,
By
5

1) Viz moje pojednani ,Pohyb hmotného bodu v poli gravitanim dle

‘vSeobecné theorie relativnosti” v 50. rotniku tohoto €asopisu, str. 140, vzorec
, +«b). Poznamendva se, Ze soufadnice xi, X,. X,, x, -tam zavedené jsou zcela

obecné parametry (Gaussovy kfivotaré souradnice), jimiZ se stanovi poloha
‘bodu v prostoru.

%) ibid., str. 142. a nésl. (Il pf¥ipad z uvedenych tam aproximaci). :
. 55) ng Grnndlagen der. allgememen Relativitatstheorie, vyd. z r. 1916,
:str. a

%) Viz moje pojednani, str. 144, pod Carou.



283

Dle rovnice (2) jest g, =1 — —C;-; aviak tato hodnota plati

pro ¢=1. NeuZijeme-li pro rychlost sv&tla této zvl43tni hodnoty,

a\
jest g, = ¢ (1 — —r—)'ﬂ)

a tedy

Vzhledem k tomu, Ze sloZky sily, zpiisobené danou hmotou M

v uritém bodg, jsou ddny zndmymi vyrazy X =%—¥ atd., mfiZe-
o 0

me na pravé strané rovnice (4) konstantu ——52—- vynechati. Pak vy-

chdzi z rovnic (3) a (4)

r 2r
z CehoZ op2 M
== ®)
c
Maé-li hmota vytvofujici pole grav1taém tvar koule o poloméru a
ao0 ste]né hustot® w,, bude M=4/3 % a3u,; tudxz
' ‘ 8mk?
o= 1, A, 5a
3¢ Ho ‘ (64)
aneb, klademe-li 8k =x=2071. 108 g-'em—1sec?,
C? 3
%c? :
téz a@= Ity @3. (50)

3

cmd g~ lsec™2
cm? sec2

konstanty gravitatni jest cms g~1sec® a rozmér rychlosh ¢ jest
cmsec™') &ili ¢m; tudiZ e jest délkou.

v Rozmér velitiny a jest dle (5) £ (ieZto rozmér

5) V mém uvedeném pojednani nebylo na tuto okolnost upozornéno.
) Einstein a jini davaji Newtonovu potencidlu V znaménko zaporné
ve shodé s theoriemi elekirickymi a magnetickymi, v nichZ potencial sily

pritaZlivé se oznaluje zdporné. Pak se musi také psati pro V vyraz &u

2
misto — g—“*. ) :
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Z nalezenych vzorch plyne, Ze gravitalni polomér e jest zi-
visly na hmot& M. s

2k
Pro hmotu M=1g jest o, =— =1'48. 10" ®cm, tudiZ na-
lézdme pro a téZ hodnotu
a=148.10"%2 M. (5¢)

Pro nasi Zemi jest M s =6021.10%7 g, profeZ as=0891cm
¢ili- pfiblizn€ 9 mm.

. Pro Slunce jest Mz = 333430 Ms — 2:008.10% g, proceZ
an =297 km, priblizn& 3 km.

Ze vzorce (5 ¢) vychdzi té%, e @ = 1 pro hmotu M =067 . 10% ¢

Lze v¥ak d4ti gravitalnimu poloméru je$t& jiny vyznam. JelikoZ
dle (5) k

o/2= <5) M,
miZeme tuto veliCinu poklddati za jakousi hmotu, jeZ souvisi touto

rovnici s hmotou M; pak zove se —;— téZ gravitacni hmotou a zna-
mend se m. Tedy 2¢=m a

1————?—: 1 __?r_m coZ oznalime 7.7 (6)

DiileZitost tohoto vyrazu pozndme niZe.

2. UkdZeme nyni, Ze rychlost bodu hmotného, ktery se po-
hybuje radidlng, t. j. ve sméru priivodie r, se rovnd nule v bodg,
daném hodnotou r=c.

UZijeme k tomu rovnice Schwarzschildovy pro ds2,®) kterd
plati pro pfipad, Ze splnény jsou vySe uvedené Ctyfi podminky
o poli gravitatnim, Rovnice ta zni:

1
1—ajr

ds*= —

drr—rdd2—resint & do2-+-c2 (1 — a/r) dtz,  (7)

znadi-li r, &, @ zndmé soufadnice poldrné a ¢ dobu v sec.
Vyraz na pravé stran€ lze rozvrhnouti v &dst prostorovou,
danou vzorcem

do? = 1

1 — afr

dr2 - r:dd? - r? sin? & do? (8)

a T4st Tasovou ct(1 — a/r) d2.

7) Eddington: ,Space, Time and Gravitation¥, franc. pfeklad od J. Ros-
signola, str. 121. a nasl.
: 8) Schwarzschild: ,,Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach
der Einsteinschen Theorie® (Sitzungsberichte der kgl. preuss. Akademie der
Wissenschaften), 1916, str. 194, vzorec (14) s malou zménou,
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Tudiz dst=—do2+c2 (1 — a/r)dr (7a)

Omezme se nejprve na pohyb hmotného bodu v roviné ekva-
toridlni, dané podminkou < = 7/2; jest vSak poznamenati, Ze tu
jde o rovinu v prostoru neuklidovském. Na takové rovin€ plati,
jak ukdzal Flamm, td%Z geometrie jako v Euklidové prostoru na
ploSe 4. stupné&, kterd vznikd rotaci paraboly 22=8 m (r— 2 m)
kolem jeji prfimky fidici (osy Z-ové).s)

Pro rovinu ekvatoridlni bude d 3 =0, sin 3 =1, tudiz

- \

dr?— r*d g - c2 (I — -g—) dt. (70)

Kdybychom poloZili v této rovnici e=2 m rovno nule, obdrZime
(21 . , c 7
y=1— —r———-l; substituci vychézi

ds?= — dr* — r*de? - cdt?, (To)

coZ jest vyraz pro ds v prostoru Euklidov&. Srovndvajice vyrazy
(7b) a (7¢) sezndme, Ze diferencial oblouku v prostoru Euklidové
jest jen zvldStnim pfipadem (pro m = 0) diferencidlu v prostoru
Riemannové; pro tento prostor md gravitatni hmota m hodnotu
vét§i neZ nula. Lze pak Fici, Ze veliCinou m mé&f se intensita rusi-
vého plisobeni hmoty M na pole metrické obecné theorie relativnosti.

Piejdeme-li nyni od pohybu rovinného k pohybu radidlnimu
(na pfimce ve smyslu geometrie neeuklidovy), stanovime polohu
bodu priivodiCem r; tedy ¢ jest stdld soufadnice a dp=0. Pak
zméni se rovnice (7 b) v

. L
dsz:“'l—?rd"’**cg(’ -7 ) (7d)
r
procez do? — __l_a dre. 8a)
1 — =
p

,U__da __ggg_ )
dt dr dt

9) ,Beitrdge zur Einsteinschen Gravitationstheorie, Physik. Zeitschrift,
1916, str. 448, ) )
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Pro %“— dostaneme z rovnice (8a) vyraz

(do) 1 (10)

dr l—a/l

hodnotu %rt— stanovime pak takto:

Z rovnice (7d) nalezneme délice dt?

U dry ds \*
L« (—d—;) =i - %)~(7§)
r §

il (%)_c (1 — ajr)? —(1——)@) g (11)

/ 2
Jest jesté& urciti hodnotu (%) ; k tomu pouZijeme Ctvrté rovnice
(1), totiz

x*:s‘ 1—,.1, dx“ dXv 12
ds? = “ds ds ' (12)

Souvislost mezi soufadnicemi x,, x,, X, a poldrnimi 7, &, ¢ jest
déna rovnicemi
X, =1, x2='19', X3 = @;
k nim pfipojime x, =+
Predpoklddajice piipad zcela obecny (prostorovy) piSeme
dle (7) 1
an=——, gf’.?.:——r) gsﬁ"‘—_-rd sin? ‘9'1

1 — =

;
eu=c(1—ajr);
ostatni g.. (pro w =k ») jsou rovay nule.
Determinant |g,,] md hodnotu g=— c%r* sin2 9. Pro veixESmy

2" (= podfizenym determinantiim v |gu.,] ke g.., d€lenym g) se
stejnymi indexy nabyvéme vzorce

o= —— (u=1,2,3,4).

olllb

Nyni lze vypoéltatl hodnoty velitin I’iyv; k tomu uZijeme
vzorce - s 0g
40 !“7 vo uy 1.0
zg ( axv Xy X ) (13)*)
1) Moje pojedndni ma str. 140., vzorec (5).
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PEejdeme;li opé&t k pohybu radidlnimu, volme za osu soufad-
nicovou X, pfimku, na niZ bod se pohybuje; pak x, =r, x, =0,

x; =0,
dx, dx
ds  ds ’

a rovnice (12) se zmé&ni v

d2x, dx,' dx dx “dx,
— i 1 or 1 LRy o} 4
ds? n( ) & ds ds “(\ ds )
Jest tudiZ tfeba zndti jen veliCiny I'+,, I't,,, I'4,,; ze vzorce (13)
obdrZime pro né& vyrazy
1 1 dgy,
I+ — T4, = N e 41
11 414 O a 1 +1 2 2_44 or

Kladouce tyto hodnoty do posledni rovnice a spolu x, =#, do~-

staneme
et 1 dg, dr df
dst  @u O ds ds
Rovnici té lze dati téZ tvar
a1 o ()
dS’ . dg44 él 4_{_ —_ dg44
ﬂ guds dsﬂ : g,ds
ds ' ds
nebo dlg ﬂ
ds __ dlgg,
ds ds

Integraci vychdzi
dt
lg —=1gA—lg g
ds

kde IgA jest konstanta integratni.
Z této rovnice plyne

dt
lg g 5= as =IgA
dt — A

.
&ili | | 2 =
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jeito g,, =c? (1 — @/r), nabudeme konetn&
a___ A
ds c2(l—a/r)

a zvratnd hodnota

dt A

Dosadime-li tuto hodnotu do rovnice (11), vypolitime

(04 3
d C4<1_7>
arN ey T/
(&) =7 +—=
mebo i cﬁ(l—ﬁ)

! dr\? N a\? r ‘
e

Ze ‘vzorce (9) dostidvdme pak

2
v.‘l:___l_____c‘l(l__i) 1— _’;._
1—ajr r A?

nebo
a
« C”(l"‘rf)
ze—c~(1-—~—) 1—
r A2
tudiz
R “V c @ 9a
zv-_~cl/l—7 1~A2(1——}—)- (%a)

P o .
Prvnim initelem na pravé strang& c 1——7 stanovena jest

vychlost svétla v bod€ daném privodiem r.

PoloZime-li v této rovnici r = ¢, vychdzi v =011)

Pro vSechny smé&ry privoditli, vychdzejicich z poldtku sou-
" fadnic, jest geometrické misto bod@t o rychlosti nulové plocha ku-
lovd jejiz polomér = a (povrch koule gravitaéni). Na této plo3e

f c?

1) Po druhé bude v=o, jestlize r=c‘_'a_ATﬁ’ kteryZz priivodi¢ jest zd-
visly téz na konstanté A. Podrobny rozbor v3ech pfipadi pod4vd Bauer ve
spis; »Mathematische Einfithrung in die Gravitationstheorie Einsteins®; str. 68.
a naslL
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konZi hybné body sviij pohyb; také rychlost sv&tla jest na ni rovna
nule. Jest zfejmo, %e na nasi zemi experimentdlni potvrzeni tohoto
vysledku neni moZné, jeZto gravita¥ni polom&r zem& m4d velikost
velmi malou.

Kouli gravitadni lze poklddati za euklidovsky obraz bodu,
v némZ soustfedéna jest hmota M. Na povrchu jejim miZeme si
mysliti rozloZenou hmotu vytvofujici pole gravitalni (na pf. hmotu
zeé'n(?:)t;1 takovou kouli zastoupen jest cely titvar co do Cink{l gravi-
ta&nich.

3. V predchdzejicim jsme predpoklddali, Ze pole gravita&ni
vznikda hmotnym bodem (nebo jeho eukl. obrazem); p¥ipad sloZit&jsi
nastavd, jestlize gravitalni pole zplisobuje koule z tekutiny o stalé
hustot€ u,. Problém ten fe$il Schwarzschild v pojednani ,Uber das
Gravitationsfeld einer Kugel aus inkompressibler?) Fliissigkeit nach
der Einsteinschen Theorie“ (Sitzungsberichte der kgl. preuss. Aka-
demie der Wissenschaften, 1916, str. 424.—434.).

Dle jeho odvozeni lze od gravitalniho pole hmotného bodu
piejiti ke gravitanimu poli uvnitf tekuté koule, jestliZe v rovnici
(8) pro do* piSeme v prvnim &lenu na pravé strané misto

1 ox
gy =7——7— vyraz————, kde R zna¥i veli¢inu zvanou polo-
1—afr 1__(r

R .
mérem zakfiveni sférického prostoru. Veli¢ina ta jest positivni.13)
Bude tedy platiti vzorec

dot= —% drt 4 rtd9* - r? sin? ¢ do®. (14)
—(z)
PoloZime-li v této rovnici

r=Rsing

2
s podminkou r << R,bude dr—=Rcosgdgoal— (%) =cos? ¢, tudiZ

de® = R* (dg¢? -} sin® od9? -}- sin? ¢ sin* $dp?), (14a)

coz jest zndmy vzorec pro prvek obloukovy v geometrii prostoru
sférického. ) - )

Lze tedy fici: Uvnitf tekuté koule plati neeuklidova geometrie
prostoru sférického; vn& koule ziistivaji v platnosti tytéZ zdkony,

12) Dle theorie relativnosti neni Zadnych nestlalitelnych tekutin, jako
neni t&les tuhych, L . L

_15) Podotyk4 se, Ze tento sféricky prostor jest prave zpusoben tekutou
kouli; nebot dle theorie relativnosti prostor, v némzZ neni _zéglne, hmoty, jest
Euklidiiv, a ten hmotou méni se v prostor sféricky (nebo elipticky).

Casopis pro péstovani maten':atiky a fysiky. Roé&nik LIII. 19
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jaké plati pro pole gravitalni, vytvofené hmotnym bodem. Prc_)
povrch tekuté koule (na kterém hydrostaticky tlak p se rovnd

nule) obdriime gu:-—lc-z—z, znali-li a polomér koule; vné&
~(z)
R.

koule bude g, =

A
R r |
Srovndme-li posledni vyraz se zlomkem — dostaneme
=7
as
Qg == Eg . (15)

Jest zfejmo, Ze gravitatni polomér e« jest mensi neZ a; jestliZe tedy
dle této rovnice
eRR=ag3=a . a

bude kladouce na pravé stran& za a menSi hodnotu «
at < R2 &ili a<<R.

JeZto ‘musi byti prechod z prostoru vnéjSiho do vnitfniho ne-

pretrZity, budou se na povrchu koule hodnoty —ZJfC;M (vzorec 5
3
pro a) a _aﬁ sob& rovnati, proteZ
2kBM__ a®
ct —7?;
CehoZ 1 * M
z 1 _2keM (16) -
R o
cili , &
— 16a
R c\/ ST (16 a)

Hmota tekuté koule M = 4/3 = a® u,, prodez t&

3
R”CVSnWM’
zavedeme-li v tomto vzorci konstantu

8nk2
x= = 2071. 10"‘83"‘lcm““ sec—2
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obdrZime koneCné

Rz_l_\/ 3 (166)

¢ Ao

Pro tekutou kouli velkou jako slunce, jehoZ stfedni hustota o =
= 1'4 gcm=3, bude dle tohoto vzorce R=35. 10" cm. Polomér slunce
jest 6°95 . 10'0 cm, tudiz polomé&r zakfiveni sférického prostoru jest
v tomto piipadé& 500krat v&tsi neZ polomér slunce. TudiZ tekutd koule
nevypliiuje celého sférického prostoru, nybrZ jest jen €asti jeho.

Uhel o m4 mezni hodnotu ¢, = arc sin—a nedosahuje velikosti 7z/2.

R
Pro tuto mezni hodnotu ¢, nalezneme, rozvedeme-li arc sin —??—
v konvergentni fadu, vzorec
_a lTray 1 /a )o .
w=gt(7) TalE) £
hodnota ta jest jen o malo v&t3i nez %.
Pro @ obdriime pak hodnotu
at  2kM
==
R2 Ci

vzhledem k rovnici (16). Gravitatni hmota bude v tomto pfipad&
a _ xcly, ad A

m—-—
2 6

tedy dle (5b) taZ, jako pro hmotu soustfedénou v bod& polate¥nim.

*

)

Rayon de gravitation déms la théorie de la relativité
généralisée.

(Extrait de l'article précédent)

L’auteur fait voir, d’abord, comment on calcule la valeur du
rayon de gravitation d’Einstein. 1l explique ensuite ce que signifie
ce rayon dans le changement de P'espace euclidéen en l’espace
de Riemann qui se produit sous linfluence d’'une masse; il fait
* Pétude des principales propriétés de la sphére de gravitation. Il
étudie, enfin, le cas du champ de gravitation engendré par une
sphére liquide & masse constante.

19¥
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