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s nullovym bodem X, pifmky m, pak se protnou obé& spojnice
ve stfedu svazku rovnicf (10) vyjddieného. ProtoZe viak rovmice
(10) jest totoZnd s rovnici (4), ndleZeji body L,, X, jedné k¥ivce
F, body L,, X, druhé takové ktivce; nédsledkem &ehoz se sku-
te¢né pifmky (L,%,.), (L,X,) protinaji v bodé U. :

Jde-li o to sestrojiti asymptotu 2, sestrojme body H a U,
jak bylo navedeno a spojme je pifmkou e; pak uddvd spojnice
bodit NV a (me), anebo bodti N a (me) smér asymptoty; protneme-li
piimku (N9) asymptotou « v bode, jehoz vzddlenost od N
pieneseme na tutéz pfimku od bodu N, pak obdrzime jeden bod
pro z, ¢imz tato asymptota téZz jiZ urcena jest.

Soufadnice X | 9 pro bod U vypotitdme z rovnic p¥imek
(L,%.), (L,X,); majit hodnoty

¥— .Y — 2 Y, ,

— Y.
1) Y%
- g = )
Yi— Y.

(Pokracoviani.)

Casparyho nové véty z geometrie trojuhelnika.
Dokazuje
A. Libicky,

professor na Kral. Vinohradech.
(Pokracovdni.)

3. Abychom nyni poznali a oddvodnili véty Casparyho,
sestrojme pfedevsfm tento obrazec: Bodem X (2, , z,, z,) (obr. 3.)
vedme tii pritky k vrcholim trojihelnfka zdkladntho A4 X,
4,X, A, X; prvni z nich sede protéj§{ stranu 4,4, tohoto
trojihelnika v bodé X;, drubd stranu A4, 4, v bodé X, a tieti
stranu 4, 4, v bodé X;. Bodem X, sestrojme pak dvé rovno-
bézky, jednu ke strané A4, 4,, druhou k A, 4,; podobné bodem
X, vedme rovnobéiky ke strandm A4,4,, A4, 4, a bodem X,
rovnobézky k 4,4, a 4, 4,. Tim obdrZime na strandch troj-
thelnfka 4, 4, A; novych Sest bodd; dva z nich, leZicf na strané
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A, 4,, poznamendime B, a B, kde dolej§{ index znali
stranu (prvni: 4,A4,), na niZ body ty jsou poloZeny, hofejsf in-
dexy znadi strany (druhou: 4, 4, a tfeti: 4, 4,), ku kterym jsou
ptimky, kontici v téchto bodech, rovnobézny. Podobné body, jez
lezf na strané 4, A4,, oznaéfme B’,, I3’,; body na strané A, 4,
"“pak By, B”,.

v -/ . i - N
Yl r»
Xs ' Ga Bs Ba A’-

Obr. 3.

Ponévadz jest X, B || Al By, plati améra
A, 87 B A, = A, X X 4,

ale dle obr. 1. jest
' A, Xy X4,

I

x, %y,
tudiz téz

A, B" :B" A, =z, x,.

Tymi zpisobem ustanovime
A,B" B A =, x,,
(6) A B, B, A =x x,,
A, By By A =3y 7,
A By B A, =, 7y,
A B B A, = x,: ;.
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Spojime-li body I3, , I3, s protéj§fm vrcholem A, , body
B, B, s vrcholem 4, a body /5, B”, s vrcholem A4,,
obdrzime Sest priek, jez se navzdjem protinajf v osmi bodech.
Otekdvali bychom vlastné, %e téchto bodd bude dvandct, aviak pie-
svédéfme se snadno, Ze ti'i ze sestrojenych pricek prochdzejf jednim
bodem a jiné tti téZ jednim bodem. Jsou to jednak pticky A, 137,
A, By a A, By jednak pricky A, B A, I, a A, B, . Dikaz
provedeme pomoci véty de Cévy. Jestit dle (6) pomér vzddlenosti

boda B, od vrcholi 4, a A, roven 5—', pomér bodu /3,

vzhledem k 4, a A, roven gg, pomér bodu /3, vzhledem
3
k 4, a A, roven Ty
xl
A B, A, B, a A, B, prochdzeji jednim bodem D,. Tymz
zplisobem dokdzeme, ze téz pitcky 4, B, A, B, a A, B,
maji jeden bod D, spoleény, nebof tu opét

soutin téchto pomérd rovnd se 1, tudiz

E
Z, Xy X4

Barycentrické soufadnice bod@t D, a D, vypotteme pomoci
imér (3). Pro prvul z téchto bodii jest totiz pomér 4, B . B, A,
(jehoZ hodnota tam byla oznatena p,:p;) roven z, : z, a pomér
4,B",: B, A (tam oznaceny g, :gq,) roven x,: x,; tudiz bary-
centrické soutradnice bodu D, jsou dle (3 a) diny pomérem

1 1
X Ly Xy Xyt Xy, T, aneb —:—:
Rovnice tohoto bodu jest pak
1 1 1 1 1 1
7 - — A4, + = == 1 =),
(fa) ab, Zs At Zy : w2A3 (d .’111+ Z, + xa)
Podobnym zplisobem ustanovime rovnici bodu D,, totiZ
' 1, 1 1
=—4 — A, =
(7b) aD, x, 1 + x, 4, -+ x, 4.

Z téchto rovnic jde, Ze body D, a D, jsou body brocard-




108

ské bodu X. Zndmé sestrojeni brocardskych bodd k danému
bodu X lze odvoditi bezprosttednd z obrazce.

Z vy8e vyttenych osmi bodd zbyvd jich jesté Sest, jez
rozdélfme ve dvé skupiny po ttech. V prvni skupiné jsou body:

B,, totiz prisetik piftek 4,5, a 4,B,
B‘.’.’ ” n ” As I ”3 a Al B”l )
33 , » R " Al Brnl a A2 _B/rrz .

Soufadnice téchto bodd uréime opét na zékladé umér (3);
tak na pf. pro bod B, (b, d,,b,) uZijeme hodnot pomérd
A, B, :B,A a AB,:B A,, jei se dle (6) rovnajf z, :%,
(misto g;: 9,) a x,:x, (misto 7, :7,). Uméra (3 b) se tim zménf ve

biibyby =z, 2, 2,
a rovnice bodu B, jest

aB, =z A, + x4, + 2, 4, () + 2y + @3 = ).

Podobné nalezneme

(8) B, = x; A, +z, 4, + x, 4y,
. wBy =, A, +x, A, + 2, 4.

Body B,, B, a B, jsou tudif isobarickymi body druhého
druhu vzhledem & bodu X.

Sestrojenf jejich vysvitd opét bezprostfedné z obrazce.
Setétenim t¥{ rovnic (8) vychda{

B, + B, + B, = 4, + 4, + 4;,

t. j. trojuhelniky A, A, A, a B, B,B, maji tj3 stied hmotny G.
Je-li bod X ve zvlastnfm piipadé bodem Lemoine-ovym,
jest trojuhelnik B, B, B, dle znimé definice proni trojuhelnik

Brocardiv; vrcholy jeho jsou priméty bodu Lemoine-ova na osy
soumérnosti stran trojihelnika A4, 4, 4,.

Koneéné ndm zbyvaji z pivodnich osmi bodd jests t¥i, totiz:
prisetik E, piicek 4, B, a A, B”,,
» E, , A4A,B, a AB",
n E, n A] B,,l a A2 B’.l.
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K urceni jejich rovnic pouZijeme opét umér (3); tak pro
bod E, (¢, ¢,, ¢;) médme dle (6)

A4,B", B A —x,:x, a A B :B' A, =x,:x,.

3
Tudiz platf dle (3b)
€€y = X2 2] 1 7Y,
a rovnice bodu £, jest
€E =z 3,4, + a2 A, 224, (¢ =z,x,+ x} + x}),
a podobné

Ba) e E,=ai A, + w2, A, + 2} 4, (¢ =2} + 2,2, + x7),
" E, =2 A +xi A, a1, Ay (¢ =a} + 2+ 2, 2,).

4. Body B,, B,, B, vznikly prisekem vzdy dvou pricek,
naznaCenym zplisobem vedenych; spojme kazdy z téchto bodd
s tim vrcholem trojdhelnika zdkladniho, s nfmZ jesté spojen
nenf. T{m obdrzime na strandich A\ 4, 4, 4, t¥i nové body, a to:
bod B’, (obr. 3.), v némz piitka A, B, sefe stranu 4, A4,;
bod B”,, v némz pticka 4, B, sete stranu A; A,; bod B,
v némz se styka pricka A, B, se stranou 4, 4,. Poméry téchto
bod@t vzhledem k pfislu§nym vrcholim trojihelnfka zdkladniho
ustanovime snadno ze znamych soufadnic bodd B, (z,, z;, x,),
B,(xy, x,, %) a B,(x,,x,,x,), ptihliZzejice k hodnotdm, vy-
znatenym v obr. 1. pro bod X(z,, z,, ®;); i bude

4, B, :B A, = x,: x,,
9 - A, DB, : B A ==, 2,
A B" B A, =, :x,.
PoloZime-li tedy A4, 4, =1, jest
r — .Z2
AgBl_xz‘i‘;a’ YT gy 4y
srovndme-li tyto vyrazy s vyrazy pro 4;X; a X, 4, ve (2a),
nalezneme, Ze

A,B, =X 4, AB, =XA

3

21

a podobné
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. A B, =X,4,, AB,=XA4,,
4,B", =X, A, A,B", =X A,.

Mizeme tedy sestrojiti na pf. bod B, kratleji téz takto:
vnesme tseCku 4,X; od bodu 4; na stranu 4,4, ve sméru
protivném, koncovy bod takto prenesené usetky jest hledany
bod B, .

Z téchto rovnic plyne: Je-li bod &, sttedem strany A, A,
jest téz stiedem tsetky X B’ ; podobné jest stied G, strany
dy 4, stiedem tsetky B7,X, a stied G, strany 4, 4, stfedem
usetky X, B, .

Ddle pozndvdme, majice zfetel k obr. 1., Ze jako

AlX:XXl =@y +25): 2y,
také
A B B B, = (x,+ x,) : x,,

nebot body .X' a B, majf soufadnici x, spoletnou a souradnice
Z, & r, navzdjem vyménéné. Jest tedy

A, X:XX, = A B,: B, B,,

z Cehoz jde, Ze jest
XB, || 4,4,,
a podobné '
XB, || 4,4, XB,||d, .

Z této zvlastni polohy usecek .X B,, X B, a X B, ke stra-
ndm trojihelnfka zédkladntho ndsleduje, Ze se usecka X 1B, roz-
poluje prusetikem jejim s medianou o, G| pravé tak, jako se
usetka X, B, rozpoluje bodem G,. Podobné mediana 4, @,
rozpoluje tsecku X B, a mediana 4, G, usecku X B,.

Pritky A, B, A, B",, a 4, B, protinajf se v jediném
bod& D, (obr. 4.). Jest totiz dle (9) soucin pomérd bodd B,
B, B, vzhledem k prislusnym vrcholim zdkladnfm, totiz
fﬁf"—ﬂ, roven 1. Soufadnice tohoto bodu @’,, d’,, d’; urtime
Zy X, T,
opét pomoc{ umér (3); ponévadz jest

A, B B Ay =x,:x, a A DB, B A =2,
jest dle (3 a)
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1 1 1
d:dy:dy =xyo, i xyx, = — = —
: 2 T x, xy

[

a rovinice bodu D,
- 1 1 1
(“‘) le—x1A1+;;*"‘z+‘£3‘A:;a
kdez jako vyse

1
x,

1 1
Tt

Bod D, jest tedy bodem reciprokgm (stupné nulltého)
k bodu X.

Budiz zde pripojeno, Ze trojihelnik B, BB, B, jest ve zvldst-
nfm vztahu k A4, 4, 4,. Oba tylo trojuhelniky jsou totiZ troj-
ndsobné homologickymi; jednim stiedem homologie jest bod D,
tebot se v ném sekou primky 4, B,, 4,B, a A4, B;; druhym
sttedem jest bod D,, nebot ten jest priseéik pifmek A4, B,,
4,B, a A, B, a tretim stiedem jest bod D,, prisetik pifmek
4,B,, A,B, a A,B,.

Podobné jsou trojudsobné homologickymi trojihelniky
D, D,D, a A, 4,4, (sttedy homologie jsou body B,, B,, By)
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jakoZ i trojihelniky B, B, B, a D, D, D, (stfedy homologie jsou
body 4,, 4,, Aa)'

Body D,, D, a D, jsou vrcholy trojihelnfka, jehoZ stted
hmotny jest bod @, stied hmotny trojihelnikd 4, 4,4, a B B,B,,
jak se snadno presvédéime sedtenfm rovnic (7 a), (7d) a (7¢).

Z bodu D, odvodime dva nové body Y a Z tymz zpi-
sobem, kterym jsme z bodu X odvodili body D, a D,. Jako
jsme totiz body X,, X, a X, vedli rovnobézky k tém stranim
zdkladnfho trojabelnfka, na nichz body ty nelezf, a spojili koncové
body téchto rovnobézek s protéj$imi vrcholy zdkladnimi, nadez
prisekem ptislusnych pki¢ek takto sestrojenych vznikly body D,
a D,, tak obdrzime body Y a Z touz konstrukecf, berouce za
zdklad misto bodd X, X,, X, body B',, B’,, B’;. Body Ya Z

musf tedy byti brocardskymi body k bodu D,(-;—, —L,i)

1 T T
1 1 1 1 1 1
) . . p (L 1 1 1 1 1
pravé tak, jako jsou body 3(%, 7’ xl) D‘z(%’ 7 xg)
brocardskymi body k bodu X(z,, ,, z,). Mizeme tedy rovnice
jejich psdti bezprostiedné, totiZ

"(10) eY =z, A, + 2y 4, + 2, 4,
vZ =z, A + 2 4, + 2, 4,

Body Y a Z jsou tedy isobarické body prvniho druhu vzhledem
k bodu X.

Snadno dokdZeme véty:

Trojuhelnik XYZ m4d spoleény stted hmotny G s trojihel-
nfkem 4,4, 4,.

Jako spojnice bodu X s body B,, B,, B, jsou navzdjem
rovnobézny se stranami trojuhelnfka zdkladnfho, jest téz

Y‘Bl“AsAl) YBQ”AlAz’ YB3||A2A37
a ZBI ||A1A2, ZB‘l HA‘zAa: ZBs “AsAx .

5. Z bodd B,, B,, B, odvodili jsme vedenfm piicek 4, B,,
A, B,, A;B, bod D,; podobnym zpiisobem obdrifme novy
bod E, sestrojime-li piitky prochdzejicf body E , E,, E,, jez
jeSté body témi vedeny nejsou. Jsou to piitky 4, E,, 4, E,,
A, E, (obr. 5.); z téch prvni stanovi na strané 4, A4; bod E’,,
druhd na strané A, A, bod E”, a tfeti na strané 4, 4, bod E",.
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Piihlizejice k soufadnicim bodu E, (z,z,, #;, z?) (8 a), lfr(':Ime‘
dle (2) pomér bodu E’, vzhledem k bodfim A, a 4, totiz

N/ —_— 2 ?
AE B A, =2 2,,
a podobné

A E', B, A =2} 25,
A E" ET A, =2},

PonévadZ soutin téchto pomérd — 1, protinajf se pricky
AE,, AE",, A, E'"”, v jediném bodé E. Rovnici jeho miizeme
pséti bezprosttednd, jestit

(Ita) cE=gald +aidy+aid  (e=a+a+2),

Je-li bod X ve zvladtnim p¥ipadu stredem kruZnice ve-
psané (x,:,: &, = @, : a,: a;), jest bod E bodem Lemoine-ovym.

K tomuto bodu E ptipojuji jesté dva dal3f body F a H.
Tim, ze jsme sestrojili pifcky 4, B, 4,B”,, 4, B, vinikly
totiz nové body na ptitkdch jiz vedenych k bodém B’,, By,
B, B” , B  B",. Rozvrhoeme je ve dvé skupiny po tfech;
v prvnf skupiné jsou:

8
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prisettk F, pticek 4; B, a 4,B",,
. Ez » Al B”l a A3 Burs,

'n F, , 4,B7 adPB,.

Zplsobem jiz nékolikrdt uvedenym uréime dle (3) sou-
fadnice téchto bodd; i obdrifme

HF =z2, 4, x4, + 2} 4,
(80) foFo=a A a2, 4, + 2% Ay,
fiF, =24, +2 4, + 7,2, 4
Z téchto bodi sestrojfme bod F, spoleény priseéik pFicek

A F, A, F,, A, F,, jak snadno dokdzeme pomoc{ véty de Cevy.
Rovnice toho bodu jest

(110) eF=z; 4,4z} 4,4+ x} 4, (e=2x!+ ) +xi).
Druhou skupinu z vytéenych bodid tvo¥f:
prisetlk H, ptitek 4,5, a d,B",,
» H, , 4B adPpB,
” }Is » Al B;/rl a A2 Bn2 .
Rovnice téchto bodid jsou :
hH =z 2,4, + i A, + 23 4,
(8¢) hy Hy = z3 A, + x, 7, 4, + 23 Ay,
hy Hy = @3 A, +at A, + xy 2, Ay
prisetik H piféek 4, H,, A, H,, A, H, m4 rovnici
(11¢) eH=aid,+2id,+ 214, (e=a'+ai+a).

Z rovnic (11 a), (11 b), (11 ¢) pozndvame, Ze body E, F, H
tvoff skupinu isobarickou prvntho stupné; A EFH md s troj-
Ghelnikem 4, 4, 4, tyz stied hmotny G.

O bodu E uvidi Caspary vétu: Body E, X a stred T
useky D, D, lefi v téZe primce.

Abychom dokdzali tuto vétu, uzueme zndmé véty z Grass-
mannovy ‘Ausdehnungslehre: ,Jsou-li téi body 4, B, C ve vztahu
tiselném, t. j. plati-li o nich rovnice

ed+ BB+ 0= OJ
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kde @, B, » znadl &selné koefficienty, jez vyhovuji podmince
a« + B+ 9y =0, leZi body ty na jedné p¥imce.“*)

Rovnice stiedu I’ usetky D, D, jest

2 = D, + D,;
klademe-li tu za D, a D, hodnoty (7a) a (7b) a upravime-lir
obdrzime
2 (2 &y + @y @3 + Ty 1,) I’
=2, (v, 4 2,) 4, + @, (2, + %)) 4y + 25 (2, + 2,) 4;

rovnice bodu X a E jsou pak

(@, + o+ x) X =0, 4, + 2, 4, 2, 4,
@ +a; fa) E=a 4, a4, +ai 4.
Nésobfme-li prostiednf 2z téchto tif rovnic vyrazem
— (%, + *, + x;) a setteme-li v8echny, dostaneme

2@, @y + @y 25 + w32,) I — (@ + 2, + ;)" X
+ (2] + ;4 2)E =0,
t. j. dle uvedené véty Grassmannovy lezf body I/, X a E v jedné
primce.

TymZz zplisobem dokdZeme, Ze body Y, F a stied I'”
isecky D, D, lei{ v jedné pifmce a Ze podobnou zvl4Stn{ polohu
wajf{ body Z, H a stied I” tdsetky D, D,.

(Pokracovéni.)

Jak treba zvoliti vazby a sily, aby soustava
jimi dani dala se realisovati.

Napsal
Arno$t Dittrich v Praze.
(Pokracéovéni.)
Mél-li v-ty bod soustavy soufadnice #,, %., 2, rychlosti
«,, 4y, #, a piejde-li béhem doby ¢ do polohy z,,y,, #,, v ni%
mé rychlosti ', , ¥, #,, lze ¥ici, Ze stav #,, Y, 2, Z», ¥, 2
piedel ve stav ,,4,,..., #,. Stav soustavy uréen souhrnem 6 n

*) Zskladové geometrického poétu Grassmannova, roé. XXV. pag. 267,
. 8*
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