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kde @, B, » znadl selné koefficienty, jez vyhovuji podmince
« + B+ 9y =0, leZi body ty na jedné p¥imce.“*)
Rovnice stiedu I’ usetky D, D, jest
2 = D, + D,;
klademe-li tu za D, a D, hodnoty (7a) a (75) a upravime-lir
obdrzime

2 (2, + @y @5 + 3 2,) I’
=2z (.’L‘2 +x3)Al +x2 (.’ts +xl)A‘-’- +x3 (xl +x2)A3;

rovnice bodu X a E jsou pak

(@ + o, +x) X =0, 4, + 2, 4, 2, 4,
@ +a; fa) E=a 4, +a; 4, a3 4.
Nésobfme-li prostiednf 2z téchto tif rovnic vyrazem
— (%, + *, + x;) a setteme-li v8echny, dostaneme

2@, @y + 2y 25 + w32) I — (@ + 2, + ;)" X
+ (2] + ;4 2)E =0,
t. j. dle uvedené véty Grassmannovy lezf body 7, X a E v jedné
primce.

TymZz zplisobem dokdZeme, Ze body Y, F a stied I'”
isecky D, D, lei{ v jedné pffmce a Ze podobnou zvl4Stn{ polohu
wajf{ body Z, H a stied I” tdsetky D, D,.

(Pokracovéni.)

Jak treba zvoliti vazby a sily, aby soustava
jimi dani dala se realisovati.

Napsal
Arno$t Dittrich v Praze.
(Pokracéovéni.)
Mél-li v-ty bod soustavy soufadnice #,, ., 4, rychlosti
«,, 4y, #, a piejde-li béhem doby ¢ do polohy z,,y,, #,, v ni%
mé rychlosti /., ¥, #,, lze ¥ici, Ze stav #,, Y, 2, Z», ¥, 2
piedel ve stav ,,4,,..., #,. Stav soustavy uréen souhrnem 6 n

*) Zakladové geometrického poétu Grassmannova, roé. XXV. pag. 267.
. 8*
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soufadnic a rychlosti prdvé tak, jako dfive poloha veli¢inami
Z,, Y», 2. Proto lze téZ stav ozna(iti jedinou pfsmenou, na pF.
r neb 7. ' '

Maji-li se veliiny, jimi% stav » neb » urten, blize vytknouti,
lze pséti =, 9, 2 2, ¥, #)r neb (2, Y, 2, ¥, ¥, &)r, coO%
znadf, %e stav » uréen hodnotami z,, y,,..., 2/, stav r uréen
veliéin'ami Tyy Ynyenos 8, kde v=1,..., n.

Ze toto oznaleni stavu jedinou pfsmenou jest vyhodné,

ukazuje se zejména tehdd, je-li stav » se stavem r v néjaké
souvislosti. Takovou souvislost obdrZime na pt., rozsfifme-li sku-
pinu S pribrdnfm transformace rychlosti, jeZz s transformac{ S
spojena. Tim vznikne zase estiClennd skupina, kterou v dalsim
oznatfme &’. Rovnice jejf jsou

§:a1xv+azyv+aszv+aoa wv—al“’v—i’a yv+a35u
Y =b@ +b,9 4 bys + b, yo=bx 4 b, 4+ by,

Z:clm""["cz?h‘*‘cszv—f"co: 2 clw1'+czzv+033u

v=1,2,..., n

Tato soustava rovnic transformuje stav » ve stav r, coZ
lze Lie-ovou symbolikou vyznagiti rovnicl »S’ = 7.

Skupina 8’ vytvofena téZ Sesti na sobé nezdvislymi infini-
tesimalnfmi transformacemi

Vir=Vs, Vif=Vf V=V,
v, EE’(E%—% Y Ty wf

= \2z, oY, 2,
‘ d .
V:fE v (i af % af)
o, ax,. x oz,

4

. ¥ oo 'af)
Ve ,(_%_ g,
o o, y axy+ayy Y o

Jesté jednoduleji 1ze polohu neb stav vyznagiti jedinou
pismenou, uZivdme-li' Lagrange-ovych vieobecnych - soufadnic.
Znatime-li tyto soufadnice, jichZz jest m — 3n —p pismenami
@, &,,..., @, vieobecné komponenty rychlosti neb zrychleni
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& ..., @, resp. @, ,..., e , lze polohu urcenou souradnicemi
« ..., an vyznaliti pismenou «, stav dany veli¢inami «,,...,
@m, @, ,..., & oznaliti pismenou a.

§ 2. Véta prvd. Z véty prvé plynou podmf‘nky'pro vézby.
Obsahuje-1i soustava n bodd, jest poloha jejl ¢ urtena 3 n sou-
fadnicemi «,, y,, #.. Mezi témi muZe byti pfedem ddno p rovnic

(p«‘t(w}y’zat}:cnq ) W:l,...,p, p<3n

Funkce ¢. jsou na sobé nezdvislé; ¢, jsou stdlé, jichZ nume-
rické hodnoty plynou z poldtecnich poloh soustavy. Vyznam
vazeb jest pak ndsledujfei:

Zaujimala-li soustava v dané dobé ¢ polohu (ac Y, 2) 0, jest
kazdd jind poloha (z, y, 2)¢, v niZ poloha ¢ b&hem doby £ — ¢
prejiti mize, vizdna fadou rovnic

¢ (2, ;ZZ?):(p,,(ac, Y, 2, %), =m=1,...,p.
Ponévadz dle véty prvé lze soustavu z jakékoliv polohy. g,

kterou v dobé ¢ zaujimd, prenésti do jinych poloh g, jez se
s vazbami srovndvaji, poSinutim a otolenim, jest

(1) P2, 4, & 1) = 9=(2, 4, 4 0,
je-li oS = o.
Vyznam této symbolické rovnice udin v § 1. Cas, v némz sou-
stava poSinut{ a ototeni dané rovnicemi S vykond, jest ¢ —¢.
Mezi vSechna moZnd poSinuti a ototeni ndlez{ zejmena to,

jez béhem doby df prevddf soustavu pohybem Sroubovym do nové
polohy. Tento roubovy pohyb udili soufadnicim 2., y,, 2 in-
crementa

dz, = (Bz, — Cy, -+ D) dt,

dy, = (Cx, — Az, + E) dt,

dz, = (Ay,— Bz, 4 G)dt.

A, B,..., G jsou libovolnd stilé. Velitiny =,, y,, 2,, ¢ jsou zde

Q) x,—a +de, yo=y +dy,, 5 =25 -+ds, t =t dt,

Mezi vSechny mozné pohyby §roubové ndlezi pak téz trans-
formace identickd, jez soufadnicfm w,, ¥, # udili vzrost
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dx, = dy, = dz, = 0.

Tento Sroubovy pohyb obdrzime, polozfme-liA =B=...=G =0.
Dosadime-li tato incrementa dz,, dy,, dz,, df do rovnic

z(a"’”d +a"”d +°"’”d +°%’dt:0,

jimZ veli¢iny ty vyhovéti musf, obdrzime, zZe
99z
T";:O, r=1,2,..., p.

Z rovnic téch plyne, Ze vazby nezdvis{ na tase.
PiSeme-li proto vazby ve tvaru

P, Y, ) =¢., 7==1,2,...,p,
znaéi véta prvé, Ze

©)) P (@, ¥, 2) = @ (2, ¥, 2),
kdyz 0 =0S.
Predpokladéme-li, %e polohu ¢ lze zvoliti zcela libovolné, plyne
z véty prvé, Ze funkce @, (x, ¥, 2) rovnd se na zdkladé substi-
tuce S identicky funkci ¢, (x, y, 2). Pak jest ale ¢, invariantem
Sestitlenné skupiny S.

Funkce @, jest ale tehdd a jen tehdd invariantem *) této
skupiny, hovi-li @, soustavé homogennich linearnych partialnich
rovanic

Vif=0, i=1,2,...,6.

Vyrazy V; jsou symboly infinitesimalnich transformacf, jez vy-
tvofujf skupinu S. Kazdd z funkel ¢, hovi tedy rovnicim

n n

Z”f—o, LY g 2735:0,

2z, - 0y, - 22,

o S gn Gt

1
of >\
2 (ayvmv yv SZ‘, -—-O.

*) Scheffers, 8. Lie, Continuirliche Gruppen, str. 412.
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Hledejme nyni vSechny funkce ., jez hovi rovnicim (4),
Ponévad? funkce ty jsou na sobd nezdvislé, predstavuje-li
Q. =¢Cr, ®=1,..., p vazby soustavy, tieba jen vyhledati
vechny na sob& nezdvislé funkce @, jeZ rovnicim V,f = 0 hovi.

Je-li n=3, tvoii rovnice Vif=0, i=1,..., 6, tplny
system linearnych homogennich partialnich rovnic.

Nebot rovnice ty jsou na sobé nezivislé, t.j. nelze nalézti
funkee y;, které nejsou vesmés rovny nulle tak, aby

6

2‘ Xi V;f =0.

Tato identita miZe pro neurcitost funkce f obstdti jen tehdd,
hovi-li veli¢iny y; rovnicim

‘ Lt et — Yt =0,
(5) 22 +fxvxs_zvx4:0> v=1L..., n
%ty — 2y =0.

Témto 3% rovnicim o Sesti proménnych lze, protoZe dle pied-
pokladu 3» >6, vyhovéti jen tehdd, vymizi-li vSechny S&esti-
Fidkové determinanty, jeZ z matice rovnic (5) lze utvoriti.
Zejmena musf téZ vymizeti determinant

1, 0, O, 0, 2, —Y»
0, 1, 0, —z,, 0, z,
g — 0; Oa 13 Y, — 2, 0
—11, 0O, O, 0, iy —Yul|?
0o 1, 0, —az., O T,
0, 0, 1, Ysy — Xy, 0
kde », g, s jest jedno z &isel 1, 2,..., n, zvolené tak, Ze.

wsv,  s=p, s

Vypoilteme-li tento determinant, obdrzime

4 = (3 — &) [(2n — %) (Y — ¥») — (2 — @) (¥ — 9))-

Tento determinant nenf identicky roven nulle, pondvadz by vy-
mizel bud, je-li w =, neb je-li s—=y neb s=w, coz jsme
pravé vyloucili. Ndsledkem toho nelze nalézti funkce gz, &imz
dokdzéno, pokud » = 3, Ze rovnice (4) jsou na sobé nezivislé.
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Ponévadz dale vyrazy V.f jsou symboly infinitesimalnych
transformaci $esti¢lenné skupiny, jest

s
i=1,2 6.

A r Lo hy 6
(ViVo = YpewVof, 00T

Lze tedy zdvorkové vyrazy*) Jakobi-ho utvotené z vyrazi V,
sloziti linearné se stalymi koefficienty z vyrazd V,.**) Proto
tvofi rovnice (4) tplny system.***) .

Funkce ¢, maji byti na sobé nezdvislé. PonévadZ rovnic
jest 6, promé&nnych 3», lze nalézti na sobé nezavislych ¢., jez
rovnicim (4) hovi, jen 3» — 6. Soustava majfci » bodd md tedy
nanejvy§e 3n— 6 vazeb a proto alespoii 6 Lagrangeovych sou-
Fadnic, pokud n= 3

Odvodme nyni 3n — 6 na sobé nezdvislych feSeni rovnic (4).
Tato hledand feSenf obsaZena ve vyrazech ry, kde

‘7‘/‘ka: (th - 96';;)2 + (Z//. —_ yk)2 + (Zh - ~/c)2
h=1,..., n, h =k, k=1,..., n

KaZdy z téchto vyrazi hovi rovnicim (4), jak se snadno sub-
stituci presvédtfme.

Vyrazd 7, jest —-———. Pokud n=3, jest
nn—I1) —

3 = 3n— 6. Proto nebudou obecns vSechny ty vyrazy

na sobé nezdvislymi.
n(n

):1—) =3n — 6. Pak

Pokud #» = 3 nebo n =4, jest
jsou FeSenf ru vesmés na sobé nezdvisld. Nebof 4 uddvd vzdd-
lenost bodu % od bodu k. Vzddlenosti 3 neb 4 bodl jsou ale na
sob& nezdvislé. Kdyby i vSechuy aZz na jedinou byly ddny, neni
tim tato zbyvajici vzddlenost uréena.

n(n— 1)
2

Jelin>4, jest > 3n — 6. Piesvédiime se opét,

*) Scheffers, S. Lie, Vorlesungen uber Dlﬁ'erentmlglelchungen, Teubuer
1891. str. 196 a nisl.
##) Scheffers, 8. Lie, Continuirliche Gruppen, str 390.
#+¥) Tamtéz str. 216.
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Ze mezi vyrazy ru jest 3n — 6 na sobé nezdvislych. Vzddlenosti
tii libovolnych bodd 1, 2, 3 jsou dojista na sobé nezdvislé. Téz
vzdidlenosti kazdého dalditho bodu 4,...,%n jsou vesmés na sobé
a vzddlenostech r,,, r,, 7,, nezavislé. Nebof, kdyby i tyto tii
vzdédlenosti byly ddny, dédle 3 (n — 4) vzddlenosti bodd 4, 5,. ..,
n—1 od bodd 1, 2, 3 a jeSté vzddlenosti ri., 7., neni timn
vzddlenost r3, urtena. Jsou tedy dojista vzddlenosti tii bodd
a vzddlenosti ostatnich n—-3 bodi od téchto tti na sobé ne-
zdvislé. Vzdélenost téch jest 3 (n — 3) + 3 = 3n — 6. Vice tako-
vych r v8ak vibec neni. Proto obsahuj{ vyrazy »u vSechna na
sobé nezdvisld feSenf rovnic (4).

Kazdd z funkel ¢, jest feSenim rovnic (4). Ponévadz
kazdé feSenf tohoto tdplného systému jest funkei 3n — 6 na
sobé nezavislych Peseni, lze kazdou z funkei @, vyjadtiti po-
moci 3n — 6 na sobé nezdvislych z velicin 7.

Ponévadz naopak kazdd funkce 3n — 6 na sobé nezdvislych
feSeni hovi rovnicim (4), jest libovolnd funkce vSech r, nej-
obecnéj§im vyrazem, ktery za ¢, zvoliti lze, md-li o soustavé
platiti véta prvd. Vyjddiime-li totiz prebyteénd ru., jichZ jest
sn(m—1)—(3n—6) pomocf 3n —6 na sobé nezdvislych,
stane se ¢, funkei t&chto velicin. Proto hovi'¢g, rovnicim (4),
coz nutno a staci, md-li o soustavé platiti véta prva.

Z geometrického vyznamu funkef » plyne, Ze vazby tplnych
soustav jsou funkci vzddlenosti bod@ soustavy. Pfi tom pied-
pokladdme, Ze vazby ddny soustavou rovnic, z nichZz kazdd ob-
sahuje neurcitou konstantu.

Mi-li soustava maximalnf pocet vazeb, jichZ jest 3n— 6,
lze za funkce @, zvoliti pfimo 3n — 6 na sobé nezdvislych
z velitin r;. Oznaéme je . Vazby diny pak rovnicemi » = const.
PonévadZ zbyvajici veliéiny » lze, jak jiZ feceno, funkcemi r
vyjddiiti, budou pfi pohybu vSechna »i — const, ponévadz
r = const. Pak se ale vzddlenosti bod& pfi pohybu neméni,
soustava ta tvoii utvar tuhy. , " ,

Predpoklddali jsme v predchozim, Ze soustava ¢itd aspoit
tii body. Treba jesté vySetfiti vazby soustav, jez obsahuji dva
resp. jeden bod. : ) :

Skldd4-li se soustava ze dvou bodd, jeZ majf soufadnice
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x, Y, % & X, Y, %, hovi vazby této soustavy rovnicim
Vif =0, jez se v tomto pi¥ipadé redukuji na

f F _, ¥, ¥ _ o
dx, t 0z, o dy Ly, % 2, =9
f ¥, o
az yl—zl -\yl -\zo zZE—-O
‘ 3f af of
©®) du, h—n az + 2 da, 0,
’f o ’f  _
ay yl aw +ay2w'.’,_y28_x—2‘—0'

Specialisaci predchozich uvah obdrzime, Ze rovnice (6) jsou na
sobé nezdvislé, nevymizi-li determinant

17 07 O’ 01 4, —Y
0, 1, 0, —2, 0, x,
A4 — 0) Os 1, Y, —x, 0
1, 0, O, 0, 2y, —Y,
0o 1, 0, —=&,, 0, x,
0, 0, 1, Yoy — %o 0

Vypocteme-li tento determinant, obdrifme, Ze 4 =0. Proto
nejsou rovnice (6) na sobé nezdvislé; jedna z nich, na pt.
V. /=0, dd se pomoci ostatnich vyjddtiti

Vof= Z:hm\hf -

1+ jsou funkce soutadnic, jeZ lze snadno ustanoviti.

Pro’ tuto souvislost rovnice V,f =0 s ostatnimi staci na-
lézti jen feSeni rovmic V,f =0, A=1,..., . O téchto zbyva-
jicich rovnicich lze dokdzati, Ze jsou na sobé nezavislé, ponévadz
pak zdvorkové vyrazy symbold V, zdvisi na vyrazech V;, kde
A=1,2,..., b, tvofi rovnice ty uplnou soustavu linearnych
homogennich rovnic.

Proménnych je 6, rovnic 5; proto lze udati jen 6 —5H =1
feSeni. Kazdé'dalét feSenf jest na tomto zdvislé. Vysledek ten
pravi, Ze soustava ze dvou boddi sloZend md jen Jednu vazbu.
Tuto vazbu lze snadno uhodnouti; znf
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P = (r, —2,)* + (4, — %) + (5, — 2,)"
Cita-li plnd soustava jen jediny bod =, y, #, nalezneme
vSechny vazby s vétou prvou se srovndvajic{ FeSenfm rovnic

of o . o _

2w Y 2y =0 2 =0
f L _ , O _ o
Y zay—’ A xaz_o’ ay” yi)m—o'

Rovnic téch jest 6, proménnych 3; proto jsou nanejvySe tii
z téchto rovnic na sobé nezdvislé. Za tyto tfi plivodni rovnice
zvolime ovSem nejjednodussi

of _ o _ f _
w=0 =t W=l

)

Jest patrno, Ze tyto tifi rovmice jsou na sobé nezdvislé;
ponévadz ddle zdvorkové vyrazy, jez z levych stran téchto
rovnic lze utvofiti, jsou vesmés identicky rovny nulle, dén
rovnicemi (7) tGplny system, ktery md 3 — 3 — O fefeni. Sou-
stava, jez Citd jediny hmotny bod, nemd vazeb Zddnych.

Z véty prvé. plynou tedy dosti znaénd omezeni pro vazby
tplnych soustav, jeZ ddny rovnicemi, z nichZz kaZdd obsahuje
neurcitou konstantu.

V tomto piipadé plyne z predchozfho, ze

1. vazby neobsahuji Cas,

2. vazby jsou libovolnou funkei vzddlenosti bodd soustavy.

3. Cit4-li dpln4 soustava vice nez 3 body, jest vazeb na-
nejvyse 3n — 6, obsahuje-li 2 body, moZnd vazba jedind, redu-
kuje-li se na jediny bod, nelze udati vazbu Zddnou.

Tyto vlastnosti maji jisté disledky.

PonévadZz vazby neobsahuj{ ¢as, plati o soustavdch iplnych
princip Zivé sily

t n
T—T,=fdt 2 X,/ + Y9 +Z,2).
t 1
T, jest kinetickd energie v dobé t,, T jest kinetickd energie

v dobg ¢.
PonévadZ vazby neobsahujf Cas, jest aktualné poSinut{ sou-
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stavy vidy téZ virtualnym. Mezi poSinut{ aktualndé ndlezi dle
véty prvé vidy téz libovolny pohyb Sroubovy. Nasledkem toho
plati o Gplnych soustavdch princip t&zisté a princip ploch

n n n n n n

Smael =X, Zrmy =Y, Zmi =17,

1 1 1 1 1 1

Zvm, (Y% —y,2) =2 (Y, Z,—Y,2),
1 1

n n
‘" " —
Zlv m (2% -- 4 x)= Zl‘v (2, X, —Z,x,),

Z‘V ml’ (:l:,, y: -_ -’.U:: y’,) = Z" (xv Y:r - Xl’ _1/,') .
1 1

(Pokralovani.)

Poznamka k nauce o redukované délce
linearného magnetu.

Napsal

Dr. Bohumil Kuéera,
-assistent fysikdlnfho dstavu v DarmStats,

Nauka o pélech magnetu md podklad ¢isté mathematicky ;
poly nejsou fysikdlné danymi body na wmagnetu, nybrz jsou po-
mocnymi pojmy, kteréz ov§em pii jistych meéfenich zna¢né
ulehgujf mathematické zpracovini vysledkd. Jiz ku konei sto-
let{ 18. zandSeli se Lambert,”) Kupffer?) a Dalla Bella®) touto
otdzkou, .ale do§li dle riznych experimentdlnich uspofdddnt
a mathematickych predpokladi k vysledkim naprosto nesou-
hlasnym. Lamont?) prvy ukdzal, Zze poloba supponovanych péid
nezdvis{ jenom od geometrickych pomérit mugnetu a rozdélenf
magnetismu, nybrz i od poloby bodu, v némz plsobeni magnetu
se md vySetfiti. Poly magnetu a tim i jeho redukovanou délku

" 1) Lambert, Hist. de ’acad. de Berlin 1766, pg. 22.
%) Kupffer, Ann. de Chim. et de Phys. 36, pg. 50.
%) Dalla Bella, Mem. da Acad. de Lisboa. T. 1.
4) Lamont, Handb. d. Magnetismus. Leipzig 1867, pg. 295.
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