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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

ROZHLEDY

Upatnice a pseudoupatnice.
Zdenék Ptrko.

1. Jiz staii matematikové pouzivali v podstaté dvou metod,
syntetické a kinematické, aby ziskali specialni rovinné kiivky
vy&§ich stupiii. V prvém p¥ipadé kfivka vznika uréitou konstrukei
z danych prvki jednodus$ich (z bodt, pifmek, kruznic atd.);
v piipadé druhém je urditym zpusobem definovan pohyb bodu
(piimky atd.) a hledame jeho geometrické misto (obalku). V poz-
déjsi dobé pristoupila tfeti metoda, analyticka, pfi niZ budto
pozadujeme, aby byly splnény uréité vztahy mezi elementy kiivky,
nebo kiivku podrobujeme urditym podminkam. Jestlize pak tyto
vztahy nebo podminky formulujeme analyticky, dospivame budto
k rovnici kiivky ptimo nebo k t. zv. rovnici diferencialni, z nfz
teprve rovnici kiivky obdrzime zvlastnim postupem.

Ptirozensé, Ze mezi témito metodami neni Zidné ostré hranice;
naopak asto muzeme snadno vysledky metody kinematické nebo
analytické vyloZiti metodou syntetickou a obricens.

V tomto élanku podame dvé takové geometrické lconstrulcce,
pomoci nich? lze ziskati fadu novych kfivek. Predevifm bude nam
zalezeti na rovnicich téchto ktivek; pouZijeme tudiZ metod
geometrie analytické.

2. Upatnict dané rovinné kiivky (kiivky zakladni) vzhledem
k pevnému bodu (pbélu) nazyvdme geometrické misto pravodhlych
priaméti tohoto bodu do vlech teCen této kfivky.

Zvolme pdl v poditku pravothlé soustavy soufadné; rovnice
kiivky zdkladni budiz pak
f(x, y) = 0.%) (1)
Rovnice te¢ny k této kiivee v bodé (x, ) a kolmice na teénu z pélu
waji v souradmcich &, n rovnice

of of
—_ ~ -_ _— = 0’ _— _— =
(¢ z) 5z T (1 y) ay ¢ oy "oz
*) O funkei f(z,y) pfedpoklddédme, Ze je spojité & mé derivace spojité.
Oasopis-Rozhledy, 1934—385. 3
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Z téchto rovnic vypoéteme snadno
~of\ of of of \ of
( ) (”a“x”az?)@,

§= _a—f__'—_giz’n:__aiz_*_ﬁz’
& @
obdrzime tedy tpatnici kiivky dané rovmici (1) vzhledem k po-

datku jako poélu, jestlize eliminujeme =z, y z rovnic (1), (2); vy-
sledek je tvaru
F(&n) = 0. (3)

Poznamka. Obrizky vztahuji se k nasledujicimu textu;
kiivky vytazZené slabé (a oznadené I) znaéf vidy kfivku zakladni,
kiivky vytaZené silng (oznadené I}) Gpatnici této kiivky zakladni
vzhledem k podatku jako pélu, kiivky vytaZené éerchované (ozna-
¢ené I) pseudotpatnici této k¥ivky zakladni vzhledem k oné
soustave, k nfZ je vztaZena kiivka zdkladni.

3. Ktivkou Laméovou indexu n nazyva se k¥ivka s rovnici
(@, b, n dané velidiny)

(2)

AT A
f(w ) = (7) + (5] —1=0 @
of of
Z této rovnice uréime — P a tyto vztahy dosadime do rovnic (2);

na Gpravu ditatelt zlomkt takto ziskanych pouZijeme rovnice (4),
nalezneme tak

arbrgn—1. a2npryn—1
¢= bingin—D | giny2(n—1)’ N = pengan—1) + a1
Délenim téchto rovnic miame
anyn—lé = bnxn—ln
kombinujeme-li tuto rovnici s rovnici (4), obdrzime tyto vyra-
zZy pro z, ¥

1 n 1

n
e bt g

oo+ e [ el

Dosadime-li tyto vyrazy do nékteré z rovnic pro & nebo 7, dosta-
neme po tGpravé rovnici Gpatnice Laméovy kfivky (4)" vzhledem
k poddtku jako pélu ve tvaru

X =

F(¢, n)z(5=+nﬁ)"~l——(ae>"? — =0 (5)
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Mezi Laméovymi kfivkami je pro specidlni hodnoty indexu n
zahrnuta fada znamych kiivek a jejich tpatnice muZeme snadno
urditi na zakladé rovnice (5). V&imnéme si nékterych.

a) n = }; pro jednoduchost poloZme a = b (obr. 1). Kiivkou
zéakladn{

Va+Vy—Va=0¢ili (x—y)*—2a(x+y)+a*=0 (6)
je kvadratickd parabola s vrcholem (}a,}a), 8 osou svirajici
s osou usebek thel }m, s parametrem 2p = a]/2 a dotykajici se
soufadnych os v bodech (a, 0), (0, a).

Upatnici této paraboly
je pfimd strofoida, jejiz kar-
tézska a polarni rovnice (kte-
rou obdrzime transformaci
§ =g cos ¢, n =g sin @)
maji tvar

(8 + 7*) (§ +n)—aln=0,
sin 2¢

sin ¢ + cos ¢’ ()

Pifma strofoida jest tedy

ktivka stupné tfetiho; jeji

obvykly tvar obdrzime, oto-

éime-li osu tseéek o tthel —

Iz, t. j. piSeme-li v druhé

z rovnic (7) misto ¢ vyraz Obr. 1.

17 + @, tedy

-1
Q= 3@

cos 2¢
CcOo8 @

o =1a]/2

b) Pro n = 1 pfedstavuje rovnice (4) pfimku s rovnici

(7)

x Yy _

pro tuto hodnotu indexu viak ztréci rovnice (6) vyznam; pifmo
nalezneme, Ze upatnicf piimky (8) vzhledem k poditku jako

poélu je bod
ab? ab .
(a‘z + ba’ a2 + bs)’ (9)

pata kolmice z poddtku spudténé na pifmku (8).

¢) n = %; pro jednoduchost polozme a = b (obr. 2). Kiivkou
zakladnf je astroida, kfivka stupné Sestého,

at 4 y* —at =0 &ili (22 4+ y? — a?P® + 27axiy? = vO; (10)
3*
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jeji Gpatnicf vzhledem k podatku jako pélu je t. zv. ctyrlistek,
kfivka také stupné Sestého,

(&2 + 7?)® — a2é%? = 0 ¢tili ¢ = {a sin 2¢. (11)
d) n = 2; v rovnici (4) miZeme poloZiti také misto b vyraz ib
(kde 1 = V—— 1), dostavame tak elipsu resp. hyperbolu

a2 2
St —1=0; (12)

jejich tpatnice, které jsou stupné étvrtého, maji rovnice

Obr. 2. Obr. 3.

(82 + %) — a?82 F b2 = 0 ¢ili g = a®cos? @ 4- b2sin?@;  (13)
je to eliptickd (obr. 3) resp. hyperbolickd lemniskata Boothova.

Specidlng jako Gpatnici rovnoosé hyperboly vzhledem k po-
Satku jako pélu nalezneme lemniskatu Bernoulliho

(&% + n%)? —a? (62— n?) = 0 ¢&ili p? = a? cos 2¢. (13")
e) m = — 1; pro jednoduchost poloZme & = b (obr. 4). K¥ivkou
zdkladni je rovnoosd hyperbola

%-{—%——l:Oéﬂi (x —a) (y —a) — a? = 0, (14)
majici stied v bod8 (a, a), asymptoty rovnob&Zné s osami soufad-
nymi a jdouci positkem. Jeji ipatnice je stupné &tvrtého

E+r)rP—2a¢+nE+n)+a(E—nP=0 (15

nazyva se kfiwkou Wieleitnerovou.
~ f) Necht posléze n = — 2; v rovnici (4) miZeme opét polo-
Ziti misto b také vyraz b, dostdvame tak eliptickou resp. hyper-
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bolickou stauroidu
z2y? F b2x? — a?y? = 0. (16)

Pro jednoduchost poloZme dale a = b, t. j. vySetfujme piipady
,,;ovnoosé®“. Nalezneme tak obé& Gpatnice

X
Obr. 4. - bbr. 5.
(8 + ) (& + 7 — o — 2Tatéty = 0, a7)

[(8 + 792 —a® (8 — )P + 2Tatén? (2 + ) = 0 (1)
rovnice (17’) piedstavuje kfivku stupné osmého (obr. 5), rovnice
(17"”") kfivku stupné dvanactého. , (Pokradovéni.)

O dvojitém logaritmickém papiru.
V. Pleskot.
Puzménme si pravothlou soustavu soufadnou v tom smyslu,
Ze na osy soufadné vyneseme nikoli &fsla, ale jejich dekadické
logaritmy. To znamena, %e p¥i zvolené zadkladni jednotce, zvané
modul, vyneseme na osu tusedek (&) od podatku O (viz obr. 1)¥*)

¢islo = podle rovnice
E=alogz (@)

(« je modul) a ke konci té Gise¢ky pak pipi¥eme &fslo z, coZ tedy
-*) V obrazcich je viude psino Log x misto log .
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