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symmetrály úseček AC a BC kteroukoli osu kuželosečky v bo­
dech Sx stŘ.S2 a tu odlehlost S±Sq jest veličina stálá. 

V ročníku XLL str. 229 podal p. vládní rada Jeřábek 
jistou větu o kuželosečkách, již jsem pak zobecnil. Věta zde 
uvedená jest jiným zobecněním věty p. Jeřábkem uvedené, nebofi 
splynou-li body A a B s vrcholy kuželosečky, pak dospějeme 
ihned ku větě p. Jeřábkem vyslovené. 

Příspěvek k analytické geometrii kuželoseček. 
Dr. Karel Čupr. 

(Dokončení.) 

Když 3 <. O, jsou to přímky reálné, když 3 ;> 0, jsou to 
přímky imaginárně, v obou případech s průsečíkem reálným 
v konečnu. Když 3 = 0 ; jsou to přímky rovnoběžné nebo splý­
vající; o jich realitě rozhodneme takto: 

Stanovme rovnice přímek, v něž se kuželosečka rozpadá. 
Jest pak 

anx
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 

(V«i7 • x 4- V ^ • y + 2i) (V«i7 • x + V«22 • y + -?2); 

odsud plyne 

tfi + ?2 = 77==" — 1 7 = " í 

_M2 = W 33' 

Z rovnic těchto lze stanovit ql9 q2+ Vzdálenosti bodu (0; 0) od 
těchto dvou přímek jsou 

V«u + o22 — 2a12cosa V an + 2̂2 — ^a12coso 
O vzdálenosti těchto dvou rovnoběžných přímek platí 

d2 _ (gi — g2)
2 O. + 92)* — 4gtg2 

a n + «22 ~~ 2a12cosG) an -j- a22 — 2a12co's.o 

^ ( a 2 3 a 2 2 q 3 3 ) ^ ( f t 1 3 ^ 1 1 ^ 3 3 1 (Q**\ 
(ari4-«22—2al2cosco)a22 ~ (au-{- a22—2a12 cos w) axl * 



464 

Je-li a u kladné, jest i a22 = —**- kladné. Připusťme, že 
a\\ & 

by výraz a u + a22 — 2a12cosco byl bud záporný nebo rovný 0. 
Pak by též bylo 

au + a2 2 ^ 2a12 cos co 
čili 

( a n + a 2 2 ) 2 — 4a u a 2 2 ^ 4 a 1 2 (cos2 co — 1), 
odkudž 

(att — a 2 2) 2 -žL — 4a2
2 sin2 co, 

což nemůže býti. Jest tedy a n + a22 — 2a12 cos co kladné. 
Ony rovnoběžné přímky budou tedy reálné, když a2

3 — 
— a u a 3 3 > O, imaginárné, když a\3 — alta33 < O; když konečné 
a\3 — atía33 = a\3 —a 2 2 a 3 3 = 0, degeneruje kuželosečka v dvoj­
násobnou reálnou přímku. 

Vzorec (9*) udává též úhel sevřený asymptotami hyper­
boly; je-li alx + a22 — 2a12 cos w = 0; svírají asymptoty úhel 
pravý, t. j . daná hyperbola jest rovnoramenná. 

4. Osy centrické kuželosečky jsou rovny poloměrům kružnic 
majících s kuželosečkou společný střed a této se dotýkajících. 

Budiž (£, 17) střed kuželosečky f(x, y) = 0; rovnici kruhu 
o středu (£, Y\) a poloměru r lze psáti parametricky: 

sin (co — (p) - . 
sin w .- i ? 

Í/ = 17 + r —:—— = V + r/ř; 

snadno ukážeme, že jest k2 + 2hh cos co + 7&2 = 1. 
O průsečících kuželosečky f (x, y) = O s tímto kruhem 

platí rovnice 

" n (É + rky + 2a12 ( | + rk) (V + r») + a22 (7 + r7>)2 

+ 2a13 ( | + r*) + 2a2 3 (i? + rA) + a33 = 0. 
Kovnici tu lze psáti 

a u | a + 2a12£i? + aa2i?
2 + 2&r (au£ + a12n + a13) 

+ 2hr (a12| + a22i? + a23) + r2 (a, l k°- + 2a 1 2 ^ + a22Z*2) 

+ 2a 1 3 ř+2a 2 3 ^+a 3 3 = 0; 
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použijeme-li yztahů (5*), (5**), obdržíme 

r a (a n *- + 2atikh + aMfc«) + ~- = O, 

r2 (a n *- -f 2a„*A -f aMW) + - ^ (É- + 2iA cos co + h*) = O 

nebo též 

a posléze 

fc« ^.r" + T ) + 2 (ai2 + T C0S a) hh + (* 2 2 + T) *' = °* 
Mají-li se kuželosečka a kružnice dotýkati, musí poslední 

Je rovnice vzhledem k poměru -7- míti jediné řešení, t. j . musí 

býti 

Í«i2^2 + T cos m) = p i r a +T) r22r 2 + T) 
a po úpravě 

± 1 fan + a22 — 2a 1 2c0sw)D Q . D2 . r4 -f v--------!—--?•——---* ' — * + 33- 5m2 co = 0. (10*) 

Značíme-li a, b poloosy kuželosečky, jest 

a2 + b2 = — ( a n + a<>2 — %ai2 COSG)) D^ 

2l2 D* sin* a> ^ ' } < 1 0**> 

Je-li předložená kuželosečka elipsa, musí býti součin a2b2 

kladný, t. j . ^ > 0; elipsa ta jest reálná tenkrát a jenom 
tenkrát, jestliže 

(a n ~J- a22 — 2a12 cos co)2 > 432 sin2 co. 
Je-li 3 < O, víme již z dřívějška, že kuželosečka jest hy­

perbolou a to vždy reálnou, neboť rovnice (10*) má vždy jeden 
sled a jednu změnu znamének, ať (a n + a22 — 2a12 cos OJ) a Z) 
mají znaménka stejná nebo různá. Je-li a* + b2 = O, t. j„ 
a n + «22 — 2a12 cos co = O, jest kuželosečka hyperbola rovno-
ramenná a osa její jest dána vzorcem 

D sin OJ 
a* = Э-1 ' 

U2 týž vzorec určuje i poloměr kružnice (a2 = 62, 3 > 0). 
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Zajímavo jest, že rovnice vyznačující směry sřsymptot a os 
obsahují pouze koefťicienty quadratických členů; dále rovnice 
určující směry a velikosti os mají diskriminant až na multipli­
kativní konstantu stejný: 

A = Vfon — ^2)* sin* w + [foii + "22) cos « — 2«i2] a-
Jsou-li koefficienty a n , a12 . . . a33 racionální, jsou směrnice 

a velikosti os zároveň racionálna nebo irracionálná čísla; vůbec 
Vlastnosti kořenů těchto dvou rovnic, pokud závisejí na diskri­
minantu, jsou stejné. 

Ohnisková vzdálenost kuželosečky jest dána výrazem 

e2 = (a2 + b2)2 —4a 2b 2 

2)2 
= ^"[foll ~ a22)2 Sin* &> + foli + 2̂2 C0S » — 2«12)

2]. 

Rovnice (7**) poskytují dvě hodnoty pro A, značme je 
A ±; rovnice (10*) poskytuje rovněž dvě hodnoty r 2 + . Jak se 
snadno přesvědčíme, v přímce o směrnici A + leží osa o délce, 
jejíž čtverec r2 + . 

5. Přistupme ku případu, kdy D =%z O, d = 0. Střed této 
kuželosečky jest v nekonečnu, kuželosečka taková nazývá se 
parabolou. 

Jako výtvarný zákon paraboly leckdy se uvádí tato věta: 
Zvětšujeme-li hlavní osu ( = osa, na níž jsou ohniska) 

elipsy nebo hyperboly nad každou mez, nebo což jest totéž, 
necháme střed ubíhati do nekonečna, zachovávajíce jedno ohnisko 

l2 

v konečnu a velikost parametru p = — stejnou, přejde uva-a 
žovaná kuželosečka centrická v parabolu. 

Použijeme téfco věty a kladouce ve vzorcích odvozených 
pro kuželosečky centrické 3 = 0, obdržíme příslušné vzorce pro 
parabolu. Směrnice os paraboly vyplývá z (7*): 
An— 

— foii -02žJ.JbV(flii -fl22)g~4(a l2--aa, ! cos(x))(au cosco-a12) 
2 (a12 — a22 cos w) 

_ — foli — 02g) + foli + ^22 — %<h* c o s <°) 
2 (a12 — a22 cos (o) ' 
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odkudž 

л+ . «22 — « 1 2 00$ 0) 

Лn  «12 — «2S C0S w* 

A~~ — — в» + « i a C0S Oî 

/±n 
« l l # 2 2 C0S ű) 

Я 2 2 
+ < Я 1 2 COS oo 

"«M (11*) 

-47 jest též směrnice přímek 

anx + a i ay + a13 = 0, a I 2 # + aa2y + a2 3 = 0 

určujících střed; tedy -47 jest směrnice hlavní osy. Druhá osa 
stojí kolmo na hlavní v nekonečnu; směrnice Ať přísluší též 
vrcholové tečně a řídící přímce. 

Eovnici hlavní osy odvodíme z (7**) 
ft a22 — a 1 2 005 OD 

U ~~ a i 2 — #22 c o s Q 

čili 
a12x + a22y + 

(a12a13 + a23a22) — (# 1 3# 2 3 + #23̂ 12) cos co _ (11**) 
a n + a22 — 2a12 cos o) 

Z rovnice (8*) patrno, že asymptoty paraboly jsou sice re-
álné, avšak splývají a jsou v nekonečnu. 

Abychom vypočetli parametr paraboly p, použijeme rovnic 
(10**); jest pak 

(a2 + 62)3 (qn + q22 — 2a12 cos co)3 

(a362)a — D sirí* a 
Dále jest 

(g2 + & 2 ) 3 _ g * , 3 / I . 1\ , & 2 _ 1 
a4b4 — 64 ^ ^ a* ^ 62/ ^ a4 — i?2 

3 (a n + a22 — 2a l g cos o) d , p 
I) sin2 00 ' a3 * 

Položme nyní lim a = co, Km í = O a máme 

«« = g g l ' n 4 » (12) 
0*11 + «22 — 2íř12 C0S W ) 3 
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Určíme nyní znaménko determinantu D. 
Kozviňme determinant ten dle elementů posledního sloupce; 

a2 

jest — použijeme-li dále vztahu alx = - - — -
a22 

D = a13 (aí2a23 — a13a22) — a23 (aua23 — a12a13) 
' _ O l 3 q 2 2 — CT23qi<i)\ 

#22 

Je-li ait kladné (a to předpokládáme), jest i a22 kladné; 
jest tedy p 2 vždy veličinou kladnou; pokud au, . , . a3S jsou 
veličiny reálné, definuje podmínka D + O, 3 = 0 vždy para­
bolu reálnou. 

Při parabole nelze o sdružených průměrech mluviti; 
všechny průměry jsou rovnoběžný s hlavní osou. Jeden systém 
průměrů lze nahraditi rovnoběžnými sečnami: středy sečen vy­
tvořených svazkem rovnoběžných přímek o směrnici A vyplňují 
průměr, jehož rovnice dle (4) zní 

K i + ai2^) x + O12 + a22A) V + Oi3 + a**A) = 0, 
kteroužto rovnici s ohledem na vztah 3 = O lze též psáti 

+ i # 1 3 ~T" # 9 3 - " - rv 

«i«y + au ' , n A = °-
a n "i" «ia-«-

6. Budiž dána kuželosečka rovnicí 
axlx

2 + 2al2xy + a22y* = a 3 3 ; 
pak opět 3 = aua22 — a2

127 D = — a33 . d. 
Když ;r TT, jest předložená kuželosečka , u\ 

když 3 = 0 ; jest i D = 0, a kuželosečka zvrhá se ve dvě 
rovnoběžné přímky, jež splynou, když a33 = 0. 

Rovnice určující délky os zní 
4 an + a22 — 2a12 cos to , 02

3sm
2&> _ 

r #33 ~~~ ~j T *T 2) ; 

odkudž 
a2 + b2 = q 3 3 ( f t n + #2 2 — 2!712 CQS co) 

3 

gifli— gis**'*** 

1 I 1 a n + a22 — 2a12 cos a 
a2 ' i 2 a33 sin2cj ' 

(13) 
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Odvodíme nyní pomocí těchto vzorců metrické vztahy sdru­

žených průměrů centrické kuželosečky. Je-li A, = —r^—^—r 
s^n(c^ — qpt) 

směrnice průměru daného, jest směrnice průměru sdruženého 
^ _ sin(p(1 _ a n + aí2Ax 

2 sin (w — (p2) a12 -t- a22-át 

Kuželosečku anx
2 + 2a12xy + a 2 2 # 2 = a33 protněme kruž­

nicí x2 + 2xycoso + y* zzzm*] o průsečících těchto křivek platí 
(av - m 2— a33) x* + 2 (a, 2 w

2 — a3 3 c08 w) ^ + (a22m
2 — a3 3) y2 = 0, 

čili 
(a22m

2—a33)A\ + 2(a12m
2 — a,3cosco)Aí + (a n m 2 — a3 3) = 0 ; 

odkudž 
m 2 _ a3 3 ( 4 + 2.4. c0s 03 + 1) m 

a22A\ + 2a124 + an ' 
o průměru sdruženém platí: 

n 2 _ <*:.« ( 4 + ^A co* <*> + 1) 
a 2 2 4 + 2 a 1 2 4 + a n 

Jest však 
a22A\ + 2 a 1 2 4 + a l t = 4 ( a 2 2 4 + a12) + ( a 1 2 4 + a n ) = 
= A ( ^ 2 2 - 4 1 + ^ 1 2 ) — 4 ( ^ 1 + ^ 1 2 ) = ( 4 — A2)(a22Ax+ai2); 
podobně jest 

a22A\ + 2<?124 + a n = — ( 4 — A2) (a22 4 + aí2). 

Rovnici o sdružených směrech pišme ve tvaru 
^22^1 4 + "12 (Al + A) + °T1 = 0 -

Nyní jest 
m*n* _ (A\ + 2A1 cos co + 1) ( 4 + 2 4 c0s OJ + 1) 

«33 _ (A — AY («M4I + «12) (^22^2 + «12) 
_ ( 4 + 2 4 cos Q3 + 1) ( 4 + 2 4 cos co + 1) 
— ( 4 — -4,)2[a2

2.A14 + a 1 2 a 2 2 ( 4 + .42) + aJ2] 
_ (A\ + 2 4 cogo) + 1) ( 4 + 2 4 cos Q3 + 1) 
_ ( 4 — A)*(— *nan + a?2) 

Pomocí vzorce (1*) obdržíme 
m*n*sm*(p — -**-= > 
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kdež q> jest úhel sevřený průměry. Součin v levo jest kladný, 
když d > O, t. j . když kuželosečka jest elipsou, jest záporný 
(m2 a ra2 mají znaménka různá), když d < 0; kuželosečka jest 
pak hyperbolou. Dle (13) jest 

m2w25m2y = a2b2. (14*) 

O algebraickém součtu m2 + w2 obdržíme podobně 
m2 + M 2 _ (A2 + 2AX cosa + 1) (A\ + 2A2 cosco + 1) 

«33 ~(Ax—A2)(a22A1+al2) (A,—-42)(a22A2+a12) 
_ 2a12 cos OJ + a12 (A, + A2) —a22 + a12A}A2 

«L + "12*22 (Ai + A2) + a2
22AxA2 

_ q n + a22 — 2a12 cos ta 
ttlia22 a T 2 

a s ohledem na rovnice (13) 

m* + n* = a2 + V1. 

Pro elipsu jest m2 + n 2 = a2 + 62, 

pro hyperbolu m2 — n 2 = a2 — b2. (14**) 

Uvažujme nyní průměry k sobě kolmé. O jejich směrnicích 
platí 1 + AXA2 + (Ax + A2) cos m = O, odkudž 

1 + Ax cos OJ = — A^ (Ax + cos <x>), 
podobně 

1 + A2 cos w = — Ax (Ai + cos v). 

Pak o algebraickém součtu —Q - I — - platí: 
m2 ' n2 

a l l \ M =
 a2-^- + 2 a--A+qi- a22rá

2 + 2 ^ 2 ^ + ^ , 
Z3\m,z'T n*J (A1—A2)(A1+COS(D) (Ax — A2)(A<1 + cosa>) 

arz<lA1A2 — all + a22(A1+A<l)cos oj+2a12c08o3 
AÍA2 + {Ax + A2) cos w + cos2co 

a22 + ̂ 11 +2a 1 2 cos co au -f a2 2 —2a12 cos co t 

cos-co — 1 sin2oo 7 

posléze jest 

^ + ^ = l ^ + "62"# ( 1 4 * * * > 
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7. Shrneme-li výsledky předchozích odstavců, dospíváme 
k tomuto roztřídění kuželoseček: Rovnice f{x, y) = a^x* + 
+ 2al2xy + a2,2y

2 -f- 2a13x + 2a23y + a33 = O značí, pokud 
aspoň jeden z koefficientů a117 aí27 a22 jest od nuly různý, 
kuželosečku bud vlastní nebo zvrhlou. Zavedme označení 

ana33 a 1 3 — o 7 

alx -(- a22 — 2a12 cos ojzre. 

I. Budiž D 4= O, rovnice / (a?, 2/) = O definuje kuželosečku 

| 3 > 0 \ í elipsou 1 
vlastní. Je-li | d < 0 ^ ; jest kuželosečka ta J hyperbolou L 

^ 3 =2 O J (parabolou J 

Hyperbola i parabola jsou vždy reálné; elipsa jen tenkráte, 
když jest splněna nerovnina e2 > 4d sin2 eá. Střed centrickýcli 
kuželoseček dávají rovnice (4*), (4**); směrnice os a asymptot 
dávají rovnice (7*), (8**); rovnice os a asymptot poskytují vzorce 
(7**), (8***); vzorec (10*) udává délky os. Osa paraboly jest 
dána rovnicí (11**), parametr vzorcem (12). 

II. Budiž D = O, kuželosečka degeneruje ve dvě přímky. 

J e - H { l Z o } ' j S ° U *° d Y ě P ř í m k y {imaghiárné } S r e á l n ý m 

průsečíkem v konečnu; úhel přímkami těmi sevřený jest dán 
vzorcem (9*). 

í reálné 1 
Je-li d = O, jsou přímky ty rovnoběžné i . . , . I, když 

I 7.' o ' vzdálenost přímek těch udává vzorec (9**). Je-li 

V =zO, kuželosečka degeneruje v dvojnásobnou reálnou přímku. 
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