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symmetrdly dsetek AC' a BC kteroukoli osu kuzelosetky v bo-
dech S, a» S, a tu odleblost S,S, jest velitina stdld.

V roénfku XLI. str. 229 podal p. vlddni rada Jetabek
jistou vétu o kuZzelosetkdch, jiz jsem pak zobecnil. Vé&ta zde
uvedend jest jinym zobecnénim véty p. Jefdbkem uvedené, nebof
splynou-li body 4 a B s vrcholy kuZelosetky, pak dospé&jeme
ihned ku vété p. Jefdbkem vyslovené.

Prispévek lx analytické geometrii kuZelosecek.

Dr. Karel Cupr.
(Dokonéeni.)

Kdyz 92 < 0, jsou to piimky redlné, kdyz 9 = 0, jsou to
pifmky imagindrné, v obou pfipadech s priisetfkem redlnym
v konetnu. Kdyz 2 = 0, jsou to piimky rovnob&Zné nebo sply-
vajici; o jich realité rozhodneme takto:

Stanovme rovnice piimek v néz se kuzelosetka rozpada
Jest pak

a3, ®? 4 20,2y 4 agy® + 20552 + 20y + a5, =

(Vay, . 2 4+ Vag, .y + ¢1) Vay, - @ 4 Vag, . v + 0,);
odsud plyne

) 2a,, 2a,,
h+6=1T—=1—
' , ? V“n Va,, .,
4199 = Q33+°

Z rovnic téchto 1ze stanovit ¢,, ¢,. Vzddlenosti bodu (0, 0) od:
téchto dvou pifmek jsou
q, q:
Va,, + ay — 2a,,c0s0 ~ Vay, + a5, — 2a,,c050
O vzddlenosti téchto dvou rovnob&znjch p¥imek plati

d2 — (@1 — @.)? —_ (9: + 99)* — 44,9,
ayy 4+ Ay — 20,080 a;; 4 agy — 2amco'sco_

4(a3y — @y,055) _4(a}, — au“aa)
(“u+ Ay— 24,5 €0S @) @y, (“11 +ay9—2a,, cos w) @y

(9**)
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Je-li a,, kladné, jest i a,, — —22 kladné. Pnpusﬁme, Ze

!l
by vyraz a,, + a,, — 2a,,c05w byl bu& zéporny nebo rovny O.
Pak by téz bylo
. a5+ 059 = 28,5 cos 0
¢ili
(@11 + a9,)* — 4a,,85y = 403, (cos” © — 1),
odkudz
(@11 — ay9)* = — 4a}, sin’ o,
coz nemiZe byti. Jest tedy a,, + a,, — 2a,, cos » kladné.

Ony rovnob&Zné pifmky budou tedy redlné, kdyz o2, —
— a,,a;3 > 0, imagindrné, kdyZ a}; — a,,a;; << 0; kdyZz kone¢né
aly — @,,053 = a3, — d,,0,; = 0, degeneruje kuZelosetka v dvoj-
nédsobnou redlnou pifmku.

Vzorec (9*) udivd téZz thel sevieny asymptotami hyper-
boly; je-li a,, -+ a3, — 2a,, cos ® = 0, sviraji asymptoty twhel
pravy, t. j. dand hyperbola jest rovnoramenni. ‘

4. Osy centrické kuZelosecky jsou rovny polomérim kruZnic
majicich s kuZelosetkou spoletny stied a této se dotykajicich.

Budiz (&, %) stted kuZelosetky f(x, ¥) = 0; rovnici kruhu
o stfedu (£, ) a poloméru r lze psdti parametricky:

_ sin (0 — @) __
z=8+r sin ® =&+ rk,
J_ﬂ+rsmz =1k

snadno ukédzeme, Ze jest k* -}~ 2kh cos w - 12 = 1.

O priisetfcich kuzeloselky f (x, y) = 0 s timto kruhem
plati rovnice
0y (& + r8)* + 20y, (& + 1%) (n + rh) + agy (1 + rh)*
+ 24,5 (¢ + 7%) + 2445 (9 + 7h) + 053 = 0.

Rovnici tu lze psati

01188+ 20,080+ agan® 4 2 (e + 307+ a15)
+ 2hr (a,5% + @py + ay5) + r*(a,, K%+ 2“1279}‘ + ayh?)
+ 2a,,§ +2aqs N+ a3 = 0;
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pouzijeme-li wztahd (5*), (5**), obdrzime
r? (4,52 4 2a,,0h + a,h?) + _l% —o,

nebo téz
7% (a, k% + 2a,5kh - ag,h?) + g (5% + 2kh cos » 4= h%) =0
a posléze
B (aur“’ + %) +2 (a12 +2 cos m) Hh (a” + %) B =0.

Maji-li se kuZelosetka a kruZnice dotykati, musi poslednf
rovnice vzhledem k poméru % miti jediné i'eée-ni, t. j. musi
byti

(aur“ + % cos @ )gz(aur'-’ -+ —él) (a,:,r2 + —?)

4 po tpravé

J— 2
rt (@, + a5 322“” cos ) D r2 - % sin? w = 0. (10%)
Znatime-li a, b poloosy kuZelosetky, jest
(@11 + ayy — 20,5 cos o) l
2 2 —
a? 4 bt = T D, .
. D? sin® @ (10*%)
a?b? = —.
23 J

Je-li ptedloZend kuZelosetka elipsa, musi byti souéin a?5?
kladny, t. j. 9 > 0; elipsa ta jest reilnd tenkrit a jenom
tenkrat, jestlize

(ay; + ay, — 2a,, cos w)? = 40%sin® o,

Je-li 9 < 0, vime jiz z difvéjSka, Ze kuZelosetka jest hy-
perbolou a to vidy reédlnou, nebof rovnice (10*) m4 vzdy jeden
sled a jednu zmé&nu znamének, af (a,, + a,, — 2a,, cos ) a D
maji znaménka stejnd nebo riznd, Je-li a® 4 b* =0, t.j.
a,, + a3 — 2a,, cos @ = 0, jest kuzelosetka hyperbola rovno-
ramennd a osa jeji jest ddna vzorcem

_Dsinw
— H

03
t¥% vzorec urtuje i polomér kruznice (a® = %, 2> 0).

a?
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Zajimavo jest, Ze rovnice vyznalujici sméry #symptot a os
obsahuji pouze koefficienty quadratickych Ctlend; ddle rovnice
urtujici sméry a velikosti os maji diskriminant aZ na multipli-
kativni konstantu stejny :

-4 = \(a,; — ay,)" sin® @ + [(a,;, + agy) €05 © — 2ay,]"
Jsou-li koefficienty a,,, a,, . . . a;; raciondlni, jsou smérnice
a velikosti os zdroveil raciondlnd nebo irraciondlnd éfsla; vibec
vlastnosti kotend téchto dvou rovnic, pokud zéviseji na diskri-
minantu, jsou stejné.

Ohniskovéd vzddlenost kuZelosetky jest dina vyrazem
e?=(a®-40%)*—4a%?

D* .
=F[(an — Qg0)? 8in* © - (ay; + a5y €05 0@ — 2a,,)%)].

Rovnice (7**) poskytuji dvé hodnoty pro 4, znatme je
A —+; rovnice (10*) poskytuje rovnéz dvé hodnoty »% +. Jak se
snadno presvédiéime, v piimce o smérnici 4 + lezf osa o délce,
jejiz &tverec 2 3. .

5. Pristupme ku pfipadu, kdy D == 0, 9 = 0. Stfed této
kuZelosetky jest v nekonelnu, kuZelosetka takovd nazyvd se
parabolou. -

Jako vytvarny zdkon paraboly leckdy se uvddi tato véta:

Zvétdujeme-li hlavni osu (= osa, na niZ jsou ohniska)
elipsy nebo hyperboly nad kaZdou mez, nebo coZz jest totéz,

nechdme stfed ubfhati do nekoneéna, zachovévajice jedno ohnisko
2
v konelnu a velikost parametru p = % stejnou, piejde uva-

Zovand kuZelosetka centrickd v parabolu.
Pouzijeme této véty a kladouce ve vzorcich odvozenych
pro kuZelosetky centrické 9 = 0, obdrzime piisluiné vzorce pro
parabolu. Smérnice os paraboly vyplyvd z (7*). :
A=
—(ay, —ay) +V(ay, —ay5)?—4(a,, —ag, cosw) (a,, c0s o~ a,,)
2 (a,3 — a5, €08 )
— — (ay; — ag,) & (a,, + a3, — 2a,, cos w)
C " 2(a, — ayy cos @)

’
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odkudz

A;'_:a.% - A;5 COS CO’

Ay — dyg COS ®

Ar — T + a,, cos o
A1y — gy COS ©

2
D)

+ a,, cos ®
—_ Q9 T

T ap—agcoso ay  (11%)

Ay jest téZ smérnice pi{mek

@@ + Y + a3 =0, a1, F Y + 53 =0
uréujicich stfed; tedy A, jest smérnice hlavni osy. Druhd osa
stoji kolmo na hlavni v nekonetnu; smérnice 4} piisludi téz
vrcholové tednd a ifdief pfimce.

Rovnici hlavni osy odvodime z (7*¥)
fl Oy — @y COS @
fo T ap—aycosw
¢l
a9 + Ay +
(319015 - Ag3099) — (A33005 1 B33%55) €OS @ =0 (11*%)
a,, + gy — 2a,, cos ® )

Z rovnice (8*) patrno, ze asymptoty paraboly jsou sice re-
4lné, aviak splyvaji a jsou v nekoneénu.

Abychom vypodetli parametr paraboly P, pouzijeme rovnic
(10**); jest pak

(@ -8 (ay; + @y — 244, cos ‘”)3

(a®b?)? = D sin* o
Dile jest
a® 4 0%)? _ a® 1 b® 1
=g ( )t =g
__3(ay, + ag — 2a,y ¢0s ©) D +_1£)_
D sin? o a®

Polozme nyni lim a = oo, lim 9 = 0 a méme
D sin* w
(a,, + ago — 2a,, €08 w)*

pr=— (12)
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Urtfme nyni znaménko determinantu D.
Rozvitime determinant ten dle elementii posledniho sloupce;
2
jest — pouzijeme-li déle vztahu a,, = g_'_z-_
22
D = a,5 (a,0055 — 013059) — Gy5 (311023 — Gy8;3)
— (84389 — 893044)" ]

T22

Je-li a,, kladné (a to pfedpoklddime), jest i a,, kladné;
jest tedy p? vidy velitinou kladnou; pokud a,,,...a, jsou
velitiny redlné, definuje podminka D ==0, 9 =0 vidy para-
bolu reélnou.

Pt parabole nelze o sdruZenyech primérech mluviti;
viechny priiméry jsou rovnob&Zny s hlavni osou. Jeden systém
priméri lze nahraditi rovnobéZnfmi se¢nami: stfedy sefen vy-
tvofenych svazkem rovnobé&znych pfimek o smérnici A vypliiuji
primér, jehoZ rovnice dle (4) zni

(@3y + a,34) ® + (55 + a334) ¥y + (315 + 2,34) =0,
kterouzto rovnici s ohledem na vztah 9 — O lze téZ psdti

Gz + a4
ay, @ + a,,y + ay, El—z——}-a—:A =0.
1

6. Budiz ddna kuZelosetka rovnici
a2 + 20,27y + 65,4* = az3;

pak opdt 3 = a,,ay —al,, D= —ay . d.
'() >0 elipsou;
Kdyz 5=0 jest pfedloZend kuZelosetka hyperbolou;

kdyz 9 = 0, jest i D =0, a kuZelosetka zvrhd se ve dvé
rovnobéZné piimky, jez splynou, kdyZz a;; = O.
Rovnice urtujici délky os zni

a., + a,,— 2a,,c08 smw
4 11 22 12 2 83
rt— ag, 3 r? 4 =0,
odkudz :
a® + b= a_aaa(an —+ gy — 2,4 cos w)
haand ?
0 ‘ f (13)
2 Yy
a? sine
242 — 83
= 3%
+ __a,, + a,y—2a, cosw
@t TR T ay, Sin’o ‘ )
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Odvodime nyni pomoci t&chto vzorci metrické vztahy sdru-
sin @,
sin(@—aq,)
smérnice priméru daného, jest smérnice priméru sdruZeného

sin @, — 0y a4,

sin (@ —@;) @y + agd, *

Kuzelosetku a,,z% 4+ 2a,,2y -+ a,,4* = a;; protnéme kruz-
nief 2% + 2zycos @ + y* = m?*; o priiseticich téchto kfivek plati
(@, m*— ag5) £ - 2 (@, ym® — 35 €08 ©) TY - (199m? — az5) y* =0,
¢ili
(ayym®—azg) A} + 2 (a,,m* —ayg coS ©) 4, + (a;,m* — az3) = 0,
odkudz

zenych priméri centrické kuZelosetky. Je-li 4, —

s =

m? — 33 (41 4+ 24, cosw 4 1) ,
ay9 47 + 20,4, + a;,
0 priméru sdruZeném platf:
e — (A2 + 24,¢c05 @ 4 1) .
agd; + 20,54, + a,,

Jest viak
347 + 20,54, + ay, = 4, (a 4y + ay9) + (0,54, + a,,) =
= A, (9304, +a,9) — 4, (agy 4, +a,5) =(4,— 4,) (25,4, +a,,);
podobné jest
ayd; + 20,4, + a, = — (4, — 4) (a 4, + a,,).
Rovnici o sdruZenych smérech piSme ve tvaru
Qg d; Ay + a5 (4, + 4,) + a,, = 0.

Nyni jest
m*n® __ (4 4 24, cos @ + 1) (4] 4 24,¢05 0 4 1)
ags (4, — A,)* (a4, + a,,) (9554, 4 ay,)

(41424, co50+1) (4] + 24,c0s w4 1)

T (Ay—A4))*[a3,4,4, + a,3a45(4, + 4y) +ai,]

__ (434 24,cos0 +1) (47 + 24, c05 0+ 1)
— (4 — 4)*(— ay,a44 + ai,) )

Pomocf vzorce (1*) obdrzime

a},sinto

a ’

menlsintp —
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kdeZ ¢ jest thel sevieny priméry. Soulin v levo jest kladny,
kdyz 92 > 0, t. j. kdyz kuZelosetka jest elipsou, jest zdporny
(m® a n* majf znaménka riznd), kdyz 9 << 0; kuZeloselka jest
pak hyperbolou. Dle (13) jest
m*n?sin’p —= a%® (14%)
O algebraickém soutu m? 4+ »? obdrzime podobnd
m?+n?__ (4] + 24, cos0 + 1) (47 +24,c050 + 1)
az3  (4i—4y) (@334, 4 ayy) (4, —A4y) (Gge 4yt ay5)
— 2a,,c080 + ay, (4, + 4,) —a,, 4 a,,4,4,
aly + 419755 (4, + 4,) 4 a}, 4,4,
— M1+ 8y — 2a,,0080
;1059 — a3,

a s ohledem na rovnice (13)
m? 4+ n? = a? 4+ b
Pro elipsu jest m? + n? = a® 4+ b%,
pro hyperbolu me — n? = a?® — B (14**)
UvaZujme nyni primé&ry k sobé kolmé. O jejich smérnicich
plati 1 4 4,4, + (4, + 4,) ¢cos w = 0, odkudz

14 A4, coso—=— 4,(4, + cosm),
podobné
1+ A4,c080 = — 4,(4, + cosw).

Pak o algebraickém souttu —1—2—|-i plati:

_l__,‘_ 1 azzA ~+2a,,4, +-a,, _ 3 45+-2a,, 4, +a,,
m* T (4,—4,) (4,4 cos ®) (4,—A4,) (4,4 cosw)
g4, Ay —ay,Fay, (4, 1+ 4,) cos o +2a,, cosw

- A4, + (4, + 4,) cos o + cos*w
__ Gyy+ay; +2a,4 cOS0 — %1t 8y — 2a,, cOS®
cos®o — 1 sin’n !

posléze jest
| Dt =t (14***)
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7. Shrneme-li vysledky p¥edchozich odstaved, dospivime
k tomuto roztiidéni kuzeloseek: Rovnice f(x, y) = a,,2® +
+ 2a,zy + ag,y® + 2a,2 + 20,y + a,, — O znadi, pokud
aspoii jeden z koefficienti a,;, a,,, a,, jest od nuly rizny,
kuzelosetku bud vlastni nebo zvrhlou. Zavedme oznadeni

2 -/
@y, 053 — Q33 =0,
ay, + a,, — 2a,,c08 @ = &.

I. Budiz D &= 0, rovnice f (x, ¥) = O definuje kuZelosetku

J 2=0 l elipsou
vlastni. Je-li /]9 << 0}, jest kuZelosetka ta { hyperbolou }.
l'() == OI parabolou

Hyperbola i parabola jsou vZdy redlné; elipsa jen tenkréte,
kdyz jest splnéna nerovnina &> 49 sin?w. Stied centrickych
kuzeloselek ddvaji rovmice (4*), (4**); smérnice os a asymptot
d4vaji rovnice (7*), (8**); rovnice os a asymptot poskytuji vzorce
(7**), (8***); vzorec (10*) uddvd délky os. Osa paraboly jest
ddna rovnici (11**), parametr vzorcem (12).

II. Budiz D = 0, kuZelosetka degeneruje ve dvé piimky.

. [0=<0) . redlné
Je-li { >~ O}’ jsou to dvé piimky {imaginérn p } s redlnym
prisetikem v koneCnu; dhel pfimkami t8mi sevfeny jest ddn
vzorcem (9%).

redlng )y

Je-li 2= 0, jsou p¥imky ty rovnobézné {imagimirn ¢ I,

{g, ; (()) } ; vzddlenost pfimek t&ch uddvd vzorec (9*). Je-li

o' = 0, kuZelosetka degeneruje v dvojndsobnou redlnou piimku.
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