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Piiloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Vznik kuZelosecek svazky kruhovymi a nékteré
véty z toho plynouci.
Dr. Ant. Pleskot, professor v Plzni.

Podnét ku ¢ldnku tomuto ddn mi byl &ldnkem Dr. Tech.
Jos. Kuhna, uvefejnénym v roéniku 1914 &asopisu ,Zeitschrift
fir das Realschulwesen“. V €ldnku tom uvédi vznik hyperboly
rovnoosé svazky kruhovymi. UkdZeme, Ze vznik hyperboly rovno-
osé svazky kruhovymi jest jen zvliStnim pifpadem obecného
vzniku kuZeloselek svazky kruhovymi.

BudiZ dédna p¥imka, jiz volme za osu X; dile necht jsou
dény body 4 a B, k nimZ sestrojme body soumé&rné dle osy X,
jez oznatme A4,, B,. Body A a 4, proloZme libovolnou kruz-
nici K, jejiz stfed na ose budiz S, ; kruznici K, piifadme kruz-
nici K,, kterd prochdzi body B a B, a jejiz stfed S, jest od
S, vzdilen o danou délku d; pfi tom d znatiti mize délku
kladnou neb i zépornou.

Tu plati véta: Priseifky kruZnic K, a K, pH stilém d
vytvofuji kuZeloselku, jejiz osou jest osa X.

Je-li (obr. 1.) prisetik dsetky AA, s osou X 4,, pri-
setik BB, s touze osou B,, a volime-li stted O tsetky 4,8,
za potitek soufadnic, pak moZno soufadnice bodu A oznatiti
(—a, b,), bodu B (a, b;); jeli dédle tsetka stfedu S,, p,,
Usetka stiedu S,, p,, takZe

Py — Py =d,
pak rovnice kruhu K, znf:

(®—p)* +y*=(p, + a)* + b},
Ky i (@ —pg)* + y* = (0, — a)* + b}.

kruhu
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Z rovnic té&chto plyne
_xtdy —a*-—b2

h="e+0
e o i
=T e’

a Jeéto Py — p, = d, jest hledanym geometrickym mistem pri-
selfkli kruznic khvka
2ty — (@) 2ty — @b _
2(x—-a) 2 (x4 a) -

© Obr. 1.

Odstranénim _jmenovatele pi'echézi ve tvar

- _mﬂ(u—d>+ay+ o (b — b)) —
- (€Y
- 2 (2a% + b2+b’—‘—-2ad)—0

" Jest tedy geometmckym mistem kuZeloseéka, jejiz osou
jest osa X.
Je-li” : )
d=> a,
jest kuZelosetka hyperbolou, je-li -
45 a < a, -
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jest ellipsou, a pro

d=a,
parabolou; jest ov§em moZno, Ze ve zvlditnich ptipadech kuZelo-
selka degeneruje v soustavu pfimek.

KuZelosetka (1) prochdzi zdkladnimi body A4, 4,, B, B,
jakZ snadno se presvédiime, dosadime-li soufadnice téchto bodd
do rovnice ktivky; to ostatné plyne z vét obecnych tykajicich
se vzniku kfivek svazky.

Tohoto vzniku kuZzeloselek moZno pouZiti ku konstrukei
kuZelosetky sttedové dané osou a tiemi body 4, B, C, dile
ku konstrukei paraboly dané osou a dvéma body 4, B. V pii-
padé prvém stanovime symmetrdly tseéek AC a BC; prvé
protne osu X v bodé S,, drubd v bodé S,; délka S,S, jest tim
déna a moZno dile fadu pifsludnych kruhd K, a K, rysovati a
tim i kuZelosetku.

V piipadé druhém, je-li rysovati parabolu danou osou a
dvéma body 4 a B, sestrojime body 4,, B,, paty to kolmic
s bodu A. a B na osu spusténych, apak d = ‘1122&

Hledejme nyni stied kfivky!
Dle rovnice (1) jest usetka & stfedu M kuZelosetky ddna
rovnici .
bz _ b“
$=Ia—ay
kterou lze takto narysovati:

Vedme bodem A rovnob&zku s osou a nanesme na ni
délku
AE = d;
spojime-li bod E se sttedem H usetky 4B, pak kolmice v bodé H
kolmo ku EH vedend protne osu X v bodé M, ktery jest stfe-
dem kuzelosetky (1).

Jsou totiz soufadnice bodu E (— a + d, b,) bodu

H (O, é'—-;—bi), rovnice pfimky HM pak znf
y_bith_  —atd |
2 - b _bhth ”
1 2

30*
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a prisetik s osou X md tedy tselku
_bh—h .
— 4(@—ad)’
jak bylo dokdzati. Je-li stied, osa kuZelosetky polohou svou
ddna, jakoz i dva body jeji, pak zndmym zpisobem lze délky
08 urtiti. ‘ _
Tim fe3ena i tloha z polohy osy kuZelosetky a tii bodd
A, B, C cestou elementdrni, rozhodnouti o druhu kuZelosetky,
narysovatir stfed a délky os.
Splyne-li bod C s bodem 4 neb B, pak dostivdme FeSeni
tlohy:
Sestrojiti kuZelosetku danou osou, dvéma body a te¢nou
v jednom z bodd danych

V ptipadé, e a = d, lze parametr a tedy i vrchol pfi-
sludné paraboly snadno narysovati.

x

Rovnice (1) nabyvd nyni tvaru

ay? + 5 (B} — B — o (01 + 1) =0,
&ili

yr=

b= [, _ B
%a (”_“ - “)'

Oznatfme-li p parametr této paraboly, tu
h2 — b2
2a '’

— b —b
=g

2p =

Délku p lze konstr‘uovati stejnd, jako jsme hledali nahofe
stfed kuZelosetky. Protind-li spojnice 4B kolmici ve stfedu O
tsetky A,B, vztytenou v bodé H, pak kolmice v bodé H na 4B
vztylend protne osu X v bodé N, a tu

b —b _
ON = ——4a——— =Dp.

Zngme-li parametr p, 1ze snadno vrchol paraboly narysovati-

Soutasné dospivime ku vé&td: Symmetrdla spojnice kteryjchkoli
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dvou bodi 4 a B na parabole protne osu paraboly v bods,
jehoz vzdédlenost od stfedu pravodhlych primétd bodi 4 a B
na osu jest konstantni, rovnajici se parametru p,

Znimé véta, Ze subnormdla paraboly jest konstantni, jest
zvlddtnim piipadem této obecné v&ty, nebof jsou:li body 4 a B
nekonetn& blizko u sebe, pfechdzi spojnice jich v tenu a sym-
metréla v normélu.

PonévadZz v rovnici (1) vyskytuji se velitiny &, a b, jen
ve &tverci, moZno misto b, a b, psdti ¢, a b, a koefficienty.
rovnice zistivaji redlné; i druh kuZelosetky touto ziménou se
neménfi. Kruznice X, a K, jdouci nynf imaginirnimi konjugo-
vanymi body (— a, +¢b,) a (a, & ¢b,) rysujme dle zndmého
zplsobu tak, Ze nejprve nad priméry A4,, BB, sestrojfme po-
mocné kruznice %, a %k, a pak kruZnice K, a K, které svij
stfed na ose X majf, kruZnmici %,, resp. %, pravouhle protinaji,
pii temz stfed kruhu K, od stfedu kruhu K, vzdédlen jest
0 konstantni délku-d, vytvofuji svymi prisetiky kuZzeloselku,
jejiz rovnice z rovnice (1) plyne, nahradime-li 42, b2 velitinami
— b2, — b3,

Zvlastni piipad jednoduchy nastane, poloZime-li v rov-
nici (1)
pak obdrzime kiivku
z? (a — d) + ay® = a (a® + 1 — ad),

kterdz znalf kuzeloselku, jejiz stied jest ve stiedu tsetky
4,B,. Je-lia > d, znatiellipsu, je-li d > a, hyperbolu; platf-li
v druhém piipadé jestd podminka

2
d<a+b—

pak imaginirni osa této hyperboly shoduje se s osou X, je-li
l‘
viak d>a 4 ﬁ—, pak ztotoZﬁuje se s osou X osa reilnd hy-

perboly Je-li konetné d = a + pak rozpadéd se kuZzelosetka

ve dvojici p¥imek.
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Nejjednodussi vSak pifpad vzniku kuZelosetek svazky kru-
hovymi jest ten, kdy
bl = b2 = 0,
pak svazky tyto znalf svazky vzdjemn& se dotykajici.
Roynice (1) pfejde v rovnici
2% (a — d) 4 ay® = (a — d) a’.

Narysujeme-li tedy Ffadu kruznic K, dotykajicich se
v bodé 4 a Fadu kruZnic K, dotykajicich se v bodé B a je-li
stfed S, kazdé druhé od stfedu S, kaZdé prvé na piimce 4B
vzddlen o délku d, pak geometrickjym mistem priseéiki
kruznic K, a K, jest stfedovd kuZelosetka, jejiZz stfed jest stied
usetky AB.

Oznalime-li poloosy této kuzelosetky a,, b,, pak

a, = a4,
b = Va_(—a—:—d)_

Je-li naopak kuzelosetka déna svymi osami 2a, a 2),,
mozno vysledku pfedeslého pouziti k jeji konstrukei.

Necht jsou 4 a B vrcholy redlné osy kuzelosetky a C'a D
vrcholy redlné osy druhé, znatf-li tato ellipsu a vrcholy imagi-
nirné osy, znali-li tato hyperbolu.

Na ptimku AC v bodé C vztytme kolmici, kterd protne
osu AB v bodé H; i jest pak- v piipads, Ze kfivka znadi
hyperbolu :

(er)

d = AH,
v piipadé, ze znatf ellipsu
. d = HB.

Rysujeme-li tedy kruhy K, jdouci bodem A a majici své
sttedy S, na ose AB a.kruhy K, majici své stiedy S, na téze
ose a jdouci bodem B tak, aby stfedy ty vzdéleny byly od sebe
0 délku AH resp. HB, pak v pfipadé prvém prisetiky kruhi
piislu§nych vytvofi hyperbolu o ose reflné AB a imagindrné
CD, v drubém p¥ipads ellipsu o redlnych osich ABa CD. To
plyne z rovnic (e).

Naopak z avahy, kterm. jsme provedli, plyne tato obecnd
véta o kuzeloselkdch:

' Vyvolime-li kterékoli dva pevné body A a B na kuzelo-
~setce a je-li C libovolnym bodem kuZzelosetky, pak protinajf
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symmetrdly dsetek AC' a BC kteroukoli osu kuzelosetky v bo-
dech S, a» S, a tu odlehlost S,8, jest velitina stdld.

V roénfku XLI. str. 229 podal p. vlddni rada Jetabek
jistou vétu o kuZzelosetkdch, jiz jsem pak zobecnil. Vé&ta zde
uvedend jest jinym zobecnénim véty p. Jefdbkem uvedené, nebof
splynou-li body 4 a B s vrcholy kuZelosetky, pak dosp&jeme
ihned ku vété p. Jefdbkem vyslovené.

Prispévek lx analytické geometrii kuZelosecek.

Dr. Karel Cupr.
(Dokonéeni.)

Kdyz 92 < 0, jsou to piimky redlné, kdyz 9 = 0, jsou to
pifmky imagindrné, v obou pfipadech s priisetfkem redlnym
v konetnu. Kdyz 2 = 0, jsou to piimky rovnob&Zné nebo sply-
vajici; o jich realité rozhodneme takto:

Stanovme rovnice piimek v néz se kuzelosetka rozpada
Jest pak

a,®? 4 20,2y 4 agy® + 2052 + 20y + a5, =

(Vay, . 2 4+ Vag, .y + ¢1) Vay, - @ 4 Vag, . v + 0,);
odsud plyne

) 2a,, 2a,,
h+6=1T—=1—
' , ? V“n Va,, .,
4199 = Q33+°

Z rovnic tdchto 1ze stanovit ¢,, ¢,- Vzddlenosti bodu (0, 0) od:
téchto dvou pifmek jsou
q, q:
Va,, + ay — 2a,,c0s0 ~ Vay, + a5, — 2a,,c050
O vzddlenosti tdchto dvou rovnob&znjch pfimek plati

d2 — (@1 — @.)? —_ (9: + 99)* — 44,9,
ayy 4+ Ay — 20,080 a;; 4 agy — 2amco'sco_

4(a3y — @y,055) _4(a}, — au“aa)
(“u+ Ay— 24,5 €0S @) @y, (“11 +ay9—2a,, cos w) @y

(9**)
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