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O funkcich x3, e*, log x, sin X, cos x.
Eduard Cech.

1. Pro >0 necht ]/ « znamena kladné &fslo, jehoz dvojmoc
rovnd se ¢. Definujme rekurentné: oy =e, a1 = Van. Pak jest
lim ¢, = 1. Dtkaz. Pro uréitost recht « > 1, takze a, > 1 Aviak
n—>00 : '

ty—1 —1 _a—l

—1=Va—1= -2 = --
Ant1 V n Van + 1 an—}—l -+ 1 2

z &ehoZ indukei 0 <<ea,—1 g o
2. Bud R mnosstvi viech redlnich é&fsel. Bud A mnozstvi
¢isel tvaru - 21; ; bud A° mnozstvi kladnych &isel z A. Mnozstvi A

je husté v .

tedy vskutku a, > 1.

3. Bud o = e,. Tim jest (pfi ¢>0) funkce o jednozna.éné
~ definovéna v A. ZreJmé ]est to monotonni funkce, jejiz Z hodnoty
jsou vesmés kladné a jez v U splituje funkéni rovnice

et =g . ot o fr=(af); () = . (1)
4.) Bud a,=0; pro 1<v=<k bud ay41—2a, + a,—1>0.
. Q41 k .
Pak ]est A T i > Dikaz indukei.

v

5.2) Bud >0, a:{:l Kladu-li ve4 a,,:az2 —1, jest

»—1

Ayp1—20y + Ay 1= 2" (agn —1)2>0,
takZe pro k celé kladné ‘

b1 £
a?" —1__a?"—1
: ’ ¥l 7k

1) V. Bromwxch An introduction to the theory of mfmlte series, -
kap I, pi‘ 19.
t) L. e., pF. 20.
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1
(¢>0, a% 1) stoupad v A°. Jeito

l)’”
a”——l* (E —1

et z

Tedy funkce il

b

—1
funkce klesa v 91°.

1
6. Podle 1. jest lim " = 1. Podle (1) je ¢—* = 1:¢*; mimo

to o je monotonni v Q[ Odtud snadno plyne, Ze lim ¢® = 1, kde

é
pn tvofeni limity x jest omezeno na A. Odtud a z (1,) vychaz,
‘Ze o je spojitd v UA.

7. Ze 6. plyne, 7e lze definici funkece o® roziffiti z A na R
jednim a jen jednim zplsobem tak, Ze o je spojitd v ‘R. Ze
spojitosti vychazi, Ze o* nabyva v R pouze kladnych hodnot, Ze
funkéni rovnice (1) plati v R, koneéné (v b.), Ze pro = >0 funkce

stoupa a funkce klesd (neni-li a=1).

8.3) Bud s redlni ¢&islo. Funkce af je podle 7. definovana
pro z > 0. Pro urditost necht s> 1. Pak jest pro 0 <z <y

sl (y — ) <y —a* < syl (y— ). (2)

Dikaz. %:{: 1, takZe z funkeci proménné &
¢
0
x x
’ E
Ce(d)
x

podle 7. prva stoupa a druhd klesa v oboru kladnych &. Jezto
0<1<s, je tedy

@t [
x xr X x

s > l ’ S(yu)s < g ’
S \Z x

z &¢ehoZ (2). Podle (2) snadno soudime, Ze funkce z* ma derivaci
sxt—1,

©—1
9.4) Bud @ >0, a § 1. Podle 7. pro >0 funkce a—x—v- stoupa

3) Viz poznédmku ?).
4 L. c., pt. 21.
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a a_;__;_l klesa. Podil obou funkei jest a*—>1 pro x->0. Tedy obé

funkce maji pro x - 0 zprava stejnou limitu (to plati i pro
a=1); tuto limitu oznadim L(a) Je pak L(1)=0 a pro a>0,
et 1, x>0 jest

o — —1
:_xa’_<L(a)<_“x ; (3)

tedy zejména
a—1

< L(e)<<a—1. (4)
Podle (4) jest v
L(a) >0 pro a>1 L(a) <0 pro a<<1. (5)
Podle (12) jest |
(afyr—1 _ax,ﬂ”‘——l i a"—l,

x - z x

z ehoZ pro a, >0 :
i _ L(af)=L(a)+ L(f). (6)

Podle (5) a (6) L(a) stoupa v oboru kladnych «. Mimo to ze (6)
plyne, Ze pro celé n
L(a")=nL(a). - (7)

10. Podle (4) jest 11m L(a) =0. Odtud a ze (6) plyne, Ze I(a)

je spopta v oboru kladnych a. Hodnoty, jichz nabude, tvoii tedy
interval J; J je zdola i shora neohraniéeny podle (7). Tedy J=N.
Tedy L(a) nabude kazdé reilné hodnoty; a kazdé jen jednou,
jezto stoupd. Zejména tedy existuje jedno a jen jedno
éislo — oznadme je e — takové, ze L(e)=1. Podle (5)
]est e>1. Ze (3) vychézi ihned, Ze :

14+ x<e® pro x Z0. ' (8)

Pro kazdé reilni e jest '

1
e =lim (1 + az)*. - (9)
250
‘Dikaz. Pro a=0 ziejmé. Necht tedy a4-0. Bud 0<x<|—;—l.
_Podle (7) jest '

' ' 0<l+tax<ew - (10)

1

o Jeito x>0, funkce &% proménne & stoupé. v oboru kladnjch f

Tedy z (10) plyne podle (1) B
‘ ' 0< (14 az)s<ev. (11)




Podle (7) je dale . ar
l4+ar=1— <e 14z,

z tehoZ podobné jako vyse
140
(1+ax) = >e

Odtud a z (11) vychazi, Ze pro 0<x<

Jest

la]

1
e* (14 az) < (14 ex)® < €.
Odtud plyne bez obtizf

1
e =lim (1 + ax)?.

z—>0+4
Avgak >
— 1
B e —
' ’ . (1— ax)®
takze podle (12)
1
lim (1 4 ax)® = 1 ;= l_“ = e,
. z—>0— €

lim (1 — ax)®
-0+

Odtud a z (12) plyne (9). Zejména je tedy

1
e =1lim (1 + z)=.

z—0

Vidime, Ze neérovnost (8) charaktensuje Cislo e.5)
11. Podle 9. jest

a*—1 . oat—1

lim - =lim —— = I{a).
z>04 & 04+ TO” -
Avsak
c?—1 ao—1
—x  xa®’
tedy
im £ L(a).
z>0 &

Podle (1,) a (13) funkce o® ma derivaci o . L(a).

‘m4 derivaci e*.

211

(12}

(13)

Zejména e

12 Bud 0 <z <y. Dosadime-li do (4) a= % vyjde podle (6)

<Ly — L <t

_'8) V. Sierpinski: Analiza, sv. 1, & 1, § 47.
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- Tedy funkce !L(z) |mé derivaci xi Ze (13) plyne snadno, Ze L(x)
je prirozeny logaritmus é&fsla x> 0.

137 Symbol Ja byl v 1. definovin pro «>0. Pro jakékoli
komplexni ¢ = a -+ bt poloZme

Va= V_l-“—'# +ei V—F‘ (14)

kde e=1 pro 6>0, e=—1 pro b<<0. Ziejmé (]/E)2I=a.v Pro
|e|=1, eF—1 vychazi ze (14) snadno

JVe=A41+0); A=m>0. (15)
14. Definujme rekurentné
ro=1, r,=—1, 7py1=]|r, pro n>1.

Pak jest |r,| =1 pro viecka =, takie podle (15) pro n > 2 jest
' Pog1 =t (L4 72), 1> 0. (16)
Bud g, = Realr,, 0,=1Imr7r,, tedy 7, =9, t0,. Podle (14) je

pro n>1
_ |/ 1ten
Qn+1—]/ 9

takze 0 <g, <1 pro n>2. Tedy pro n>1
1__(1+Qn) 1—gn

| 1+ o 2 2 1—gp,
l—ppi=1— = —_ = =< .
Qn-'}—l _ V ) ]/1+Qn 1401 ™ 2
14 |/ =&
2
Odtud indukei vychazi, Ze pro n=>1 jest
4
z' &ehoZ plyne ,
lim g, = 1. (17)
n—>Q0 -

16, Zvolme pevné libovolné kladné &fslo z; uréitd volba bude

provedena ve 23. Oznaéme A, mnoZstvi &isel tvaru 2—;‘2; bud

N () mnorstvi &isel = z Ay, pro nez 0 <z <= (O<x< %)
Mnozstvi Ux je husté v R.
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16. Polozme E (2n v) . Tim je komplexni funkce E (x)
definovana jednoznalné v QI,, a spliiuje zde funkéni rovnice
|E(x)l: 1, (18)
E (x + 2kn) = E (x) pro celd k, (19)
E@+y)=E@).E@). (20)
Polozme C (z) = Real E (z), S (x) =Im E (z). Podle (18), (19), (20)
plati v A, : .
[C' @P+[S@P=1, (18’)
C (x4 2kn) = C (x), S(x+ 2kn) =8 (x) pro cela k, (19°)
Clat+y)=C@Clh —S@ S ), (20°)
S@+y) =8 Cy) +Cx)S(y). - (20”)
Ztejmé E(0) =1, E (}n) =1, E(n) =— 1, takie
CO) =1, Cin)=0, C(x) =—1. (21)
8(0) =8 (m) =0, 8(tn)= 1. (22)
Jeito E(0) =1, podle (20) jest E(—z)= E%x_)’ takZe podle (18)
st vz g =0, S(—a) =—S). (23)
. Pro ng%}; 0<»<< 21 jest S(x) =0; pii tom S (x)=0

pouze pro y=0 a »=2"—1. To je ziejmé pro » =2. Bud tedy
m 2> 2; necht uéinény vyrok je sprdvny pro n= m mém odvo-

-diti, Ze je spravny i pro n=m+-1. Necht tedy x_2T+—1, 0<<vl2m;

mam dokazati, ¢ Im E (x) > 0. Pro sudé » je to ziejmé; necht
tedy v=2141, 0 <1< 21 Podle (20) jest

E@=F (__—2”(;1"1? 1’) E<2gml) E(;’L) (24)

Podle (16) existuje t, >0 takoveé, Ze

B (pe) = [+ 23]

tedy podle (20) a (24)

1 () (2]

Jeito 0 <A< 2m—1, m > 2, jest

ImE(@—A)>o Im E(z”(g: 1—))20,



214

pii demZ asponl jednou plati vztah . >. Jeito ¢, >0, jest Vtedy
vskutku Im E () > 0. Dokézali jsme, e S(z) >0 v .

18. Funkce C (z) klesi v UAs. Dukaz Budte z, y dvé &isla

z Az; x<y. Pak také isla —ﬂ y— 3 né,leieji do Uy, takie

podle 17. S (x + y) >0, S ( )>0 Avsak ze (20°) a (23) plyne

‘ z+y (y— )

CH)—0@= 2S( t9) 5 (59,

takze C(x)>C(y), j. b. d. Podle (21) vidime nyni, Ze C(z)>0 v Az
27y

19. Polozme a, =—S(——2n—) =—1Im~r . Pak jest

Ay1— 20y + ayy =—Im (77— 20, +077).

Aviak

v y—1 v 1 2
w4, =7, (r"+1_rn +1)'

. . 1 . Y
~ Déle jest #n=gp+ 904 |ra]|=1, tedy = — 1o, takze
- n

Ty —— = 2@'0,,, takie
Tn

— 2 4 =— 4ol E(z’”)

on
tedy - - ,
_ @yy1— 20, Ty = 482 (5,,%%) S (2;—,,”)

Kdyz 1<» <21 —1, je tedy a,,+1—— 2a, + a,_1 >0 podle 17.
takze podle 4. vidime, 7e pro 1 <k=<2*1—1 jest

s sy
. E+1

Tim je zjiétéﬁo, e funkce 8 @) klesd v 9(z.
* 27y

S\on
pYELT
(%)
leno, nebot jmenovatel je kladny podle. 18. Jest

. : 2n v 2n(v— l))]

m[B(R) . B (220

=

20. Pro 0 <»< 221 poloZme a, = coz je dovo-
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Citatel vpravo je podle (20) roven S (Z%t).,Tedy pro 1<p<{2n—2

S ) —o (o)

P

jest

Ayy1— 200 + Ay =

Napravo je kladné &islo; vskutku prvy &initel v ditateli je kladny
podle 17. a ostatni vyrazy jsou kladné podle 18. Tedy podle 4. jest

s s
(k1) ~ ok .
ko (EE) ol
S (x)
pro 1<k <2+—2—2. Tim je zjisténo, Ze funkce 20@) stoupa v Az

21. Podle (17) jest lim C<—27> = 1. Podle (23,) a 18. je tedy“

. n—>00 .
lim C(z) =1, kde pfi tvoieni limity z jest omezeno na A. Podle
>0

(18°) je v tém# smyslu lim 8 (z) = 0. Jeto podle (18°) jest v A

9
|C(x)!, |S(x)]=<1, vychdzi z funkénich rovnic (20’) a (20”), Ze
C(z) a S(x) jsou stejnomérné spojité v As.

22. Lzé tedy jednim a jen jednim zpisobem roziifiti definici
funkei C'(z) a S(z) na cely obor R tak, Ze roziifené funkce jsou
spojité v R. Vzhledem ke spojitosti funkéni rovnice odvozené
v 16. plati v celém R. RovnéZ ze spojitosti vychdzi podle 17.
a 18., %e S(z) >0 v intervalu <0+, #—>, %e C(x) >0

v <04, fw—>; dile podle 19. a 20., Ze funkce é}?—) klesa

v <04, 1—> a %e SC(()) stoupd v <0+, $m—>.
23. Podil funkei —— S(z) xSC(f)) jest C(x) > 1 pro x—>0 Z mo-

notonnosti obou funkef vychazi ze ob& maji pro (z) - 0 + stejnou
limitu A. Podle (23,) jest A =1lim S; 2) Jezto pro 0 <z < m jest
S (x) >0, jest 1>0. Jest e ‘ :
" 5(z) |
A=tim S iy 2L gy O

z>0 T noo 27 2% pya0 2%
.- 27; :
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Limita vpravo je tedy kladnd a mohu zvoliti

=1lim
m=4lm s
Pak. klademe S(x) =sinz, C(x)= sinx_

x
Odtud a z funkénich rovnic (20°) a (20”) vychazi ze funkce
sinx (cosx) ma derivaci cosz (— sin ).

*
Sur les fonctions x?, €%, log x, sin x, cos x. -
(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur déduit les propriétés fondamentales de ces fonctions
par une méthode nouvelle.
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