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O asymptotickych parabolach
Napsal E. Bunicky.

1. Budtez
Yy = f(x)’ ) (1)
Y% = [ () (2)

' dvé& redlné rovinné kiivky v soufadnicich pravoahlych nebo koscr—
ahlych. Plati-li

lim (y — 1) —hm [f (@) — i ( x)] =0,

Z900,

kde symbol oo, znamena nekoneéno urditého znameni (oo nebo
— o0), miizeme nazyvati jednu z kiivek asymptotou druhé. Je to
pouze pfirozené zobecnéni pojmu asymptotické piimky. Zvlaste
budeme f¥ikati parabole fddu n-ho

N = s T+ Ay L Ly T, (3)

kde n oznaduje celé kladné é&islo, »; (¢ =0,1,2,...,n; %, 0)
dané konstanty a 7 pofadnici knvky, asymptotwku pambola
. bude-li pro ni platiti

lim (y —#) = lim [f(x)—xnx — g X — 0ty . — 2%g] =0. (4)
.-)

Z>00
Podminku (4) miZeme pséti v tvaru ekvivalentnim, totiz v tomto:
f(x) = %y 2 + g T L Fy %+ e
a tudiz rovnici kfivky (i)_ v tvaru
y:z‘c,,x”,-}—xn_l."v""l-}-...—{;-nlx+xo+a, . (5)
pH- é(,e‘mi ‘@ = (x) znamend funkei splitujici podminku '

© lim e (z) = 0 : (6)
ZT~»00, '

Z rovnice (5) a (6) se odvodi pomocf elementa,rnich vét z beorxe
© limit vzoree - :
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. . y——x,.x" <
Iim % = Xp, llm' x"T = Xn—,
z3m, T Z-»004
. Y p T —Hp—y T"T
lim S =My -
T-»00, X .
n :
y— X md ()
. g = 1
lim ———'—"j———:x,,...,
Z-»00, x 2
. — 2
L YR Xy X — L —
lim : =,
z-»c0, z
Hm (y —sen " —t00—1 "1 — . . | — 2y X2 — 2, T) = x,,

ZTH>00,
pii Gemi y oznacu}e v8ude funkei f(x) v rovnici (1). Klademe-li
”
wmart=0 a Zm 2t = %, a* a pifeme-li pro libovolnou danou
t=n-41 =n
funkei ¢ (z) obecne [q)(a;)] misto lim ¢ (z), coz budeme d&initi
o o

L)
stale v dalSim (pfi demz znamenko symbolu oo jest podle pred-
pokladu zcela uréeno), nabudou vzorce (7) tvaru_krat$iho

y— i’ x;

__'—:;Qll—ﬁ =x v=mn,n—1 n—2,...,1,0). (8)
@ |

Jeito &fsla »; oznacuji, podle predpokladu, koneéné limity, davaji
nam vzorce (8) v novém tvaru nutné a dostatujici podminky pro
to, aby kfivka (1) méla asymptotickou parabolu fd4du » a umoziuji
nam mimoto, vypodisti postupné koeficienty sx,, #n—; , . . ., %, %o
v rovnici (3) asymptotické paraboly, jestlize obecné existuje.
Ponévadz pak é&islo %, jest podle ptedpokladu rizné od nuly,
je y, pro z rostouci do nekone¢na, podle prvniho ze vzorci (8),
funkce nekonetné velikd celistvého fadu n. Jeito tento Fad jest
definovén, jak zndmo jednozna¢éné, mize miti k¥ivka (1), jak’
ukazup vzorce (8), jenom jednu asymptotickou parabolu dokonale
uréenou, ma-li viibec néjakou, kdyz x se blizi nekone¢nu urditého
daného znameni :

2. Zavislost, kterd vaze asymptotu (t. j. asymptotickou
piimku) a mezni polohu teény ke kfivce, kdyz bod dotyény se
vzdaluje do nekone¢na, jest dobfe zndma. Tato zavislost se vy-
slovuje touto, vétou: Maji-li v rovnici teény

Y=y z+ (y—2y)
ke kfivee (1) v bod¥ (z,y) koeficienty g/ a y—zg/ koneéner
13+
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limity e co : ‘
Y] =2 : (9)

[y— 2y o= ‘ (10)
kde symbol co znamens nekoneéno daného znaménka,

je piimka
- Yy=xx + Hos
t. j. mezni;poloha teény, asymptetou k¥ivky (1.) Existence
koneénych limit (9) a (10) dava postadujici podminku pro-existenci
asymptoty. ke kiivce (1); aviak tato podminka neni nutna. Na
piiklad kfivka

sin x?
x

ma za asymptotu pnmku y =0, to jest osu z v‘obou smérech
do nekonedna. A pfece pro tuto kiivku derivace!

sin a2
.’E2

Yy = 2cos? x—

neblizi se Zadné urdité limité, kdyZz x roste do nekoneéna; jinymi
slovy, limita 9 v uvazovaném piipadé neexistuje.

Mezi viemi parabolami ¥adu n (n jest kladné celé élslo) jest
jedna, jejiz styk s kiivkou (1) jest obecné ¥ddu nejvyssiho, to jest
fadu n. Nazveme tuto parabolu parabolou oskula¢ni fadu » kiivky
(1) a dokéZeme pro tuto oskulaéni parabolu fadu » vétu Gplné
obdobnou k vé&té, jez se tyka asymptotické piimky: blizi-li se
oskuladn{ parabola fadu n neomezené néjaké mezni poloze, kdyz
bod dotyku této paraboly s kiivkou (1) se vzdaluje do nekoneéna,
piedstavuje tato mezni poloha asymptotickou parabolu knvkv
Obracend véta, stejnd jako v pripadé asymptotické piimky, ne-
platf obecné.

3. Abychom dokézali vétu prave vyslovenou, coz jest hlavmm
pfedmétem tohoto &ldnku, napi¥me rovnici oskula¢ni paraboly
fadu n knvky (1). Piedpokladame-li, Ze funkce y = f(x) v Tov-
nici (1) mé pro x rostouci do nekoneéna koneéné derivace ¥/, y” . . y™,
nalezneme snadno, Ze oskuladni parabola ¥adu » v bodé a: Y
ki"kay (1) jest dédna rovnici

Ymyt+y X —a+ LEZD
LOE—ay & —ap

! ' o n!

(1)

Kfivka (1) muZe miti body, jichZ Fad styku s parabolou (11) pie-
vySuje n anebo body takové, v nichZ urdity ¥ad styku neexistuje.
- Budeme nicmén& stdle nazyvati parabolu (11) oskuladnf para-
bolou fadu n_kiivky (1). Uspofdddme-li vyrazy na pravé strané
rovnice (11) podle mocnin X, dostaneme identicky
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V@—@

(n) —)n
Y(X)=y+y(X—a) + TR S
_‘ao+a1X+“zX2+ i .+ a, X7,

: Za,vedeme-h do této 1dent1ty X =0 a diferencujeme-li ji pak
. podle X jednou, dvakrét, ... n-krit a potom polozime X =0,
obdrzime postupné .

to= T (0) = y—ay + ZF ...+‘—_—j”§ﬂ,
Y ’ 0 ' " — )1 gfm)
a obecné ,
i Y® (O) . 1 . : y(@+2) (___ x)n—i y(n)
‘_ﬂ—“iﬂw) w4 S — m~ﬂv]

(z—O, 1,..,n; yO=y, 0! =1).

Mizeme .tedy .psati rbvm'ci paraboly oskuladéni fidu » ve tvaru

(n) (n—1) __ gm0 A
Y—yn_ +uy_an 1+

(n—1)!
Y= — gy—b ?/'( "
20 s
m—29)! X + ...+
1 ; ; 22 y<w+2) (— z)* yi+» N
+’l/ l:()—"'xy(-H)—l— _—-.‘.+_-’VT—7-+'.'+ (12)
(_w)n—zy(n) i »
- +T—7TJX -
" =y" (—z)yty™
+[?/ Yy + ...+. m—1) JX+
229 — ) ™)
‘+[ —ay + ZY - +(—’;’,—"’(~]
Polozime-li . ‘
/4 A — ¥ (y)
z—x + x;z — .,+(” :Z)' =

(13)

. =Zv'b.cw=t,(z.) (z(°);;z; 0L=1, t32) =2)

kdez Jest hbovolna. funkce ma]wi konetné denva,ce Lidl's vin 20,
nabude: rovnice eskulaéni paraboly ‘tvarg -0 fv#
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Y to(z: ’) X”+ ?n(!/ ))X"_l-l- +

+ 80 i 4 B x4y,
n— )

4. UvaZujme nyni n&které vlastnosti operatoru t,, ktery jest
definovdn vzorcem (13). Plati zfejm&, vzhledem k linedrnimu
charakteru operatoru t,, pro kaZzdé dvé funkce z(z) a u (x) majici
konetné derivace az do fddu v, jsou-li @ a b libovolné zvolené
konstanty

(14)

t, (az 4 bu) = at, (z) + bu, (2). ' _ (15)
Snadno také dokaeme identity ’
: ®) — 19! : '
()= @to s
. (%) =— &) (@0, v21), (17)

kde symbol (), resp. sarka oznaduji derivaci fadu », resp. prvniho
podle z. Identitu (16) odvodime vypoéitanim »-té derivace sou-
¢inu zz—! podle vzorce Leibnizova. Vzorec (17) se odvodi eliminaci

*)
vyrazu‘(%) z identity (16) a z vysledku. diferencovéni identity

analogické, kterou obdrzime, dosadime-li »—1 za ».

Poznamka. Operator ¢, Gzce souvisi 8 diferencidlnimi rovni-
cemi Raffy-ho,!) ste]né jako 8 Taylorovou ra,dou Nebot kazda
Raffyho rovnice ma tvar ‘

w[to(y"") b (YD), . .. s &), ta(y)] =0,
pki demz y; jest dané funkce. Vedle toho piseme-li identitu (16)
ve tvaru
: (-“)(V)
- z .. :
(_1)Tv):t.’(z>-
8 poloiime-h pro kratkost ’
SN
mie = e nmt,(,,)=;w(,,),
. "')+°°( ) ( ) 4o :

¥ z

L “) Sry. pr é.cn Raffyho ,,8ur certaines équations d’ordre supérieur,

a.nslogues & Péquation de Clairaut*‘, Bulletin de la Société Mathémati ue

" _de Frarice, 1897, ansebo préci mutarovu ,,Sur-les solutions amguhéres
équntlons de- Baffy“ Bulletm &as Seaenees Mstbémlmques, 1607.
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obdrzime pro kazdou holomorfni funkci y = y ()

(y)@) . y
y(0)—-(f)@, ta(y) = y— oy + S —
Sz “.b.
anebo, zménime-li vhodné proménn;ﬁ,
(e )@ '
y<x>=(—”]‘~“—)@—, y(a)+(x—a)z/<a)+ Ty @+,
r—a

coZz neni nic jiného, neZ Taylorova tada. Zde plati
L]

) (e

zT—a . \z—a
= lm 4

r—a r—a l,

p¥i demiz derlvace fadu » jsou vzaty podle proménné @ 8 x 70stava
konstantni.

5. Médme-li stdle na paméti vétu vyslovenou na konci para-
grafu 2, neni zbyteéné, pfipomenouti si jeji dikaz pro n=1,
to jest pro tednu kiivky, a podati jeji dikaz pro n =2, ¢ili v pii-
padé oskuladni paraboly druhého fédu. V obou pf'ipa,dech a také
v pﬁpa,dé obecném, jak uvidime v dal§im, uZije se s Gspéchem
znamé vty Stolzovy, tato véta ddvi zobecnéni prawdlal H opita-
~ lova pro vypodet pravé hodnoty neuréitého vyrazu -2 za pied-
pokladu, Ze pouze jmenovatel se bliZ{ nekoneénu pro mezni hod-
notu z; pro nés je tato mezni hodnota nekoneéno urditého daného
znamen. 2)

. Pfedpoklddejme, Ze v rovmici teény ki"kay (1)

Y=y X+ (y—2y),

»kdyz pri-tgm funkce = f(x) m4 stile 1 derivaci konetnou, koefi-

cienty ¢’ a §—xy’ se bliii koneénym limitdm », a », pro x rostouct
do nekonedna urditého znamenf; jinymi slovy, Ze rovnice (9)
a (10).jsou podle predpokla.du splnény Poutzijeme-li v&ty Stolzovy,

' 'pré.vé uvedené na podﬂ-—- dostax;eme

2[4~

“ %) 0. Stolz: ,,Gnmdzuge der Dxfferentml und Integralrechnnng“.
1893 dil I., str. 77——79 12.
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&ili*) : | [l] _ " . 18)

odkud plyne

Obdriime tedy podle pravidla 1'Hoépitalova a na zéklads fov-

nosti (10)
| £ |1
x x R
[y ”l.x] 1 = 1 ’ :[y_xy]m:;tm ’

+ | |
Gili _

[y —x 2], = % , (19)
Vy]adru]e tedy, vzhledem k rovnostem (18) a (19), pfimka

Y=1,+ %

v souhlase-se vzorci (8) asymptotu kiivky (1), coz se mélo do-
kazati. : :
UvaZujme nyni rovnici oby&ejné paraboly

144 2” .
Y=Y X p (f —ay) X+(y—xy+ ) (20)

oskulujici kiivku (1), méa-li. pn tom podle predpokladu funkce
y=f(x) pro x rostouci do nekoneéna koneénou druhou derivaci.
Mlmoto budeme predpoklddati existenci kone¢nych limit xz, %,
oy urcenych rovnostmi

: [%J= o @y
[ — 2y, =, (22)
[y—' xy -+ ﬂJ =% . (23)

Tyto limity nejsou nic Jmeho net hmlty koeficientd v rovnici (20)
oskulaénf pa.raboly pro x rostoucf do nekoneéna: Pouzqeme-h

véty Stolzovy na podﬂ obdrzime, vzhledem k rovnostl (21)

- [%]:[2{0}_[%}@:% | (24

~-*) Je-li n=1, obdr¥ime také z rovnice (10)

¥ ' Yy =
[';—y] - 70 [x]m—[y']w— Xy

i bez uélti Stolzo#/y véty.
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[;2] = ¥,. | (25)

o0

Mime tedy

’
Tu pak, na zakladé rovnosti [%—2:—:2] =0, kterazto plyne
z rovnic (24) a pédle rovnosti (22), ndm x?yjde, pouZijeme-li na

— g, 22 .
vyraz g_/_xxz_x_ nejprve véty Stolzovy a potom pravidla I'Hopita-

lova, '
y___ng‘: y’__2xx — z 27‘2 — (%) ::[y'—x " =
e U e i
I N AE2E
Dostaneme tedy ' : '
[-’/_—;‘2“-2J=x1. | (26)

Mimo to dostaneme podle rovnic (24)

[% — % — xz} = 2x2—>x2—x2 =0.

Hledime-li k této rovnosti a k rovnicim (26) a (23), vyjde nam,
 pouzijeme-li’ pfi tom na vyraz y—xgx —;, x pravidla lHopxta-
lova,

l—xgx—'xl -v-~———\—‘x2h
[—mat—ma),= | =] %

1 1 =
x x?

0 0

. T_akto -tedy‘obdri.ime : . .
I [y—xy2? —% ¥l =%. - (27)

Je tedy vzhledem k rovnicim (25), (26) a (27) & v souhlase 86
vzorei (8) pro prlpad n = 2, parabola ;

y=x2x2+xlx+xo,

‘ t. j. mezni poloha oskulatn{ paraboly (20) k¥ivky (1) pro x rostouci
do nekoneéna, asymptotlckou parabolou této kfivky, :

e

L]
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6. DokaZzeme nyni tfi pomocné véty. :
~ a) Budi¥ y={f(x) funkce majici komeénou derivaci Fddu n
a splitujici, pro x rostouci do mekoneéna, rovnost '

[%—,’Jm (28)

o

kde xy jest dand konstanta: Za tohoto predpokladu plats
I B e i b=
B 1 il i il Tl b W T P
: N yf”) _ y(") o
= [z;»j]; |4 e (29)
pri cemZ A’ oznaduje poéet variact 1-t¢ tHidy z n prokd.

Tato véta se odvod{ pfimo z rovnosti (28), mame-li na paméti,
~ Ze proménnd x roste do nekone¥na a pouiijeme-li -v¥ty Stolzevy.

Dusledek. Z rovnice (28) plynou rovnost: )
y*— n—i 0
[ - ]:A,, w 0=12,...,n; Ap,=1, y9=yg). (30)

F: A W
Nebot' na zakladé rovnic (29) plati
[ y(n——i)

Aﬂ-'xt]_"" (=12..,n—1,mn),

odkud. plyne rovnost (30), kterazto zustiva v platnosti- také
pro i='n, klademe-li A =1, YO =y. '
: b) Budi% y = f(x) funkce ma;nci koneénou derivaci, kdyZ pro-
ménnd x roste do nekoneéna a kierd vyhovuye rovnict (28). Za téchto
. predpoklada plati :
[t‘_l (!/( )] (_l)iA:"i.x”‘ (i:‘:l, 2, N (2 A?, = 1, y(()): y‘).
| (31)
Dostaneme pro i =1, v souhlase s definici operatoru ¢, vzor-

13),
O e e = g,

odkud plyne vzorec (31) pro i =1; a to jest pra.vé rovnost (30)
v pripadé Ze je i = 1. Budiz déle i>1. Jako v difvéjs&im, po-
lozime viude O0t=1 a: A,, =1. Z definice operatoru ¢, plyne

p—t —1
— N (mpynite
by () \z2ry™ T
B i 1(!/‘ )= Z, : T ,
.~ odkud plyne )
. —1 _lyy(n——-i-}—y)

= (y(H)) "’Z
o a =1 .‘""’i'_“
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Dostaneme tedy na ziklads rovndétf (30),

n—i+u) P s P
[ y( i—) ] = Az—“ & Hn = A;: H"u"n = Aﬁ tAé‘xm
F Al

Ozna¢ime-li tedy Ci podet kombinaci z ¢ prvkd u-té t¥idy, na-
lezneme ' ,

[t,._l (ﬁﬂ—ﬁ)] _ A':J:‘Z"' (=1 Afmn _

A u=g ) ]
= Ay 'an [Z(—l)"C&‘— (— 1)"] = Ay o [(1— 1) —(— 1)} =
1=0

| =— (=1 A,
coZ bylo dokézati.

c) Aby parabola F#ddu n (n jest celé, kladné Gslo)

N=#n 2"+ sp 21 ...y T+ (32)
jejiz poradnice jest oznadena 7, byla asymptotickou parabolou kfivky
y=1@) R

jest nutno a staét, aby parabola :
e T S R (34)

byla asymptotickd kiivky
) . Y = y_xn x”, (35)
‘kde y jest funkce definovand rovmics (33).

Nebot, aby parabola (32) byla asymptotickd ke kiivce (33),
jest nutno a staéi, kdyZ funkce y spliiuje identitu

Yy=sad" - tp1 2" 1+ ...+ r+rta (36).
pH dem? funkce « = a(x) vyhovuje rovnosti
[e(x)], = 0. . (37)

Aviak identita (36) jest ekvivalentnf s identitou
Yt = dm ettt et Rt (38)

kterd d4vé s rovnosti (37) nutndu a postadujici podminku pro to,
. aby parabola (34) byla:asymptotickou parabolow: kfivky (35).
" A tak ‘rovnice (38) a (3%)"plynod” ze souhrnu roviiic (36) a (37)
a obrdcend z rovnic (38) a (37) plyne souhrn rovnic (36) a (37),
coZ dokazuje vyslovenou vétu.
7. Vé&ta: Budi¥ L

: y=1(z) . (39
. dand kfivka, pfi éemZ fumkce f(x) md podle predpokladu koneinou
dertvacs #ddu n pro x rostouct do nekonetna. Mimoto predpokldddme,
%e parabola rddu n ' . .
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n)
n="20 )"X””t(l(y< 1)|) =t (40)
+ 8 D x4 x ),

(n —1)!

oiékulujici kfivku (39), sméfuje, pro x rostouci do nekoneém, k limitni
poloze; jinymi slovy, Ze plati

S [

n! n! (n—1)!
b (y—) b (4) “h
i — . n— — —_—
[ (n-——’l:)T] —_— xn—a,; . e ey [ 1! ] -_ Ml’ [tn (y)]m —_ %0,
pF bemE am, Hn_i, . . ., %y, % jsou dand isla.
_ Jest dokdzati, Ze tato mezni poloha paraboly (40), defmomna
rovnici Y=1tn 2"+ sg g 2L .. oyt 2, (42)

ddva’ asymptotickou parabolu kiivky (39).

© Budiz n celé kladné &islo vé&tsi nez 1. Piedpokladejme, Ze
véta plati pro oskuladni parabolu fddu »—1, t. j. piipoustime,
ze mezn{ poloha oskulaéni paraboly fadu n—1 libovolné dané kiivky,
kdyz bod dotyku se Vzdaluje do nekoneéna, predstavuje (existuje-li
vibec takova mezné poloha) asymptotlckou parabolu této kiivky.
Klademe si za tkol dokazatl, ze na zaklad® tohoto predpokladu
jest Vyslovena véta spravna také pro parabolu oskula¢ni Fidu n.
To znamena dokézati, Ze na zikladé naSeho pfredpokladu para,~
bola (42), jejiz koeﬁc1enty Hny Hn-1, . . . %y jsou definovany vzorei
{41), jest asymptotickou parabelou k.rlvky (39). Abychom se o tom
prresvéddili, sta¢f podle véty c) paragrafu 6 dokazati, Ze na zakladé
rovnost{ (41) je parabola

Y=sp 1 & 1ty o™ 24 ... Foyx+ 5% (43)
asymptotickou parabolou k¥ivky
Y=9y—unpa", T (44)

& proto staéi, podle naseho predpokladu dokazati, 7e rovmce (41)
maji za nésledek rovnosti

- [to(Y(n——l))] [ Y1) ] ‘;Yc,H, [tl(Y(n—m)

[

Y 1) —2
i (;"(’M))) o 2 (Y'). " ! (45)
f[t—(l"T‘__‘z)'—] L [“’i‘_‘i‘r—‘] =y, [tw—l (Y)] = %,
P éemz Y oz.naéu]e viude funkei y—uxsa" a éisla % (1= n,.
n—-—l , 1,0) jsou definovana rovnicemi (41). Pxéme k tomu
- cih vyraz L g(yesD)

Tm—=D1
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ktery stoji v prvni z rovnosti (45), v tvaru

y(n—l) 1
to (Y(n—l)) Y—1) (3/— Hn xn)(n——l) "‘?v‘“* “—An n
m—0 T (m—1n = —_ =
(@ 1)! (n—1)! ' (n—1)! (n—l)!-;:—

Mimoto, na zékladé prvni z rovnic (41) dostaneme, podle vzorce
(30) v disledku pomocné vity a): :

(n—1)
[y — A xn] =0.

z ©

Pouzijeme-li tedy pravidla 1’'Hépitalova a méme-li na paméti
druhou z rovnost{ (41), dostaneme .

yeon . g‘““’)'
[to(Y(”_—i))]_ p Ay B ( po
(n—1)! 1o 1 1=
(—1)— ) m—Jnu)w
[ _[ae )
U =D L m—1) L
Tim je prvni rovnost (45) dokdzana. Budiz dile
"i—.l_(ﬁ’_’:"l)]_ . 4
e (4%

jedna ze zbyvajicich rovnosti (45), pii éemZ index i mé jednu'

z hodnot 2, 3, ..., n. Podle vzorce (15) a (16), klademe-li v tomto

poslednim vzorei v =14 — 1, z = 2%, obdrzime A
b1 (YD) = b3 [(y — s 2] = by (YD) — Ap ™ sep 2) =

B = ti 1 (YD) — Ay sntiq (2),

i\ (i—1)
(2
b () = G—1)! = =0
odkud plyne

tia (YO—) = iy (y—=9) + (— 1) A0 xa 2.
TudiZ, méme-li na z¥eteli identity
tia (YO—9) _ fia (y»=9) + (— 1P Ay " una _
(n—i)! . (n—1)!
lia ;y:”*") A (— 1) A"

- b

%m—m 
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rovnost

[h‘—‘—-”ii’—’ (=1 A ] =0,

1]
z ®

kterd plyne ze vzorce (31) pomocné véty b), rovpest

[ i (w—”)]’: _ )

z 21
jiz naleznemre, klademe-li ve vzorci (17) » =1 a 2z = y»—9 a rovnici

[t@ (¥"—9)

(m—1)! J s

vhodné zvolenou z danych rovnic, dostaneme v souhlase s pra-
vidlem I'Hoépitalovym

) ) rpa

[ti—l (Y (”"))] _ s ~
=T e
x‘l«
xt | = . f,;t+1 [t (y(n—z))] s
(n—fi)! (x—I') ;—Jg (n—i)! (n—-@)v

coZ nenf nic jiného, nez rovnost (46). Tim jsou viecky rovnosti (45)
dokazany Rovnosti (45) vyplyvaji tedy z rovnosti (41); z toho
plyne, Ze vyslovens véta plati pro oskulaéni parabolu fidu n,
pla,ti -li pro oskulaéni parabolu fddu n— 1. Vidéli jsme vSak (§ 5),
Ze tato véta plati pro » =1 a pro n = 2, plati tudiZ pro libovolné
celé kladné &fslo n.

Poznédmka. Dokdzand véta dava postadujici podminku pro

-existenci asymptotické para,boly fadu n vzhledem ke kiivce

y = f(z). V dal$im uvidime Ze tato podminka neni nutna.
8. Piiklady. 1. Derlvu]eme-h postupné rovnici knvky

_ y = 6ade z+e - (47)
dostaneme
' 1

y = (1822 + 6z)e *—e—2, y' = (36 + -—2—-{— 24)e 742,
” 18 36 6\ —1
Y ;(36+—ﬁ+ ;—_-{— ;;g)e ¢ —e?,
Kdy% « roste do nekonedna éisly'kla-dnymi, dostaneme

(4] =] =



199
Podle rovnic (48) nam dale vyjde
, 12 6) —+ .
LY )=y —ay’ = (12+‘;+'§2')3 + (14 z)e,

R A TP S
t(y) =y —ay —'—2‘————(3-{'— x)e *-(1+x+—é—)e %

2, 3 2,/ __l 2 3
h=y—ay+ 2L B T (142t D D),

odkud vypl)'fvé
= (4], -2 s o

@

M4 tudiz, vzhledem ke vzorcim (49) a (50), kiivka (47), v sou-
hlase s vétou difive dokizanou, asymptotlckou parabolu tietiho
stupné

y=6x3—62x2+ 3x—1,

kterd se neomezend bliz{ uvazované kfivce, kdyZ z roste do ne-

koneéna, kladnymi éisly. Tato parabola je zaroveii shodnd s meznou

polohou oskuladni paraboly tfetiho stupné ke kfivce (47), kdyz

bod dotyku se vzdaluje do nekoneéna v kladném smyslu osy z.

Checeme-li prosté nalézti néjakou asymptotickou parabolu uvazo-

vané kfivky, stadi nasobiti vyrazem 623 v rovnici (47) rozvoj
: :

funkce ¢ ¢ v fadu postupujici podle mocnin —::—, isolujeme-li p¥i

tom v soudinu ¢leny obsahujiei nikoliv negativni mocniny z
a pfihlizime-li k rovnosti

lime—= = 0.
. 2p+00
2. Uvazujme dale kiivku
2
— 224 20T (51)

Plati

] 2
.[smzx L: 0,
z

kdyZ « se bliZzi do nekoneéna at ve smyslu kladném, &i zdporném.
Je tedy parabola :
y = 222

asymptotickou parabolou kiivky (51) v obou smyslech osy z do
nekonedna. Aviak, kdyZ x roste do nekonedna, tato asymptoticks
parabola nenf limitni polohou oskulaéni paraboly (20) druhého
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stupné, sestrojené pro kiivku (51). Nebot derivujeme-li dvakrat
rovnici (51), obdrzime
6cosx?  6sin x? .
y”:4— p + por —4 sin 22

Pro z rostouci do nekoneéna (kladnymi nebo zapornymi &isly),
nam vyjde

6cosz? 6sin xz]
—_— p— 4
) [4 x? + 2 1y
kdezto ¢len (— 4sin #2) se neblizi z4dné limitd. Nem4 tudiz funkee 3",
a stejné funkce
hy) _ Y

2! 27
urdité limity pro z rostouci do nekoneéna. Proto v tomto piipadé
oskula¢ni parabola (20) druhého stupné, kdyz bod dotyény se
vzdaluje do nekoneéna, nesméiuje k zadné limitni poloze. Vidime
tedy, Ze véta v paragrafu 7 dava postadujici podminku pro existenci
asymptotické paraboly, aviak tato podminka neni obecné nutna.

Poznimka. 1. Interpretovali jsme rovnice kiivek a asympto-
tickych parabol téchto kfivek v soufadnicich pravoahlych nebo
kosotihlych. Muzeme rozffiti tuto interpretaci analogicky na jiné
soustavy soufadné, na pf. na soufadnice polarni.

2. PHi definovéni asymptotické paraboly ifadu » bylo pred-
pokladano, Ze koeficient x, prvniho ¢élenu na pravé strané rov-
nice (3) jest rtzny od nuly. Aviak tento pfedpoklad nevystupuje
vibee ani v textu ani v ditkaze véty paragrafu 7, ani ve zvldStnich
pfipadech této véty pro n =1 a pro n =2, uvazovanych v para-
grafu 5. MuZeme tedy dokazovati tuto Vétu bez jakéhokoliv
omezeni koeficientu x, v definici asymptotické paraboly. V pii-
padé, Ze plati

M =Mp1= ... =ttmp1 =0, xnF 0 (0<m<m),
zjistfme pomoci této jvéty existenci asymptotické paraboly
= m X"+ w4 %

Mize se dokonce stati; Ze vSecka &isla »; ve vzorcich (41) jsou
rovna nule. V tom piipad® osa z jest asymptotou kiivky.

%
Sur | es paraboles asymptotiques.
(Extrait de larticle précédent.)
Nous nommerons la courbe
A N =t T A 2p—1 T 4 L T,

n étant un entier positif, ., %n—1, . . ., #, %, 6tant des constantes
données et 7 désignant I’'ordonnée de cette courbe, parabole asympto-
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tique de la courbe

, y=/f(x),
si 'on a

lim (y —#) = lim [f (x) —sp 2" — g1 2" — . . . — 3], =0,

ol le symbole co désigne l'infini d’un signe donné. -

En supposant que la fonction f (x) ait pour z croissant a 'infini
une dérivée finie d’ordre n, on peut construire en chaque point
de la courbe y = f () une parabole osculatrice d’ordre » en général
[voir les équations (11) et (12) du texte].

Le théoréeme de Stolz sur la vraie valeur d’'un quotient
indéterminé!) permet de démontrer la proposition suivante (§ 7
du texte): St une parabole osculatrice d’ordre n a la courbe y=f(x),
le point du contact s’éloignant & Uinfini, tend vers ume position li-
mite, cette position limite représente une parabole asymptotique de la
courbe considérée. La proposition réciproque n’est pas vraie en
général [cf. § 8 du texte, exemple 2].

La proposition énoncée plus haut n’est qu’une généralisation
d’un théoréme bien connu qui exprime la liaison entre la tangente
et I'asymptote (droite asymptotique) d’une courbe.

1) 0. Stolz: ,,Grundziige der Differential- und Integralrechnung*
1893, T. I, p. p. 77—179, § 12.

Casopis pro pistovénf matematiky a fysiky. Rot. LVIIL, 14
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