Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Karel Dusl
O po¢tu funkci Prymovych

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 57 (1928), No. 3-4, 236--241

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121373

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1928

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/121373
http://project.dml.cz

O poc¢tu funkci Prymovych.
Napsal Karel Dusl.

" 1. Véta Riemann-Rochoval) pro funkce racionalni na ploSe
Riemannové plati, vhodné upravena, také pro funkce multiplika-
_ tivni, t. zv. funkce Prymovy.2) Nejobecnégjsi tvar této véty odvodil
jsem v Rozpravich II. t¥. 1923.3) V tomto élanku odvozuji di-
sledky specialni i obecné véty Riemann-Rochovy pro funkce
Prymovy tykajici se jednak poétu linedrn& nezavislych téchto
funkef, jednak po&tu linedrné nezaVISlych diferencidld Prymo-
vych. — V hterature“) uvedeny ]sou tyto dusledky jen zdéasti
a neusporadansé.

2. Budiz F funkce Prymova I. systému majici & singularit
€1y Cgy---Cp 8 prlslusnle multiplikdtory e—2%4, (u=1,2...k),
na Fezech a,, b, plochy Riemannovy (v_ ,2...p) budiz multi-
plikdtory e~27ih,, e2mis,  Soudasné uvazujeme funkce #” IL. systému

s tymiZ singularitami c,, ¢,, . . ., ¢z, aviak se systémem multiplika-
toru 8—27'”1‘” e—2mik', , e?.ntg,, Pﬁ demzZ:

Zu+'1’u‘_+‘ 1=0, g,44¢>=0, m+h';=0,

_ =1,2...k v=1,2...p. (1)
Znamene]me déle K a K’ Prymovy funkce obou systémi, kters,
vyjimajic body €15Cs, - . ., €& jsou viady koneéné na plose Rieman-

noveé.

1) Riemann: Ges. Werke 1878.: Roch Crelle 64.
B 19 %utor » 0 ditkazu obecné v&ty Riemann-Rochovy‘’. Rozpravy II. tk.
21, 50
' f) Prym F.: Crellav journ. LXX. 1869. ,,Zur Integratlon der gleich-
eitigen leferentxalglexchun on: X — 92 u_ .
meng & oy’ Y dr -’
P. Ap ell: ,,Sur les mtégrales des fonctions & multiplicateurs'.
_ Liouvillav- journ. 1884.
Prym-Rost Jubﬂejni spis ,,Theorie der Prymschen Funetlonen
1.. Ordnung.*“~ :
H. F. Baker Abels Theorem 252. -
Krazer-ertmger Abelsche Functnonen Encyklopache 11, 737.
Forsyth Theory of Functions 531. :
<. % Autor: ,,0 vétd Riemann-Rochov® pro funkee Prymovy“ Roz-
pravy 1923, é 27
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: Ux’raiujme dale oba systémy integralia Prymovych 1, I’ a defi-

nujme je tak, aby derivace byla Prymova funkce g multipli-

dx
kitory e2vi#y,, e—2miky = e27idy  kdezto derivace iz necht piislusi
multiplikdtorim e27i4, 27wk, = ¢2nid's  Soudiny: : -
dI . dI |
’
F da’ Fdx

jsou pak raciondini funkce na plo$e Riemannové (majice multlph-
kitory vesmés 1).

Integraly nemajfci jinyelr singularit nezli mista ¢, ¢, . . ., ck
na plofe Riemannové (obdobné Abelovym integraltm druhu -
prvniho) oznadujeme V a V' podle toho, kterému systému pii-
nélezeji.

Ma-li predevs1m kterdkoli funkce Prymova P pola (krome _
mist ¢,, ¢y, ..., ¢k) a N bodu nulovych jest:

N—P= zhz—zwﬂl) )
wu=l

se zietelem ku (1).
Pro tyto  funkce zni pak véta Rlemann Rochova:

a) specidlni: P-{—Zl——q:p—g @
Zl+m;-n——-q—-p—h i (I11)

Véta (IT) plati, je-li v8ech P péli déno, véta (III) pak, je-li déno
m poéld a n nulovych bodu funkce Prymovy prvniho systému.
Soudtové znameni vztahuje se ke viem ' multiplikdtordm 4. —
Cisla g a hjsou t. zv. ,,prebytky*, t. j. éislo g znamen4 podet linedrnd
nezavislych Prymovych diferencidlt dV' druhého ‘systému, majf-
cich v P pélech funkce F body nulové, &islo 2 pak znamend. podet
- linedrn& nezavislych diferencialt dI’ druhého systému, které v m
danych pélech maji body nulové, v = nulovych bodech funkce F
pak poly, vidy.téhoz radu jako ptisludné body nulové event.
poly funkce F.. .
~ Podle véty Rlemann Rochovy ex1stu]e pa.k g+ 1 linedrnd ne- .
zévislych funkei F (x)'s poctem q libovolné volstelngch nulovyjch
bod#, takie kardou Prymovu funkei o téchZe pélech resp. nulo— '
vych bodech lze pak psati jako libovolny .nisobek

R@ P |
‘A(x‘)._—_ Fl(ﬂl) _ q+1(ﬂ1)’ 2 o (2) .

b) obecnéjsi:

Fy(Ba) -+ - Fota(Bo)

pii demz ﬁl, Ba, - - ., By jsOu predepsané body- nulové: — Obratme" ‘
- se nynf k dusledkﬁm véty Riemann- Rochovy ‘ -
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'3. Oznadme potet hneamé nezavislych Prymovych diferen-
cidli dV a dV’ pismeny w a o’ pro oba systémy. Z véty Rlemann-
Rochovy pro raciondlni funkce: :
av’ ,aV
aw Y
w=p—14+Z@A+1) 40"
W =p—1+ZW+1)+0,
pti demZ ,pfebytky” o a o udévaji poctet linearné nezav1slych
Abelovych’ dlferencmlu druhu prvnfho dv, které vymizeji v
. Ny=2p—2+Z(A+1)
resp. - Ny =2p—2+4+ XX +41)
nulovych bodech diferenciala d¥ resp. dV’. JelikoZ pak ka%dou -

plyne:
v (IV)

V)

. funkei K’ druhého systému lze vyjadtiti tvarem

dv
av’
pii emZ dv a dV maji tytéz body nulové a V znamend néktery
z o integrald prvniho systému, tu, uvaZime-li, Ze pomér dvou
diferencialts dV téhoz systemu jest Tfunkee raclonalni je. patrno,
%e éisla o a o uddvaji zdrovér poéet linedrné nezamslych funket K’
resp. K druhého, resp. proniho systému.

4. Velikost &sel o a o. Predev&im z rovnice (I) vychézi, Ze
kazdd Prymova funkoe K nemajici (krom& mist c,) péli bude miti

K =

" Ng=8=—JF+1)=Z1 (VD)
nulovych bodu Analoglcky pro funkce K’ jest: . '
- Nx:~s~——2(/1+ )= Z¥. (V1)
_Pn tom Vzhledem k ( l) Jest ' ' |
‘ ==k (I
pﬁ demi - lc Znamena . poéet singularit ¢, ¢y, . . ., Cr. ‘

_ Jedno z &isel s a s jest tudiz vidycky negativni (nejsou-li
“obd = 0 pro k= 0). Jelikoz pak podet nulovych bodi Prymovych
dlferenclalu av a d V' obou systému ]est podle (V) a (VII)
C N y= 2p—--— 23 . '
;  Ny=2p—2+4s+k | (Vi)
~jest ]edno z obou #isel Ny, Ny. vidycky vétH, druhe men$t nezli
. celkovy potet 2p——- 2 nu]ovjrch bodu Abelovych dlferencuilﬁ dv
g fdruhu prvitho. - :
Rozhéu]me tyto phpady : '
o w)y Je-li s 2= 0, potom. pi"islusne funkce K’ nebudou mitx nulo- :
: j,vych bodu Aani poh‘l (kromé mfst €1, Cgy's v ,ck) tu: 3est o= 1 neboti ‘
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diferencidl Abeliv druhu prvniho dv mé 2p — 2 nulovych bodi. v
Eks1stuJe tedy jedna funkce K’. Pokud se tyde o" tu z (VIII) je
patrno, Ze pro 8 =0 toliko pro k=0 jest i ¢/ =1, Jen tehdy
neni-li mist c,, eksistujf soudasné vSady konetné Prymovy funkce
obou systémi. Funkce ty nema]i pold, ami bodd nulovych na
plose Riemannové.4)

Takovs funkce K’ (pro k> 0) da se eksphmtne Vy]adrltl
tvarem:

L (i,ﬁl)H“ +2mi z,(h +H,) 000
K =A=' »=! . , Ix)

v némZ a, m jsou libovolns ‘mista plochy Riemannovy, ostatn{
oznateni obvykle v teorii funkei Abelovych; p konstant H, nutno
voliti tak, aby bylo vyhovéno p kongruencim pii prechodu v-tého

fezu b,, v=1,2...p plochy Riemannovy: '

Zl(lﬂ-}-(l)v,,‘,u,'”ﬁ-g,:—{-hl T+l oot .. .+ by Tv,p"E-O,
= . .
o t=12...p (X

Tix jsou moduly ‘periodicity integrali prvniho druhu na fezech b,.

Avsak jen tenkrat, lze-li systémem multiplikdtord vyhovéti
kongruencim (X), exxstu]e funkce K’. Neni-li st ¢, (4. = 0),
]est také -

K=y | (XT)
s p podminkami (X).

Jestlize je k>0, jest ¢’ =0 a. funkce K neeksistuji viibec.

B) Neni-li s=0, nybri s> 0, pak eksistuji funkce K’, tedy
jest 0 > 0, aviak neeksistuji_ funkce K t. j- & = 0. Nejvetsi moiny
potet nulovych bodi funkece K’ jest s = 2p—2. Pak jest Ny=0.
a o=p. Jeli tedy obecné s=2p—2—r, r>0, jest ¢ podet
Abelovych diferencidli prvniho druhu, které v r nulovych bodech
dV vymizeji.. Nejmensf podet hnearne nezavislych funkef Prymo-
vyeh K, K’ obou systému jest tedy O, ne)vetéi = p, nejsou viak
soubasné eksistentni funkce obou syste’mu vyjimaje Pro o= o =1,
k=0t j. pro speczalni funkce bez singularit c,.. ’

y) Jestlize je s =0 a nejsou-li splmtelny danym systémem_

, multlphké,torﬁ kongruence (X), jest 0=0d" =0, t. j. neekmstuji
pak ani fuhkce K, ani K. - ‘ SO
5. Potet o a o Prymovijch dz/ercm;wlzz avV-a dV’ :
Jehkoi na zékladé (IV) a (VI) jest: -

. w._p-—-l—-8+0
o _p—-l+s+k+o'

4) Forsyth ,,Theory of Functlons“ 531. H. Weyl Dle Idee dar
Rxemmmschen Flé;che str. 128 . ) .

(-XII)
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| jést pro

a)s_O 6=1,0=0,k>0
®=7p, w:p+k—l (4)
B s=0,0=1,d=1k=0 ‘
w=p, o=p :
y)s-—2p-—2 c=p, ¢ =0, o=1. (6)

Rozdily o' — o resp. w — & jsou vzdy positivnt, nebo rovmy
nule. Potet Prymovych funkei K jednoho systému rovna se nej-
vySe poltu linedrné nezavislych integrald V téhoZz systému. Je
to pfimo patrno z toho, Ze na p¥. kazdou funkei K; (1 =1,2... g)
lIze linedrné vyjadiiti ' linedrné nezavislymi integraly téhoz sy-
stému. Bude pak eksistovati ¢ linedrnich rovnic tvaru: '

'.i = }vi,lV'I_+ li,zvlz +...+ Ais o V’w’ +A 1= 1.’ 2, ; -0 (7)
a tudiz ' > 0. )

5. Nejmendi pocet pola funkce Prymovy prvmho systému. Uva-
Zujme, jak souvisf poéet danych pélé (P) Prymovy funkce prvniho
systému s pfebytkem g v Riemann-Rochové rovnici (IT) a s éislem o'

Celkem jest ' linedrné nezavislych diferencidld Prymovych
dV’ druhého systému, &islo g znamend pak podet onéch, které
vymizeji v P danych pélech Prymovy funkce F. Je-li tedy tento
potet roven, anebo vétdi nez w', jest ¢g=0, t. j.

pro P=o'+4r jest g=0

, P=a 5, 9g=0 . (8)
w P=o'—r ,, g=nr,
pti demz 7 znamens -kladné &islo celé. Jestlize
P=w+1

ma prisluéna. funkce Prymova podle véty Riemann-Rochovy (II) '
o+ 14+ Zi—p+1
, 'konstant coi podle (IV) davé hodnotu

konstant g 1l=d+1 o (XIII)

a) Jestlize ]e o = O t. j. neeksustujl funkee K, bude jedini
funkce (urdens az na arbitrarni multiplikativni konstantu) s prede-
ps_ahymi @'+ 1 pély. Podle poutek (I)a (IV) bude tato funkce
- miti- o'+ 14 T4 =p. bodi nulovych. Funkce s o' 4 r pély (i pro
~ r=0) bude podle téchze pouéek obsahovati ¢ + r nezdvislych kon-
Vstant aviak funkce s o' —r pély bude miti toliko

AR w—-——r+22~—p+r+l_o’ :
konstant Pro ¢ =0. ]est bedy ne]merim 'pnpustny pocet. piede-
: psanych polu — w 41 o
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B) Je-li ¢’ >0 jest nejmensi podet poli roven nule (pro funkee K),
aviak pak opét eksistuji funkce aZ s poctem o 4 1 poli; obsahujet
funkce s w — r danymi pély toliko o’ konstant. Avéak Prymova
funkece s predepsanym1 poly obsahuje nejméné o 4 1 konstant,
nebot funkei ¢, K; + ¢, Ky + . . . ¢ K, 1ze vidy pripoéisti, aniz se
pocet predepsanych pdla z2méni. ‘

Pro funkce bez singularit ¢,,c,...c; jest jednoduse pro P=p-r,
g=0agqg=r atedy pro P=9p jest g=0,¢g=0, ¢t. j. eksistuje
jedna funkce s p danymz poly a danymi multeplikdtory. Jepch P
nulovych bodi jest uréeno p kongruencemi tvaru (X) pro pie-
chod fezii b, plochy Riemannovy. .

6. Prebytek h v obecné rovnici (III) meann Rochové udava
potet Prymovych diferencialiidl” (lineirné nezdvislych) majicich van
pélech body nulové a v » nulovych bodech poly. Konstruujeme-h
racionalni funkei: ar

R =! K~—

tak aby méla body nulove’ v m nulovych bodech dlferenmalu ar
a v § nulovych bodech funkce K pdly v » piedepsanych polech
diferencidlu dI’ bude podet téchto racionalnich funkei udévati pte-
bytek h. Konstrukce koneéné funkce K bude zavisld na pouckach

odst. 4 tohoto ¢lanku.
)

2

Sur le nombre de fonctions & multiplicateurs.
(Extrait de l'article précédent.)

L’ayteur consideére, d’abord, les nombres o et ¢’ de fonctions
- K, K’ linéairement indépendantes, appartenant & deux systémes
de multiplicateurs 4, 4, ¢, ¢/, h, 1’ de Prym et n’admettant pas
d’autres singularités que les points c,, ¢,, . . ., cx auxquels se ratta-
chent les multiplicateurs 2, A'. Il rappelle, dans la suite, les nombres
o et o d’mtegrales V et ¥’ de Prym qui ne sont infinies qu’aux
points ¢4, ¢y, . . ., ¢ de la surface de Riemann. Ces intégrales four-.
nissent une analogle parfaite avec les-intégrales d’Abel de la -
premiére espéce. En partant du théoréme de Riemann-Roch pour

de telles fonctions, I’ auteur calcule le nombre de fonctions linéaire- -

ment mdépendantes, a deux systémes de multlphcateurs pour
lesquelles:

. 1. tous les poles P=o +7r sont donnés; : .

2. les m poles mmples et les n zéros sont donnes sur. la. surface
de Riemann.

L’auteur s occupe, en partlcuher des fonctions pour. lesquelles '
les smgulau'ltes €y, Cyy. . ., C¢ Ont disparu (4, A= 0) et qui ont fait '
- P'objet d’'un mémoire de M. Appel (,,Sur les intégrales des fonctxons v

a multlphcateurs“ J. de Liouv. 1884) :
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