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O počtu funkcí Prymových. 
Napsal Karel DusL 

' 1. Věta Riemann-Rochova1) pro funkce racionální na ploše 
Riemannově platí, vhodně upravená, také pro funkce multiplika­
tivní, t. zv. funkce Prymovy.2) Nejobecnější tvar této věty odvodil 
jsem v Rozpravách II. tř. 1923.3) V tomto článku odvozuji dů­
sledky speciální i obecné věty Riemann-Rochovy pro funkce 
Prymovy týkající se jednak počtu lineárně nezávislých těchto 
funkcí, jednak počtu lineárně nezávislých diferenciálů Prymo­
vých. — V literatuře2) uvedeny jsou tyto důsledky jen zčásti 
a neuspořádaně. 

2. Budiž F funkce Prymova I. systému mající k singularit 
c,, c2, . . . Cfe s příslušnými multiplikátory er27111^ (ju= 1, 2 . . . k), 
na řezech aVi bv plochy Riemannovy (v= 1, 2 . . . p) budiž multi­
plikátory<tr2nihv: e 2 ^* . Současně uvažujeme funkce Ff II . systému 
s týmiž singularitami c1: c2, . . ., c*, avšak se systémem multipliká­
torů e"-2;raV, er27tih'v, e27tig'v9 při čemž: 

^ + ^ + l = = o , gv + g'v = 0, hv + h'v = 0, 
0 = 1 , 2 . . . * , v = l , 2 . . . j > . (1) 

Znamenejme dále K a K' Prymovy funkce obou systémů, které, 
vyjímajíc body cu c 2 , . . . , c* jsou všady konečné na ploše Rieman­
nově. 

x) R i m a n n : G s. W rk 1876.: Roeh Cгell 64. 
Autor: „O důkazu obecné věty Riemann-Rochovy". Rozpravy I I . tř. 

1921, ë. 50. . 
2) P r y m F . : Cr llův journ. LXX. 1869. „Zuг Integгation der gleich-

z itigen Diff ŕentialgleichungen: — = = _ - = - - — . 

P. A p p ll : „Sur les intégrales des fonctions à multiplicateurs". 
LiouvШûv journ. 1884. 

P r y m - R o s t : Jubüejní spis „Theori der Prymschen Functionen 
I. . Ordnung/Ч 

H. F . B a k r: Abels Th or m p. 252. 
K r a z r -Wir t ingeř : Abelsch Functionen. Encyklopädi ï l t , 737. 
F o r s y t h : Th ory of Functions 531. 

'•) Autor: „O v t Ri mann-Rochov pro funkc Prymovy". Roz-
pravy 1923, . 27. 
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Uvažujme dále oba systémy integrálů Prymových /, /' a defi­

nujme je tak, aby derivace -j- byla Prymova funkce s multipli-
dx dF 

kátory e2na'ii,,e~2nih*, e27lig*, kdežto derivace -7— nechť přísluší 
multiplikátorům e2na^} e~27lih'v, e27li9'*. Součiny: >. 

i ^ Fdl 
dx' dx 

jsou pak racionální funkce na ploše Riemannově (majíce multipli­
kátory vesměs 1). 

Integrály nemající jiných singularit nežli místa c l5 c2, . . ., c& 
na ploše Riemannově (obdobné Ábelovým integrálům druhu 
prvního) označujeme V a V podle toho, kterému systému při­
náležejí. 

Má-li především kterákoli funkce Prymova P pólů (kromě 
míst c l5 c2, . . ., Ci) a N bodů nulových jest: 

N — P=Zkfi=— Í ( A ' „ + 1 ) (I) 
se zřetelem ku (1). 

Pro tyto funkce zní pak věta Riemann-Rochova: 
a) speciální: P + _ x _ q = p _ g ( I I ) 

b) obecnější: SX + m _ n _ q = p_h.- ( I „ ) 

Věta (II) platí, je-li všech P pólů dáno, věta (III) pak, je-li dáno 
m pólů a n nulových bodů funkce Prymovy prvního systému. 
Součtové znamení vztahuje se ke všem multiplikátorům L — 
Čísla g a h jsou t. zv. ,,přebytky", t. j . číslo g znamená počet lineárně 
nezávislých Prymových diferenciálů dV druhého systému, mají­
cích v P pólech funkce F body nulové, číslo h pak znamená počet 
lineárně nezávislých diferenciálů dV druhého systému, které v m 
daných pólech mají body nulové,, v n nulových bodech funkce F 
pak póly, vždy téhož řádu, jako příslušrié body nulové event. 
póly funkce F, ' 

Podle věty Riemann-Rochovy existuje pak q+\ lineárně ne­
závislých funkcí F (x) s poetem q libovolné volitelných nulových 
bodů, takže každou Prymovu funkci o těchže pólech resp. nulo­
vých bodech lze pak psáti jako libovolný násobek 

A(x) = 

F,(x) ...Fв+1(x) 
F1(ßí)...Fя+1(ß1) 

Fl (ßq) . . • Ft+1(ßq) 

(2) 

při čemž /?1? /82, . . ., f}q jsou předepsané body nulové; —-Obraťme 
se nyní k důsledkům věty Riemann-Rochovy. 
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3. Označme počet lineárně nezávislých Prymoyých diferen­
ciálů dV a dV písmeny co a co' pro oba systémy. Z věty Riemann-
Rochovy pro racionální funkce: 

K±t K'^~ 
dx' dx 

p I y n e : a»-=p—-l + 27(A+l) + a.- „ 
a>' = p — l + Z(Z+l) + a', * ' 

při čemž „přebytky" a a, a' udávají počet lineárně nezávislých 
Ábelových diferenciálů druhu prvního dv, které vymizejí v 

Nr = 2p — 2 + Z(X+l) 
resp. Nv = 1p — 2 + Z(.X+l) K ' 
nulových bodech diferenciálů dV resp. dV. Jelikož pák každou 
funkci K' druhého systému lze vyjádřiti tvarem 

„, dv -
K=ďv> 

při čemž dv a dV mají tytéž body nulové a V znamená některý 
z co integrálů prvního systému, tu, uvážíme-li, že poměr dvou 
diferenciálů dV téhož systému jest funkce racionální, je. patrno, 
že čísla o a </ udávají zároveň počet lineárně nezávislých funkcí Kf 

respí K druhého, resp. prvního systému. 
4. Velikost čísel o a </. Především z rovnice (I) vychází, že 

každá Prymoya funkce K nemající (kromě míst cM) pólů bude míti 
.' NK = J = — EQI+ l) = Zk (VI) 

nulových bodů. Analogicky pro funkce Kř jest: 
NK'=*=r — 2&+l) = EX. (VIO 

Při tom vzhledem k (1) jest: 
., = -_</-HO, (Vil) 

při čemž k znamená počet singularit cl9c2, •. ., c*. 
, Jedno z čísel s a s' jest tudíž vždycky negativní (nejspu-li 

obě =-= Ó pro k =-= 0). Jelikož pak počet nulových bodů Prymových 
diferenciálů dV a dV obou systémů jest podle (V) a (VII) 

, v" "V''."'--'. • "• •Ny^2p~2-s[ Z ' , y 

jest jedno z obou čísel JVV, N'v< vždycky vétSÍ, druhé menší nežli 
celkový počet 2p — 2 nulových bodů Ábelových diferenciálů dv 
druhu přviriho. 

Rozlišujme tyto případy: 
i &) Je-li s -i-s 0,;potom příslušné funkce Kf nebudou míti nulo­

vých bpdů^ánl pólů (kromě míst cu č2,. v > c*) tu jest o^l, neboť 
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diferenciál Ábelův druhu prvního dv má 2p — 2 nulových bodů. 
Eksistuje tedy jedna funkce Kf. Pokud se týče (/ tu z (VIII) je 
patrno, že pro s = 0 toliko pro & = 0 jest i o' = 1, Jen tehdy 
není-li míst c^, eksistují současně všady konečné Prymovy funkce 
obou systémů. Funkce ty nemají pólů, ani bodů nulových na 
ploše Riemannově.4) 

Taková funkce K' (pro k > 0) dá se eksplicitně vyjádřiti 
tvarem: 

k p 

S <An + l)/7f,a' +2*i 2 ihv + B¥)v*>* 
i ^u>m * r 

K' = A<ř=l v=í (IX) 
v němž a, m jsou libovolná místa plochy Riemannovy, ostatní 
označení obvyklé v teorii funkcí Ábelových; p konstant íř, nutno 
voliti tak, aby bylo vyhověno p kongruencím při přechodu vitého 
řezu bv, v = 1, 2 . . . p plochy Riemannovy: 

k 

Z(X(t,+ l)vv
c«m + gv + h1Tv,1 + h2Tv,2+ . . . + hpTr,p^0, 

T=l,2...p (X) 

Ti,jc jsou moduly periodicity integrálů prvního druhu na řezech bv. 
Avšak jen tenkrát, lze-li systémem multiplikátorů vyhověti 

kongruencím (X), existuje funkce Kf. Není-li míst c^ (Xu = 0), 
jest také 

K = ~ (XI) 

s p podmínkami (X). 
Jestliže je &>0, jest o' = 0 a,funkce K neeksistují vůbec. 
/?) Není-li s = 0, nýbrž s > 0, pak eksistují funkce K', tedy 

jest o > 0, avšak neeksistují funkce K t. j . c/ = 0. Největší možný 
počet nulových bodů funkce Kf jest s = 2p— 2. Pak jest Ny = 0 
a o = p. Je-li tedy obecně 8 = 2p — 2 — r, r > 0, jest o počet 
Ábelových diferenciálů prvního druhu, které v r nulových bodech 
dV vymizejí. Nejmenší počet lineárně nezávislých funkcí Prymo-
vých K, Kf obou systémů jest tedy 0, největší = p, nejsou však 
současně eksistentni funkce obou systémů vyjímaje pro o = of = 1, 
k = 0 t. j . pro speciální funkce bez singularit c^ 

y) Jestliže je 6 - 0 a nejsou-li splnitelný daným systémem 
multiplikátorů kongruence (X), jest cr = </=-= 0 , t . j . lieeksistůjí 
pak ani itíhkce BJ, ani K. 

5. Počet to a <JO' Prymových diferenciálů dV a dVi 
Jelikož na základě (IV) a (VI) jest: 

(o-p~l~s + o Y T T 

• , a/^p^l + s + k + </9 , \ { • 

*) Porsyth : „Theory of Functions" 531, fi, Weyl: Die Idee der 
Riemaainschen Fláche sir. 128. -
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jest pro 
a) s = Q,; cr= 1, a = 0 , k>0 

ú> = p, a>' = p + k — 1 (4) 
P) s = 0> a= 1, a'= 1, k = Q 

O) = p, o>' = p 

y) s=2p — 2, a = p, </ = 0, o> = 1. (6) 
Pozdily OJ — a resp. OJ — a' jsou vždy positivní, nebo rovny 

nule. Počet Prymových funkcí K jednoho systému rovná se nej­
výše počtu lineárně nezávislých integrálů V téhož systému. J e 
to přímo patrno z toho, že na př. každou funkci K\ (i = 1, 2 . . . a) 
lze lineárně vyjádřiti OJ lineárně nezávislými integrály téhož sy­
stému. Bude pak eksistovati a lineárních rovnic tvaru: 

K\ = h,1V\ + h^V\+...+h^V'^+X i=l,2,...a (7) 

a tudíž OJ > a. 
5. Nejmenší počet pólů funkce Prymovy prvního systému. Uva­

žujme, jak souvisí počet daných pólů (P) Prymovy funkce prvního 
systému s přebytkem g v Riemann-Rochově rovnici (II) a s číslem OJ. 

Celkem jest OJ' lineárně nezávislých diferenciálů Prymových 
dV druhého systému, číslo g znamená pak počet oněch, které 
vymizejí v P .daných pólech Prymovy funkce F. Je-li tedy tento 
počet roven, anebo větší než OJ, jest c/-=0, t . j . 

pro P = a>' + r jestc/ = 0 
„ P = OJ' „ g = Q (8) 
„ P r r z : C 0 ' r - r „ C/ = T, 

při čemž r znamená kladné číslo celé. Jestliže 

P=OJ,+ 1 

má příslušná funkce Prymova podle věty Riemann-Rochovy (II) 
oj +l + £X — p+l . . . 

konstant, což podle (IV) dává hodnotu 

konstant. - . Í + 1 - - . C / + 1 . ~ (XIII) 
a) Jestliže je a' = 0, t . j . neeksistují funkce K, bude jediná 

funkce {určená až na arbitrární multiplikativní konstantu) s přede­
psanými OJ' + 1 póly. Podle pouček (I) a (IV) bude ta to funkce 
míti a/ + 1.+ 2% = V- bodů nulových. Funkce s a>' + r póly (i pro 
r = 0) bude podle těchže pouček obsahovati a'. + r nezávislých kon­
stant, avšak funkce s OJ' — r póly btide míti toliko 
.,-., •;', < . 0)> — r+£X-<-<p + r+ l = c/ 

konstant. Pro c/ = 0 jest tedy nejmenší .přípustný počet přede­
psaných pólů P=ÚJ'+L 
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/S) Je-li o'>0 jest nejmenší počet pólů roven nule (pro funkce K), 
avšak pak opět eksistují funkce až s poetem a/ -f- 1 pólů; obsahujeť 
funkce s co' — r danými póly toliko o' konstant. Avšak Prymova 
funkce s předepsanými póly obsahuje nejméně o' + 1 konstant, 
neboť funkci cxKx + czK2 + , . . c<,»Ka* lze vždy připočísti, aniž se 
počet předepsaných pólů změní. 

Pro funkce bez singularit c l 3c2.. .c& jest jednoduše pro P=p-\-r, 
g ~ 0 a g = r a tedy pro P = p jest g = 0, q = 0, t. j . eksistuje 
jedna funkce s p danými póly a danými multiplikátory. Jejích p 
nulových bodů jest určeno p kongruencemi tvaru (X) pro pře­
chod řezů bv plochy Riemannovy. 

6. Přebytek h v obecné rovnici (III) Riemann- Rochové udává 
počet Prymových diferenciálů dl' (lineárně nezávislých) majících vm 
pólech body nulově a v n nulových bodech póly. Konstřuujeme-li 
racionální funkci: A v . ""~ ~~~ 

1 dx 
tak, aby měla body nulové v m nulových bodech diferenciálů dl' 
a v s' nulových bodech funkce K póly v n předepsaných pólech 
diferenciálu dl' bude počet těchto racionálních funkcí udávati pře­
bytek h. Konstrukce konečné funkce K bude závislá na poučkách 
ddst. 4 tohoto článku. .- •. 

Sur le nombre de fonctions á multiplicateurs. 
( E x t r a i t de 1'article precedent.) 

L'auteur considěrě, ďaborej, les nombres o et o' de fonctions 
K, K' linéairement indépendantes, appartenant á deux systěmes 
de multiplicateurs X, X, g, g', h, h! de Prym et n'admettant pas 
ďautres singularités que les points cx, c2, . . ., c* auxquels se ratta-
chent les multiplicateurs A, X. II rappelle, dans la suitě, les nombres 
o) et co' ďiijtégrales V et V de Prym qui ne sont iňfinies qu'aux 
points c{, c2, . . ., cic de la surface de Riemann. Ces intégrales four-
nissent une analogie parfaite avec les intégrales ďAbel de la 
premiére espěce. En partant du théorěme de Riemann-Roch pour 
de telles fonctions, Tauteur calcule le nombre de fonctions linéaire­
ment indépendantes, a déux systěmes de multiplicateurs, pour 
lesquelles: 

1. touš les póles P = a/ + r sont donnés; 
2. les m póles simples et les n zéros sont donnés sur.la surface 

de Riemann. 
L'auteur s'occupe, en particulier, des fonctions pour lesquelles 

les singulairiťés cl9 c2,. •» ., Ck ont disparu (A, X = 0) et qui out fait 
Fobjet d'un mémoire de M. Appel („Sur les intégrales des fonctions 
A multiplicateurs"/J.de Liouv. 1884). 
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