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Nebyla by úplnou naše vzpomínka, kdybychom se nezmí­
nili o trvalém pomníku, jejž zesnulý si vystavěl novým elektro­
technickým ústavem čes. techniky, po němž dlouhá léta toužil, 
jsa nucen své přednášky o oboru tak důležitém a nákladných 
strojů, apparátů měrných i demonstračních vyžadujícím prostředky 
velmi skrovnými odbývati v místnostech nedostatečných. Vytrvalé 
jeho snaze podařilo se za všestranné podpory professorského 
sboru dosíci toho, že nový, všem moderním potřebám hovící 
ústav mohl býti r. 1906 svému účelu odevzdán. Bohužel, ne­
mohl se dlouho těšiti z úspěchu úmornou vytrvalostí dobytého. 
Odešel a nevrátí se víc. Odešel v něm učitel šlechetný, pracovník 
neúnavný a muž poctivý, charakteru nejryzejšího. Čest budiž 
jeho památce! Prof. dr. B. Kučera. 

Riemannova theorie o počtu prvočísel v daných 
mezích. 

Napsal Bohuslav Hostinský. 
(Dokončení.) 

Je-li x číslo celé, doplníme definice funkce / (x) takto: 

/ (x) = 2 bn — ^ = 2 K + %-. (37b) 

n=\ -• n = l -5 

f (?) jest funkce nespojitá, ale pro každou hodnotu x jest 
lim / - ( s- f l + fOE + ď) 
*_.0 2 — / W -

Poznamenejme ještě, že z Eulerovy rovnice (1) následuje 
log .w--fҶ._i)-,(£+£+£ + ...) 

J, Ъn 
~ *=1 w*" 

Kiemannovu rovnici (38) formuluje Landau tímto způ­
sobem : 

7 ^ 1 r sl09 i (S) 1 7 • 1 r X W °n J 
i=,oo 2^ř J s 2 = c o 2m J sn=i ns 

2-7/ 2-Ti (40^ 

=/00, T>0. 
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Poněvadž jest dle (37 a, b) a (39) pro každé kladné x 
2 W w b 1 i+r [x] /xVds 

lim f — 2 ^jds= lim-±r- f 2 bn ( - ) - = / ( * ) , T_WJ sn=i n!
 7_a> 2m J n_x \n) s J w ' 

O Tř O .Ti ' 2 —Ti 2—Ti 

stačí k důkazu rovnice (40) dokázati, ž^ 
2+7? 

Sn=[*} + inM 
U m - l f ^ 2 -ds = 0. 

т=o= Lni J 
2—Ti 

Integrál я=љ, 
vzatý podél obdélníka s vrcholy 5 = 2 — Ti, w — Ti, w + Tiy 

2 + Ti (w reální a kladné) rovná se nulle. 
Předpokládejme 

0 < y < 1, w > 2. 
Pak jest (následující integrály jsou vesměs přímočaré) 

2+Ti 

2 - T ѓ 

w— 7 w+7'ѓ 2+Гi 

/í*= /f*+/í*+/f ÍÍS 

2—7* 

2 

w — 7 2—27 

2 —-T 

(9. . . reální část s). 
Pro lim u? = co jest 

2+Ti 

f**џi/**==4 ty' 

2—Ti 
log y 

Ъn Rada £ —-m jest pro 0 = 2 absolutné a stejnoměrně 
n_=i ns 

konvergentní; z toho vyplývá, že 

2-v- Ti 

J Sn=[я\ + lПs 

2—7i 

,-? J Ь n | ( . ) ' 
ж «=м+- __Txoq_ 

y n 
2x* 

Tlog (м + i) 

00 

V 6.1 
n=W+l 
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Limita posledního výrazu pro T = oo jest nulla. 
Tím jest rovnice (40) dokázána; za integrační čáru mohla 

by býti volena přímka procházející bodem s = a na reální ose 
a rovnoběžná s osou imaginární, jen když a > 1; na hodnotu 
integrálu tato změna nemá vlivu. 

19. Považuje-li se funkce f(x) za známou, najde se F (x) 
z rovnice (37). Tuto inversi rovnice (37) lze provésti methodou, 
kterou udal Mobius (51). 

Definujme funkci ft (n) pro každé kladné celé číslo n ná­
sledujícím způsobem: 
(i(n) = 0, je-li n dělitelno čtvercem nějakého prvočísla, 
n(l) = fi(n) = 1, je-li n rovno součinu ze sudého počtu 

prvočísel, a 
[x(n) = — 1, je-li n rovno součinu z lichého počtu prvočísel. 

Napíšeme-li rovnici (viz (37)) 

m. f (})=mF())+^F(f)+mF(i:)+... 
pro n = 1, 2, 3 . . . a sečteme-li všecky řádky takto vzniklé 
(těch řádků není nekonečně mnoho, poněvadž od jistého in­
dexu n počínaje redukují se všechny další na identitu O = 0), 
obdržíme 

Součet na levé straně jde od n = 1 tak daleko, pokud 

není f(x^ = 0. 

Koefficient Am při F(xmj na pravé straně jest — 2 \i (d)9 

vztahuje-li se tento součet na všecky dělitele čísla m. Neboť 
i 

je-li d takový dělitel, tedy m = d.e, vyskytuje se F (xmj 

= F ( V * 0 v řádku d-tém s koeficientem ^ - = - ^ - ; v y de m ' 

není-li ď dělitelem čísla m, nevyskytuje se F (xm) v řádku 

ď-tém. 
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Bude tudíž 

F{z) = j:£%Lf(*), (41) 

platí-li rovnice 
J?,*(d)=0, 

v které se vztahuje součet na všechny dělitele d libovolného 
celého čísla m. 

Jsou-li pl} p2... pv všecka prvočísla, jimiž jest m děli-
telno, tedy 

m=p*> .K*...př, 
jest každý dělitel d čísla m, pro který u (d) žg O, (který tedy 
není dělitelný čtvercem prvočísla) zároveň dělitelem čísla 

m'=p1 .p2...pv 

a naopak každý dělitel čísla mé jest dělitelem čísla w. Součet 
S\i(d) má pro m i mé stejnou hodnotu. Všecky dělitele čísla mf 

obdržíme roznásobením součinu 

( 1 - ^ ) ( 1 - ! > , ) . . . ( 1 - f t ) 

a sice vyskytne se zde každý dělitel d se znamením -f- nebo — 
dle toho, je-li d rovno součinu ze sudého neb lichého počtu 
prvočísel, t. j . fi{d) rovno bud 1 nebo — 1 . 

Počet dělitelů prvního druhu jest 

— 1 . v(v-l) . y(v-l)(v-2)(v-3) , 
*i — i •+• 1 2 -t- 1 . 2 . 3 . 4 "V • • • > 

počet dělitelů druhého druhu 

i/ (v — 1) (v — 2) 

+ 
1 . 2 . 3 

v f> — 1) (v — 2) (v — 3) 0 — 4) 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 ' " ' " 

Dle binomické věty 
Nt — N2 = (1 - 1)" = 0. 

V součtu 2 ft (d) jest právě tolik členů rovných 1 jako členů 
rovných — 1 a tedy 

2 u (d) = 0. 
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20. Analytický výraz pro funkci f(x), zbavený již zna­
mení integračních, odvozuje Riemann z rovnice (38), odkud eli­
minuje 

log £ (*) 
s 

rovnicí (31). Poněvadž by však jednotlivé členy z pravé strany 
této rovnice, dosazeny byvše do (38), vedly k divergentním 
integrálům, transformuje Riemann dříve integrál (38) dle vzorce 

' lo9 £00 „_^ _ x* lo9 £ («) 1 r„s d l°9 % (s) ds rl°y^x<as=1
x' *»*-•<')—•rt-íx'4-

J s log x s log xj ds s 
V mezích a — oo i . . . a + QO i (které zkrátka naznačíme 

písmenou R položenou pod znamení integrační) jest 

f____c_? **._- - -J-- r^i-^i-^ids, 
J s log x J ds s 7 

a R 

neboť (viz odst. 10.) j £(s) | jest na integrační čáře obsažena 
stále v konečných mezích a nemůže se rovnati nulle. Máme 
tudíž 

lni log x.f(x)= - f . xs __̂ __-L_£_ ds. (42) 
u 

Do pravé strany této formule jest dosaditi za 

d log l (s) 
ds s 

řadu, která vznikne, derivujeme-li na pravé straně rovnice (31) 
člen po členu. Integrál v (42) rozdělí se tak v nekonečnou řadu 
integrálů, jejichž výpočet vede k definitivnímu vzorci pro/(#). 

Touto cestou našel Riemann rovnici (43), která jest sice 
správná, ale její správnost nevyplývá bezprostředně z naznače­
ného postupu. Neboť jest třeba dokázati, že nekonečná řada na 
pravé straně v (43) konverguje a to k takové hodnotě, že pravá 
strana skutečně se rovná levé. Tento důkaz provedl poprvé 
Mangoldt (40, 41) ve formě nad míru složité. Mnohem jedno­
dušší důkaz podal v nejnovější době Landau (36); viz též 
odst. 14. 

Omezím se zde na Riemannovo formální odvození rovnice 
(43) s podrobnými údaji o čarách integračních. Při derivaci 
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pravé strany v rovnici (31) odpadá clen —|--- a zbývají čtyři 

členy; příspěvky těchto členů k integrálu (42) budtež A, B, C, 

2*ri log x .f{x) = A + B + C + D. 
Výpočet jednotlivých členů (ef. (39)): 
a) 

••Г-*ф* = -**Џ]+f***-Ą J -* 
R 

= — 2л:г log x . log 2; 
Ъ) 

B— Г- đ l°9 ( s ~ 1 } n i t ^ i - i ) ^ - V log (s-1)1 
J ds s s \H 

— jxslog 
R 

яfo£ÇL=_)л. 

Budiž /3 reální číslo nejvýše rovné 1, a 

• Mr-1) 
<P(P)=J K— itfl Ii 

Logarithmus na pravé straně jest pro bod s = a, v němž inte­
grační čára protíná reální osu, reální (a > 1), je-li /? > 0. De­
rivace funkce gp (/3) vypočteme kladouce 

8 — @ = s', a — fi = a4 

(tedy a' > 0): 
ar+ico 

<7qp __ {* x* ds xP rxs' ds* . __* 
dí3-J (§-8)(I—~TJ~*~-~~ T 

R a{—ico 

1 Integrujeme-li y z — <x> do 1 podél čáry. jež se vy-

hýbá bodu w = 0 pod reální osou, jest jednak (odst. 16.) 

f*3&t du = _ 2« fX^ = - 2xi(Li(x) + ni), 
— oo • — o o 

1 

jednak f ^Mdu = <p{V) —9 (-oo). 
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V poslední rovnici jest <p (— GO) limita, ku které se blíží 
<p (u), vzdaluje-li se u z bodu w = 1 do w ~ ~ o o podél inte­
grační čáry, t. j . podél reální osy až na okolí bodu u = O, 
jemuž se vyhýbá hodnotami s imaginární částí zápornou. Tímto 

přechodem zvětšuje se argument výrazu j 1 j od nully do 

-f ni. Z toho vyplývá, že logarithmus za integračním znamením 
ve vzorci pro (p (P) se redukuje pro lim /3 = — oo na 

log ( - 1) = + ni, 
je-li s bod integrační čáry B. Jest tedy 

9 (— oo ) = / — x8 ãs = + ттi . 2яi 
*/ S 

f ã-VP-ãu = y(ľ)-m.2m. 
du w 

Integrál na levé straně byl vyjádřen též integrallogarithmem; 
srovnání obou rovnic vede k výsledku 

<p (1) = — 2ni Li (x). 
Pravá strana rovnice pro B jest rovna — log x . <p (1), tedy 

B = 2/n log x . Li (x). 
< c) 

r d
 log(1Jrii) 

Cn = — x°4- '-ds,C=2 Cn. 
J dS S n=l 
li 

Analogickou redukcí jako v případě b) obdržíme 
l0g(l-*\ 

Cn = log x . * ( - 2n), tf (/J) = f ——--+ x*ds; 

»*/(i-f)" 
jest reální pro s = a a p < O, tedy \p (— oo) = 0. 

Z rovnice 
dý (u) r #* ds 9 . xu 

dn J (u —- s)u n 
JÍ 

27 
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následuje, že 
p 

f-Jj& du = y (0) - y, (- oo) = -> ((i) 
— o o 

a tedy 
P X 

, ra n . rxudu . r vP~l dv ~ 
i) (B) = — 2m / = — 2m / —= #/? = v. 

J w *J log v 
00 °° 

Máme tedy 
oo x _ j oo 

2 i> (— 2n) = — 2-Í / -/-'— .5 M-2" ďu »=, J % « »=t 
00 

0 0 -I 

— 9 ' C———^—— 
— J x(x*-l)logxy 

X 
oo 

00 r dx 
C=logx. £ V ( - 2») = 2«i % * / g ( g , _ ^ ^ % 

d) 

/3 = — + a*; « jsou kořeny rovnice £ (t) = O, jejichž reální 

část jest kladná. /3 jsou tedy komplexní kořeny rovnice £ (5) = O 

(odst. 10.), Binom Ji ) nemůže se rovnati nulle pro žádné 

u, jehož reální část jest menší než 1 (tudíž také pro žádné /3; 
viz odst. 10.), poněvadž. podél integrační čáry R jest reální část 
a integrační proměnné s větší než 1. 

Z toho následuje, že log J i J, jenž jest reální pro 

s = a a u záporné, jest jednoznačný pro všecka uy jichž reální 
část jest menší než 1. 

Stejnou redukcí jako v předešlých případech obdržíme pro 
komplexní kořeny p 



áOЗ 

log (l — 4r) fi, 
C \ * / , rdy (u) 

i í —00 

ŕïtø 

= -2nif x
Hdu 

integrační čára jde rovnoběžně s reální osou, nad ní, je-li r. č. /3 
kladná, nebo pod ní, je-li r. č. záporná. Jest tedy 

D = + logz2«W=- 2ni log x si f ^ + fX^\ p a\ J u J u 
' \ 00 00 

Jeden z obou integrálů v závorce má horní mez s imaginární 
částí positivní, druhý s im. č. negativní (pro každé a). Dle 
odst. 16. možno tedy psáti 

D = — 2ni log x 2 \Li (x^+ai) + Li (x^ai)\ 

Definitivní vzorec prof(.z): 

f(x) = Li (x) — 2 lLi (<c» + a / ) + Li (x^~ai)~\ 

+ fx(x«-Xl)logi;-log2 

(43) 

(„Riemannova formule"). 
Poslední člen jest v původním pojednání Eiemannově ne­

správný; nalézáme tam (61 1. vyd. p. 143.) + log £ (0) místo 
správného — log 2. Tento omyl opravil Genocchi (15). 

21. Z rovnice (43) dokázal Mangoldt (43) poprvé, že 

Um -f^- = 1. (44) 
*=<» L^ (x) v 

Vzhledem k (36) lze psáti tuto rovnici také 

UmZ@J°£*=1. (45) 

Rovnice (44) vyjadřuje v přesné formě zákon předpověděný 
Gaussem (14). 

27* 
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Mangoldtův důkaz formule (44) není zcela jednoduchý; 
rovněž jest komplikovaný důkaz, který uveřejnil o málo později 
Valleé-Poussin (72). Jednodušší důkaz podal Landau (37). 

Zajímavo jest, že lze rovnici (44) jednoduše odvoditi z věty, 
že součet logarithmů prvočísel p menších než x jest asympto­
tický k x, t. j že 

2 log p = (1 -f- a) x, lim 5 = 0 pro lim x = co. (46) 

Cahen (4, 5) se pokusil o důkaz této poslední věty methodou, 
kterou dříve naznačil Halphen (76); v podstatě jest podobná 
tato methoda Riemannově methodě užité při odvození formule 
(43). Avšak Cahenův důkaz není přesný; doplnění jeho důkazu 
vyžadovalo důkaz věty, že funkce £ (s) nemá žádný nullový bod 
tvaru 1 + ai (<T reální; viz odst. 11.). Teprve když tato věta 
byla dokázána, bylo možno zdokonaliti Cahenův důkaz tak, že 
o správnosti rovnice (46) není již pochyby. Přesný důkaz pro (46) 
podal Hadamard (22, 23, 24) a téměř současně s ním Yallée-
Poussin (72), jenž naznačil také následující důkaz (71) rovnice 
(45) na základě rovnice (46): 

Rozdělme všecka prvočísla p menší než x na dvě skupiny 
tak, aby prvočísla p' první skupiny a prvočísla p" druhé sku­
piny vyhovovala nerovnostem 

X <p' <x, p" <j^—] 2 logp1 + 2 logp" = 2 log p. 
logx 7 logx 

Dle rovnice (46) jest 

Um2lp"*) ( l + O _ Q 
l™ £ lp (1 + s) Ix ~ °' 

ežto lim s = lim s' = O pro lim x = co . 

Z toho následuje dále. že 

7. 2lp' 7. 2lp—2lp" 
lim -^y- = lim — £ - v - 7 — — = 1, 
*.=«, 2 lp a=M 2 lp ' 

tedy 
2 lp* = (1 -|- 8) fy Hm 8 = O pro lim x = oo . 

Součet 2lp* se nezmění, nahradíme-li každý jeho člen jistou 
střední hodnotou mezi prvním členem, jenž jest větší než 
Ix — llx a posledním členem, jenž jest menší než lx\ poněvadž 

*) IN zkráceně místo lo# Ar. 
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jest počet členů onoho součtu F(x) — l'\j-\ obdržíme 

(lx -- © llx)ÍF(x) - F (~)\ = (1 + 6) x, O < © < 1. 

Tato rovnice dokazuje, že 

*™[FM-F(Í)]T=1' ( 4 7 > 
Vzhledem k nerovnostem 

1 _ 2lp F(x)l2 _ Slp F(x). to 
~ 2lp > (1 + £);» ' Zip <(l + e)x 

jest jednak 

lim™E *] lf- - k ' 'ÍMjLs!p * ( s ) • ~x - v* 
a tedy (cf. (47)) 

jednak 

lim sup v(#) .*— ^=k 1 + ү--7 
ІC—= 00 Ж l -J 

ïíw ш/**) — — = 1. 
Я ľ = 00 Æ 

X 
Spojíme-li obě poslední nerovnosti, kladouce v nich j -

místo ./, vidíme, že hodnota výrazu 

F(x\ lx(lx — llx) 
\lx)' x 

jest stále obsažena v mezích l a l - ) - - - , t. j . 
IZ 

X 00 \ *'•*'/ - ^ 

Rovnice (47) se redukuje tudíž na (45). 

*) lim sup. značí hořejší limitu ve smyslu Ganchyově (>la plus grande 
des limites«, viz Encyclopédie des sciences math. I. 3. 19. aneb Goursat, 
Gours ďanalyse t. I. p. 370'. 

**) lim inf. značí dolejší limitu ve smyslu Ganchyově. Viz předch. 
poznámku. 
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22. Asymptotickým zákonem (44) není ovšem vyčerpán 
obsah formule (43). Kdybychom v f43) podrželi toliko první 
člen, obdržíme vzhledem k (41) vzorec 

F(x) = 2:^Liíxn\ (48) 

jenž udává F(x) přesněji než Li(x). K úplně přesnému vy­
jádření funkce f(x) a tudíž i F(x) jest třeba znáti kořeny a 
rovnice £(tf)_=0, jak ukazuje formule (43). O rozložení těchto 
kořenů v rovině t, které patrně souvisí s rozdělením prvočísel 
v přirozené řadě čísel, nebyla však dosud podána přesná the-
orie; viz odst. 25. 

Přes to se však podařilo odhadnouti do jisté míry stupeň 
přesnosti, s kterou vyjadřuje Li(x) funkci f(x). 

Z rovnice (44), kterou možno psáti takto: 

-̂ ___r_í__=o 
*=oo F(x) 

vyplývá, že relativní chyba konverguje k nulle, roste-li x do 
nekonečna; pro dosti veliká x může se státi absolutní chyba 
F(x) — Li(x) libovolně malou částí F(x). 

Phragměn omezil řád chyby zdola (55^ 57 \ viz též po­
známku v 30): 

i 

Eozdíl f(x)—Li(x) nemůže býti řádu nižšího než x2. 
Aby to dokázal, uvažuje Phragměn integrál 

00 

fíf (x) — Li (a?) I x-8-' dx, « > 1. 
a 

Patrně jest 

flЛ(x).x-8-Ыx = ^Ц^ + 1-f 
xx~* dx 
log x} 

a 

00 % ' 

- f _ " _ _ _ _ / « „ r . _ i \ _ í 
log x 

t» oo %a 

Px-'dx fe~H du _ , .. ri — e~* 
I _ / _ __ lQgfS — l) / fa 

J log x J u * J u 
{8—\)loga (s-l)loga 
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a tedy 

(49) 
log a oo 

• — Li (a) a~s— / du — / < 
s J u J u 

'— íe 1 ^ Inrt r* lilst .-i» • 

• ) . 

•du 
u 

(_—l) log a log a 

Zavedeme-li v rovnici (32) integrační proměnnou u místo z 
rovnicí z = —- u9 obdržíme 

tí log a co 

_ W_m (-/-£-/-"£)-/«-*,.>o. 
Připojíme-li k prvnímu a k druhému integrálu 

— d log a 

/
du rdu 

— resp. / — , u J u 
— log. a f) 

nezmění se nic; poněvadž součet těchto posledních dvou inte­
grálů je roven nulle; vychází 

— ff log a oo 

Li (a) ____: lim ( / du + / du I — / 
J__()\-I u J u I J u 

-log a d ' l°ff<* 
log ct o, 

____. / du I -— du. 
J u J u 

— log a log a 

Trojčlen v závorce na pravé straně rovnice (49) před­
stavuje celistvou funkci proměnné s a pro s = O rovná se 
(vzhledem k poslední rovnici) nulle, tedy 

/
Li(x) Í C ~ , _ 1 dx = —- ^-——^-—tL -f- celistvá funkce s. 

s 
log (s — 1) 

Připojíme-li k této rovnici rovnici (38a), máme 

jj>(_) - _„(_)]_-— ^=_-^-___r_U_l___l + cel. f. ,. 

*) x—? a /og(s—-1) jsou reální pro s>l. 
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1 

Kdyby byl rozdíl / ( # ) — Li(x) řádu x2
 ; kde t značí 

libovolně malé kladné číslo, měl by integrál na levé straně 

platnost pro každé 8, jehož reální část by byla větší než ~ — «. 

To však není možno, poněvadž by logarithmus na pravé straně 
musil zůstati konečný pro zmíněné hodnoty s (funkce £(s) m 
totiž dle odst. 10. míliové body, jejichž reální část není menší 

n ž i)-
Phragměn (55; viz též 58) odvodil též větu; že neexistuje 

pro proměnnou x žádná mez; nad kterou by výraz 

f(x) — Li(x) + log2 

neměnil znamení, a sice uvádí tuto větu jako speciální případ 
obecnějšího theorému. Landau (35) zjednodušil Phragměnovy 
důkazy. 

Ěád rozdílu vyšetřoval zcela jinou methodou Yallée-
Poussin (72), jenž došel k výsledku, že chyba; která vznikne, 
hahradíme-li funkci F(x) integrallogarithmem Li(x), nemůže 
býti větší než 

logx h\jT^-x 

X ' 

jsou-li a a b konstanty. Z toho následuje věta; že žádná ko­
nečná formule nemůže funkci F(x) lépe nahraditi, než Li(x). 
Vallée-Poussin důkaz neprovádí; podobnou větu udal už Ůe-
byšev 67. Viz též Landau 34.) 

O výpočet oscillací funkce f(x) pokusil se též Lorenz (39) 
metliodou odlišnou od methody Eiemannovy, nedošel však 
k uspokojujícím výsledkům. 

23. Důsledky Eiemarinovy formule shodují se s direkt­
ními výpočty prvočísel, která jsou sestavena v tabulkách až 
do 9 milionů (Burckhardt 3, Chernac 8, Ďase 9, Glaisher 16). 
Meissel (45) udal zvláštní methodu, kterou lze ustanoviti počet 
prvočísel v daném intervallu, aniž by bylo třeba každé prvo­
číslo v tom intervallu zvlášť vypočítati a určil tak počet prvo-
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čísel obsažených v prvním stu milionů (46, 47) a v první mili­
ardě (49). 

Dle Meissela jest 
FX109) = 50847478. 

Meissel opravil též některé chyby v Burckhardtových 
tabulkách (48, 49) a na základě jeho methody podnikl Bertel-
sen (18) rozsáhlou revisi starších tabulek. 

Pro pravou stranu rovnice (48) sestavil Gram (17) tabulky 
až do x = e20, jakož i pro ex a Li(ex) až do x = 20. Mimo 
to sestavil podrobné tabulky pro F(x) až do x = 108

; a tabulku 
pro srovnání F(ex) s Li(ex), pokud x <: 15. 

24. Pravá strana rovnice (43) bývá uváděna v rozličných 
formách (viz na př. 47 n. 56). Pro studium funkce F(x), ze­
jména pokud se týče řádu difference F(x) — Li(x), jsou důle­
žité práce Kochovy (31, 32, 33). Koch dokázal totiž, že se dá 
pravá strana formule (43) rozděliti na dvě části: 

f(x) = f1(x)+-f2(x) 

tak, že /j (x) jest řada absolutně a stejnoměrné konvergentní 
a/ 2 (#) J e s t P™ všechna x menší, než jistá konstanta. V pů­
vodní Riemannově formuli (43) není řada integrallogarithmů ani 
absolutně ani stejnoměrně (představuje funkci x nespojitou) 
konvergentní; aby konvergovala, musí býti její členy seřaděny 
dle rostoucích reálních částí kořenů a. 

Důkazy Kochovy jsou značně dlouhé a nebyly dosud zjedno­
dušeny. Mellin (50) poukázal k tomu, jak souvisí Kochova 
theorie Riemannovy formule s theorií Mangoldtovou. 

25. Rád rozdílu F(x) — Li(x) nepodařilo se dosud stano­
viti. Přijmeme-li Riemannovu hypothesu, že všechny kořeny 
rovnice £(0 -=0 jsou reální, t j . že všechny komplexní kořeny 

rovnice Š (s) = O mají reální část = -, lze dokázati (Koch 

31. 32 33)) ž e J e s t stál-6 (k. . . konstanta) 

j F(x) - Li(x) \ <:Jclogx.\/x7 (50) 
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Tento výsledek dá se dle Holmgreena (28) odvoditi též 
z prací Vallěe-Poussinových, které jsou od Kochovy theorie 
nezávislé (ovšem též za uvedeného předpokladu o kořenech 
rovnice f (t) = 0). 

Důkaz věty, že všechny kořeny rovnice £(t) = 0 jsou 
reální, jenž by ve svých konsekvencích byl důležitý pro theorii 
funkce F(x), nebyl dosud podán. Že ta věta je asi správná, 
tomu nasvědčují Gramový numerické výpočty kořenů rovnice 

£• (s) = O na přímce r č. s = -= (odst. 12.) 

Stieltjes (26, Lettres a M Leffler; 6~>) podal velmi zají­
mavý návod, dle kterého by se snad ta věta dala dokázati. 
Podle Stieltjesa plyne tato věta z věty, že řada 

i*-?- (51) 
* = i ns 

jest konvergentní, je-li reální část s větší než - Neboť kdyby 

řada skutečně za této podmínky konvergovala, představovala 
by (Cahen, ;) p. 102) analytickou funkci proměnné s konečnou 

v části roviny omezené na levo přímkou r. í. 5 = CT. Tato 

funkce by však koincidovala pro r. č. s > 1 s funkcí -r-r-r, 

jak plyne z Eulerovy rovnice: 

JL-i j í l U— víiM. 
t(s)~ \ p°) — ~ n° ' 

řada (51) by tudíž pro r. c. s > představovala funkci 
2 l řW 

Je-li r. č. s > => nemůže se dle toho £(s) rovnati nulle. Žádný 

komplexní nullový bod sQ- funkce g(s) nemůže však také býti 

na levo od přímky r. č. s = - , poněvadž by bod 1 — s0, jenž 

jest na právo od téže přímky, rovněž musil býti nullovým 
bodem. Zbývá tedy jediná možnost, že všechny komplexní míl­
iové body funkce t(s) leží na té přímce. 
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Konvergenci řady (51) pro s r l , t. j . rovnici 

j>(*) _ 0 
«=i n 

dokázali Mangoldt (42) a Valěe-Poussin (72) různými metho-

dami. Důkaz, že řada r51) konverguje ještě, je-li r. č. s > -, 

redukuje Stieltjes (4me lettre á M. Leffler, 2(J) na větu, že 

1 #z 

Ymnl?
{n) 

zůstává v konečných mezích pro libovolně veliké m. Kdyby se 
podařilo dokázati tuto větu, byla by dokázána Kiemannova 
hypothesa, že všechny kořeny rovnice f (t) = O jsou reální, 
i Kochova věta (50). 
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