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Nebyla by uplnou nafe vzpominka, kdybychom se nezmi-
nili o trvalém pomnfku, jejZz zesnuly si vystavél novym elektro-
technickym tstavem &es. techniky, po némz dlouhd léta touzil,
jsa nucen své pFedndky o oboru tak dileZitém a nékladnych
strojii, apparatd mérnych i demonstraénich vyZzadujicim prostiedky
velmi skrovnymi odbyvati v mistnostech nedostateénych. Vytrvalé
jeho snaze podafilo se za vSestranné podpory professorského
sboru dosici toho, Ze novy, vSem modernim potfebdm hovici
istav mohl byti r. 1906 svému udlelu odevzddn. BohuZel, ne-
mohl se dlouho tésiti z dspéchu dmornou vytrvalosti dobytého.
Odegel a nevrdti se vic. Ode&el v ném utitel §lechetny, pracovnik
netinavny a muZ poctivy, charakteru nejryzejitho. Cest budiz
jeho pamdtce! Prof. dr. B. Kulera.

Riemannova theorie o poétu prvocisel v danych

mezich.
Napsal Bohusfav Hostinsky.
(Dokonteni.)

Je-li z Cislo celé, doplnfme definice funkce f (x) takto:
b.

f @)= ib -—?_zbn+— (37b)

f (x) jest funkce nespojitd, ale pro kazdou hodnotu x jest

tim LE=DEICED

Poznamenejme je§té, Ze z Eulerovy rovnice (1) ndsleduje

log ¢ (s) =—f‘log(1——;7)_—_ 3 (1 = +ps,+...)

2 ba
'n——l n
Riemannova rovnici (38) formuluje Landau timto zpi-
Sobem:

2+ 5[]
. 1 7 log Z(s) 1 ra bn
in i | # 2D aetin L [ LS B

2—Ti 2-—-Ti (40)
=f(z), T>=0.
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Ponévadz jest dle (37 a, &) a (39) pro kazdé kladné z

24 Ti 2+7i [y

z* [“1 b,, _ 1 ds _
li”’if S"_l ds — Il—’l«_—’”i %mi f n§1 ba (_) 'E'—f(x),

stalf k dikazu rovnice (40) dokdzati, Zg

24-Ti -
lem 1./“‘3 > —b—ds—O
T—ow 2mi S n=[2]+1 ns
2—Ti
Integral : / %g =ds,

vzaty podél obdélnika s vrcholy s =2 — T%, w — T4, w + T4,
2 4 Ti (w redlni a kladné) rovnd se nulle.
Predpoklddejme
I<y<l w=>2
Pak jest (ndsledujici integrdly jsou vesmés pifmotaré)

24 Ti y', w+Tiy 24 Ti J
2_/n?ds=2:£ ds—l—w‘—/; ds+2:{: ds
o
éTzfyedg—l— idt

. (0... redlni &dst s).
Pro lim w = oo jest
2+ Ti

Efyds

fye de= T log y'

Rada E é’f jest pro o =2 absolutns a stejnomérnd

2—Ti

konvergentni z toho vyplyvd, Ze

2+ Ti ® b . @
5 S ;{:ds = 3 |ba|— p
R n=[&]+1 n=[z]+1 T log;b-
2z2 :, ‘ bn | .

- 2
z ) n=[z]+1 n

— T log (m_l
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Limita poslednifho vyrazu pro 7'=— o jest nulla.

Tim jest rovnice (40) dokdzdna; za integraéni ¢dru mohla
by byti volena pfimka prochdzejici bodem s — a na redlni ose
a rovnobéZnd s osou imagindrni, jen kdyZ ¢ = 1; na hodnotu
integrélu tato zména nemd vlivu.

19. Povazuje-li se funkce f(z) za znidmou, najde se ¥ ()
z rovnice (37). Tuto inversi rovnice (37) lze provésti methodou,
kterou udal Msbius (51).

Definujme funkei g (n) pro kazdé kladné celé &islo n ni-
sledujicim zpdsobem :

p(n) =0, je-li n délitelno Ctvercem né&jakého prvoiisla,
p(l)=pm) =1, jeli n rovno soutinu ze sudého poltu

prvotisel. a
p(n) =—1, je-li » rovno soutinu z lichého po&tu prvocisel.

Napifeme-li rovnici (viz (37))

L0 1 (N)=tLrPE) + B P+ D @)+

pron =1, 2, 3... a seiteme-li vSecky fidky takto vzniklé
(téch f4dkd nenf nekonefn& mnoho, ponévadZ od jistého in-
dexu » potinaje redukuji se vSechny daldf na identitu 0 = 0),
obdrzime

= ’% f (x’l_')zF(x)—{-AzF(x%)-i—AaF(m;—) +...
Soutet na levé strané jde od » = 1 tak daleko, pokud
nenf f (a:lz) =0.
~ Koefficient 4,, pi F(x;") na pravé strané jest%z‘y (d),
vztahuje-li se tento soutet na vSecky délitele lisla m. Nebot
je-li d takovy délitel, tedy m —d.e, vyskytuje se F (x;l‘)

1
=F (xW) v fidku d-tém s koeficientem “% — ’i@;
. de m

1
neni-li d’ délitelem &isla m, nevyskytuje se F (w';) v fddku
d'-tém.
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Bude tudiz
1
n =t
F@)= zi%)— £ (2*), (41)
plati-li rovnice
Zn(d) =0,

v které se vztahuje soutet na vSechny délitele d libovolného
celého ¢&isla m.
Jsou-li p,, p,... p, vSecka prvoifsla, jimiz jest m dé&li-

telno, tedy
m=p{ .py:...ps,
jest kazdy délitel « ¢isla m, pro ktery p (d) == 0, (ktery tedy
nenf délitelny ¢tvercem prvotisla) zdroven délitelem tisla
m' =p, .Py...P,

a naopak kazdy délitel tisla m’ jest délitelem cisla m. Soudet
Su(d) ma pro m i m’ stejnou hodnotu. VSecky délitele &fsla m”
obdrzime rozndsobenim souéinu

I=p) A —=py)-.-A—=p,)

a sice vyskytne se zde kazdy délitel d se znamenim - nebo —
dle toho, je-li d rovno souinu ze sudého neb lichého pottu
prvotisel, t. j. u(d) rovno bud 1 nebo —1.

Potet déliteld prvniho druhu jest

. vivr—1) vw—1)(v— 2)(11—3)
M=1 + 1.2 + 1.2.3.4 +-
potet déliteli druhého druhu

‘NQ = v (v -i- 1)2(1/3——— 2)

viv—1)(v—2)v—3)(v—4)
+ 1.2.3.4.5 +-

Dle binomické véty
N—N,=(Q—-1p = O

V souitu X ¢ (d) jest prévé tolik &lend rovnych 1 jako &lenit
rovnych — 1 a tedy

Sy (d)=0.
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20. Analyticky vyraz pro funkei f(x), zbaveny jiz zna-
meni integratnich, odvozuje Riemann z rovnice (38), odkud eli-
minuje

log € (s)
s
rovnici (31). Ponévadz by vSak jednotlivé Cleny z pravé strany
této rovnice, dosazeny byvse do (38), vedly k divergentnim
integrdlim, transformuje Riemann dfive integral (38) dle vzorce

/‘logg(s) ods — z logf(s) 1 ‘/'xsi log ¢ (s) ds
s ¢

log x s log ls s

V mezich a — w04 ... a4 o (které zkritka naznatime
pismenou R polozenou pod znameni integratnfi) jest

log C(s) a log ¢ (s)
f - lo x f s 5

R
nebof (viz odst. 10.) | ¢£(s) | jest na integralni Cdfe obsaZena
stdle v konenych mezich a nemuie se rovnati nulle. Méme
tudiz

i log @ . f(2) = — f . a l"—gf(—s)ds. (42)
R
Do pravé strany této formule jest dosaditi za
a log §(s)
ds s

fadu, kterd vznikne, derivujeme-li na pravé strané rovnice (31)
¢len po ¢Elenu. Integrdl v (42) rozdéli se tak v nekone&nou fadu
integrdld, jejichz vypotet vede k definitivnimu vzorei pro f(z).

Touto cestou nafel Riemann rovnici (43), kterd jest sice
spravnd, ale jeji sprivnost nevyplyvd bezprostiedn& z naznale-
ného postupu. Nebof jest tieba dokézati, Ze nekone¢nd Fada na
pravé strané v (43) konverguje a to k takové hodnoté, Ze pravd
strana skutetn& se rovnd levé. Tento dikaz provedl poprvé
Mangoldt (£0, 41) ve formé nad miru slozité. Mnohem jedno-

duidi dikaz podal v ne]nové_]él dobé Landau (36); viz téz
odst. 14.

Omezim se zde na Iuemannovo formdlni odvozeni rovnice
(43) s podrobnymi udaji o Cardch integratnich. Pii derivaci
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log n
2
Cleny; piispévky téchto ¢lent k integrdlu (42) budtez 4, B, C,

D, takze

pravé strany v rovnici (31) odpadd Clen a zbyvaji Ctyki

2nilogx . f(x) = A+ B+ C+ D.
Vypotet jednotlivych ¢lent (ef. (39)):

a)
_ L0992 . z 2’ log x
A_}[—x ds_—log2{[-s—]"+;€/‘ p ds}

= — 2xi log z . log 2;
b) ’

B:/x’dlo‘q(s—l)ds: xslog(s——l)
: ds s s B
R

—-fx’log:r lig(is_—_—l)ds
R

Budiz 8 redlni éfslo nejvySe rovné 1, a

flog(%~—l)

8

x* ds.

@)=

Logarithmus na pravé strané jest pro bod s = a, v némz inte-

gratni &dra protind redlni osu, redlni {a > 1}, je-li # = 0. De-

rivace funkce ¢ (8) vypotteme kladouce
s—f=sea—pf=a’

(tedy o' = 0):

a‘+io
z* ds _ B [ ds’ . xh
=—— | — — 2m1 —
7= JB—98" B, _f B
. . . (P(u) 5 j0% -
Integru)eme-h LT ® do 1 podél &tdry, jez se vy

hybd bodu # = 0 pod rezilni osou, jest jednak (odst. 16.)

fd«p(u) du = — 9mi f Z —  2mi (Li (2) + i),

1

jednak - fg%z(t——w du=¢ (1) — ¢ (— x).

— GO
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V posledni rovnici jest ¢ (— oo) limita, ku které se bliZf
¢ (u), vzdaluje-li se » z bodu # =1 do 4 == — o podél inte-
graénf Cdry, t. j. podél redlni osy aZ na okolf bodu u = 0,
jemuz se vyhybd hodnotami s imagindrnf &dst{ zdpornou. Timto

ptechodem zvétSuje se argument vyrazu —Z— — 1) od nully do

~+ mi. Z toho vyplyvd, Ze logarithmus za integratnim znamenim
ve vzorci pro ¢ () se redukuje pro lim § — — o na

log (— 1) = + =,
je-li s bod integraéni tiry R. Jest tedy

@ (— w)—f—x‘ds—+nt 271

1
f%@duzm(l)—ni.2ni.

Integrdl na levé strané byl yyjddfen téZz integrallogarithmem;
srovndni obou rovnic vede k vysledku

¢ (1) = — 27t Li ().
Pravd strana rovnice pro B jest rovna — log 2 . ¢ (1), tedy
B = 2xri log z . Li ().

log(1+ %)
ds, C= v Cn.

Cn= _f >G5 s n—1

Analogickou redukei jako v pifpadé &) obdrzime

109(1—-—_)

.c)

Co=logz.v(—2n), v(B) f z* ds;
log(1— —-
o9 ( 7)
jest redlni pro s—=a a 8 <O, tedy y (— o) =0.
Z rovnice
dv (uw) x* ds x*
T du —/(u—s)u 27"7

27
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ndsleduje, Ze

fd¢(u) du=if) —y(- ®)=1v()

—®

a tedy
B—' dp X
v(B)= —2mfx du_ = — 2n fL—fl}— 8 = .

—

Mdme tedy

V R _— RS —2n
= Y (— 2n) == - 2mi log " 75 w2 du

@

@

. " dx
- 2“[.10(.@" —1)log z’

n=1

C=lgz.S w(—2n)=2””"9”f z (z° —1) log x

—fx’ [——-lo (1—_2—)] &5 D=—3D; |

=5 + ou, « jsou kofeny rovnice & (f) = 0, jejichZ redlni
Cdst Jest kladnd. $ jsou tedy komplexni kofeny rovnice ¢ (s) =0
(odst. 10.). Binom (1 - %) nemiiZe se rovnati nulle pro Zddné

u, jehoZ redlni ¢4st jest mensi nez 1 (tadiZ také pro Zddné f;
viz odst. 10.), ponévadz podél integratni C4ry R jest redlnf Cdst
a integratni proménné s vé&tsi nez 1.

" Z toho ndsleduje, Ze log (1 - —Z— , jenz jest redlni pro

s =a a u zdporné, jest jednoznalny pro viecka u, jichz redlni
tdst jest mensi nez 1.

Stejnou redukef jako v predeslych pifpadech obdrzime pro
_ komplexni kofeny 8
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vey=[ = ol )d _/dww)

. x" du
= — 2m s

integratni tdra jde rovnobézné s redlni osou, nad nf, je-li r. ¢ 8
kladnd, nebo pod nf, je-li r. & zdpornd. Jest tedy

1 +m ;——w

% du % du)

D= +logx2'w(ﬁ) — 2m¢ long(

Jeden z obou integrili v zdvorce md horni mez s 1magmarm
Casti positivni, drubhy s im. ¢ negativni (pro kaZdé «). Dle
odst. 16. mozno tedy psatl

D=—2nilogs 3 [Lz( “) 4 Li (x%‘“i)].
Definitivni vzorec pro f(z):
fx) = Li () — [ Lia7 ) 4 Ls (x'i""")]

dx
z (@ — 1)log z

(43)

—+ — log 2

(yRiemannova formule“).

Posledn{ ¢len jest v piivodnim pojedndnf Riemannové ne-
spravny; nalézdime tam (61 1. vyd. p. 143.) 4 log & (0) misto
sprdvného — log 2. Tento omyl opravil Genocchi (15).

21. Z rovnice (43) dokdzal Mangoldt (4£3) poprvé, Ze

F(z)

Li (z)

Vzhledem k (36) lze psiti tuto rovnici také

F (z) log x
z

lim =1 (44)

lim
Rovnice (44) vyjadfuje v presné formé zdkon p¥edpovédény
Gaussem (14).

=1 (45)

27*
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Mangoldtiv diikaz formule (44) neni zcela jednoduchy ;
rovnéz jest komplikovany dikaz, ktery uvefejnil o mdlo pozdéji
Valleé-Poussin (72). Jednodussi dikaz podal Landau (37).

Zajimavo jest, Ze 1ze rovnici (44) jednodusle odvoditi z véty,
Ze soutet logarithmid prvolisel p menSich neZz x jest asympto-
ticky k z, t. j. Ze

Slogp=1+¢&) z, limes=0 pro limaz =cw. (46)

Cahen (4, 5) se pokusil o dikaz této posledni véty methodou,
kterou difve naznatil Halphen (76); v podstaté jest podobnd
tato methoda Riemannové methodé uzité pii odvozeni formule
(43). Av8ak Cahentiv dikaz neni pfesny; doplnéni jeho dikazu
vyzadovalo dikaz véty, Ze funkce £ (s) nemd Zadny nullovy bod
tvaru 1 4 o¢ (¢ redlni; viz odst. 11.). Teprve kdyZ tato véta
byla dokdzéna, bylo moZno zdokonaliti Cahenliv dikaz tak, Ze
o spravnosti rovnice (46) nenf jiz pochyby. Pfesny dikaz pro (46)
podal Hadamard (22, 23, 24) a téméf soulasné s nim Vallée-
Poussin (72), jenz naznadil také ndsledujici dikaz (7!) rovnice
(45) na zdklad€ rovnice (46):

Rozdélme vSecka prvotisla p mensi nez x na dvé skupiny
tak, aby prvotisla p" prvni skupiny a prvotisla p" druhé sku-
piny vyhovovala nerovnostem
lo;x <p <z p“ <_lo_:—x; Slogp' + Zlogp"” = = log p.

Dle rovnice (46) jest

L I"t) A4
ZZZ Slp (146l =0
eito lim e = lim & = 0 pro lim 2 = .
.Z toho ndsleduje ddle. ze

‘ N — 4
lim 2 — g 20 —Z "

Sy T T I T

1)

tedy :
Slhp=(14+9dx limd=0 pro limzx = o.

Soutet. XIp' se nezméni, nahradime-li kaZdy jeho &len jistou
sttedni hodnotou mezi prvnim ¢&lenem, jenz jest vétsi nez
lx — llx a poslednim ¢&lenem, jenz jest mendi neZz lx; ponévadi

*) IN zkricené misto log N.
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jest potet &lend onoho souttu F (z) — 1 (%), obdrzime

(2 - @llx)(F(x) —F (%)): (140)z 0<6<1.

Tato rovnice dokazuje, Ze

lim [F @) — F (%)] %’”i 1. (47)

Vzhledem k nerovnostem
Sy F(z) 12 1= Slp F(x) . lx

1= =1p >(1+e)x’ T Il T(QH+eoz

Jjest jednak

x _( ) <1 ( o< 1
Lim sup™) =g limsup F lx) 7 12
a tedy (cf. (47))
lzm " sup "’(x) la: =1+ 117’
jednak

lim inf *¥) —If%ﬁ-\é 1.
z
Spojime-li ob& posledni nerovnosti, kladouce v nichﬁ

misto ., vidime, Ze hodnota vyrazu

z) lz(le—Ulz)
p(2) tele=to)_

x

Jjest stdle obsaZena v mezich 1 a 1 4 112, t. j.

lim F( ) ’ic_O.
r—o lx

Rovnice (47) se redukuje tudiz na (45). _

*) lim sup. znaé&i hofejsi limitu ve smyslu Canchyové (»>la plus grande
des limites¢, viz Encyclopédie des sciences math. I. 3. 19. aneb Goursat,
Cours d'analyse t. I. p. 370

**) lim inf. znaéi dolejsi limitu ve smyslu Canchyové. Viz predch.
poznimku.
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22. Asymptotickym zdkonem (44) neni oviem vyderpdn
obsah formule (43). Kdybychom v (43) podrzeli toliko prvni
tlen, obdrzime vzhledem k (41) vzorec

F(z)=23 &n”) Lz‘( & ), (48)

jenz udivd F(z) presnéji nez Li(x). K upln& piesnému vy-
jadfeni funkce f(z) a tudiz i F(x) jest tfeba zndti kofeny «
rovnice £(¢)=0, jak ukazuje formule (43). O rozlozeni téchto
kofent v roviné ¢, které patrné souvisi s rozdélenim prvotisel
v piirozené fadé ¢fsel, nebyla vSak dosud poddna piesnd the-
orie; viz odst. 25.

Pfes to se v8ak podafilo odhadnouti do jisté miry stupei
pfesnosti, s kterou vyjadfuje Li(z) funkei f(x).

Z rovnice (44), kterou moZno psdti takto:

lim F(z)— Li(z) __

— Flo) =0

vyplyvd, Ze relativni chyba konverguje k nulle, roste-li z do
nekonetna; pro dosti velikd « miZe se stdti absolutni chyba
F () — Li(z) libovolng malou &dsti F(x).

Phragmeéen omezil ¥4d chyby zdola (53, 57; viz téZz po-
zndmku v 30):

1

Rozdil f(x) — Li(x) nemiize byti fddu nizitho nez z?.

Aby to dokdzal, uvaZuje Phragmen integrél

j [f () — Li (af)] 7 ldz, «>1.

o«

Patrné jest

sz(x) z—*= dx = L’(“)“ "+ /l"’ dz

oga:’

& log o

x—* dx e du__ — e
Tog & f ” — log (9—1) — | ———du

(2—1) log o (—1) loga
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a tedy
fLi (@) 2z~ de = — @Qs_— 1)
“ log o0 © (49)
+1[Li(a) w—i— / 1= e du]*).
§ (s—1) log e log o0 u

Zavedeme-li v rovnici (32) integraéni proménnou w misto z
rovnici z = — w, obdrzime

J go ®
. o o p—t d
Li («) = lim (—— ‘fp du__ ff——b—t—t) — /e—“ du, 6 > 0.
J=0 —lga u J log o
Ptipojime-li k prvnimu a k drubhému integrdlu
loya
/ — Tesp. f —,
—log.oe

nezméni se nic, ponévadz soulet t&chto poslednich dvou inte-
grdli je roven nulle; vychdzi

—d log ot ®
) } 1—e® —e e~ " du
Lie) = hm(f — du + = du) — —0
Jzo—loga 7 e
log o »
1 —e ot
= /— du [ — du.
U %
—lga log

Trojtlen v zdvorce na pravé strané rovnice (49) pfed-
stavuje celistvou .funkei proménné s a pro s — 0 rovni se
(vzhledem k posledni rovnici) nulle, tedy

f Li(x)z—*' dx = _ g (ss 1) —+ celistvd funkce s.
o

~ Pripojime-li k této rovnici rovnici {38a), mdme

/[f(z) —Li (w)]x"""' dp——t9 (s -—31) £G4 el f s,

*) x—¢ a log (s — 1) jsou redlni pro s>1.
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L,

Kdyby byl rozdil f(z)— Li(z) fddu 2* , kde ¢ znati
libovolné malé kladné tislo, mél by integrdl na levé strané
platnost pro kazdé s, jehoZ redlni ¢dst by byla vétsf ne % — =
To vsak neni mozno, ponévadz by logarithmus na pravé strané
musil zdstati koneény pro zminéné hodnoty s (funkce ¢(s) m
totiz dle odst. 10. nullové body, jejichz redlni ¢4st neni mensi
n‘ez1

3)

Phragmen (555 viz téz 58) odvodil téZz vétu, Ze neexistuje

pro proménnou z zddnd mez, nad kterou by vyraz

£ @) — Li(z) +log 2

neménil znamenf, a sice uvddi tuto vétu jako specidlni p¥ipad
obecnéjifho theorému. Landau (35) zjednodu§il Phragmenovy
dikazy.

Réd rozdilu vySetfoval zcela jinou methodou Vallée-
Poussin (72), jenZ dofel k vysledku, Ze chyba, kterd vznikne,
nahradime-li funkci #'(2) integrallogarithmem Li(z), nemize
byti vétsi nez

logz _yViga
a g e b\/logz

z )

jsou-li « a b konstanty. Z toho ndsleduje véta, ze Zidnd ko-
netnd formule nemidze funkei F(zx) lépe nahraditi, nez Li(x).
Vallée-Poussin dikaz neprovddi; podobnou vétu udal uz Ce-
bySev 67. Viz téz Landau 34.) '

O vypolet oscillacf funkce f(x) pokusil se téz Lorenz (39)
methodou odlisnou od methody Riemannovy, nedofel viak
k uspokojujicim vysledkiim.

23. Disledky Riemannovy formule shoduji se s direkt-
nimi vypotty prvotisel. kterd jsou sestavena v tabulkdch az
do 9 milioni (Burckhardt 3, Chernac 8, Dase 9, Glaisher 16).
Meissel (45) udal zvldstni methodu, kterou lze ustanoviti potet
prvotisel v daném intervallu, aniz by bylo tieba kazdé prvo-
Uslo v tom intervallu zvl4st vypoditati a urtil tak podet prvo-
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tisel obsazenych v prvnim stu miliond (46, 47) a v prvni mili-
ardé (£9).

Dle Meissela jest
F(10%) = 50847478.

Meissel opravil téZz nékteré chyby v Burckhardtovych
tabulkdch (48, 49) a na zdkladé jeho methody podnikl Bertel-
sen (18) rozsdhlou revisi star§ich tabulek.

Pro pravou stranu rovnice (48) sestavil Gram (17) tabulky
aZz do x = €?° jakoZ i pro e a Li(e®) aZ do z = 20. Mimo
to sestavil podrobné tabulky pro 7 (z) az do x — 108, a tabulku
pro srovndni F(e®) s Li(e®), pokud z << 15.

24. Pravd strana rovnice (43) byvd uvddéna v rozlitnych
formdch (viz na pf. 47 n. 56). Pro studium funkce F'(z), ze-
jména pokud se tyte ¥ddu difference /'(zx) — Li(z), jsou dile-
zité préce Kochovy (31, 32, 33). Koch dokdzal totiz, Ze se dd
pravd strana formule (43) rozdéliti na dvé Cdsti:

f(@) = f, (@) + f @)

tak, Ze f, (z) jest fada absolutné a stejnomérné konvergentnf
a f, (x) jest pro viechna x mensf, nez jisti konstanta. V pi-
vodni Riemannové formuli (43) neni fada integrallogarithmi ani
absolutné ani stejnomérné (piedstavuje funkei z nespojitou)
konvergentni; aby konvergovala, musi byti jeji ¢leny sefadény
dle rostoucich redlnich Cdsti kofend e.

Diikazy Kochovy jsou znané dlouhé a nebyly dosud zjedno-
duseny. Mellin (50) poukdzal k tomu, jak souvisi Kochova
theorie Riemannovy formule s theorif Mangoldtovou.

925. Rdd rozdilu F(xz) — Li () nepodatilo se dosud stano-
viti. Piijmeme-li Riemannovu hypothesu, Ze vSechny kofeny
rovnice § (f) = O jsou redlni, t j. Ze vSechny komplexni kofeny

rovnice £(s) = O maji redini éést:} lze dokdzati (Koch

2’
31. 32 33), Ze jest stdle (%...konstanta)

| F(z) — Li(x)|<klogx.V:;.— (50)
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Tento vysledek dé se dle Holmgreena (2S) odvoditi téz
z praci Vallee-Poussinovych, které jsou od Kochovy theorie
nezdvislé (oviem téz za uvedeného predpokladu o kotenech
rovnice &(¢) = O0).

Dikaz véty, Ze vSechny kofeny rovnice £(f) = O jsou
redlni, jenZ by ve svych konsekvencich byl dilezity pro theorii
funkee F(z), nebyl dosud podin. Ze ta véta je asi sprivni,
tomu nasvédéuji Gramovy numerické vypocity kofend rovnice

{(s)=0 na piimce r C. s _—_—é (odst. 12.)

Stieltjes (26, Lettres a M Leffler; ¢:5) podal velmi zaji-
mavy ndvod, dle kterého by se snad ta véta dala dokdzati.
Podle Stieltjesa plyne tato véta z véty, Ze fada
S (:t)
n=1 M

(51)

jest konvergentni, je-li redlni ¢dst s vétsi neZ —; Nebot kdyby

fada skutetné za této podminky konvergovala, piedstavovala
by (Cahen, 5 p. 102) analytickou funkei proménné s konecnou

Sl . e vz 1
v Cdsti roviny omezené na levo piimkou 1. & s = 5 Tato

funkce by vSak koincidovala pro r. & s> 1 s funkef —=<

§( ’
jak plyne z Eulerovy rovnice:
1 _ 1) e,
it_(_s)—n(1 p’)—z n !
tada (1) by tudiz pro r. &. s > é predstavovala funkei — N ( %
Jellir, & 8> 1, nemize se dle toho & (s) rovnati nulle. Zadny

2
komplexni nullovy bod s; funkce ¢(s) nemize viak také byti

na levo od piimky r. & , ponévadz by bod 1 —s,, jenZ

jest na pravo od téZe primky, rovnéz musil byti nullovym
bodem. Zbyvd tedy jedind moZnost, Ze vSechny komplexni nul-
lové body funkce ¢(s) lezf na té piimce.
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Konvergenci fady (51) pro s =1, t. j. rovnici

_;u (n) —0

n=1 N !

dokdzali Mangoldt (£2) a Valee-Poussin (72) rlznymi metho-
dami. Dikaz, Ze fada (51) konverguje jests. je-lir. & s > %,
redukuje Stieltjes (4™° lettre & M. Leffler, 2¢) na vétu, Ze

1 m
Vor 2 » (n)

zlistdvd v koneénych mezich pro libovolné veliké w. Kdyby se
podatilo dokdzati tuto vétu, byla by dokdzdna Riemannova
hypothesa, Ze v3echny kofeny rovnice () = O jsou redlnd,
i Kochova véta (50).

.
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