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Po Keplerovi dluzno jmenovati Benj. Ursina, ') jenz dle
nivodu Nepperova r. 1624 obsirné tabulky od 10 k 10 sekunddm
vypocital, Adr. Vlacg-a,?) ktery r. 1628 mezeru od 20.000 do
90.000 v deskdch Briggsovych vyplnil, Jindf. Gellibranda,
Nath. Roe-ho, Edm. Winganta, Pet. Kriiger-a a j., kteii vSichni
jeden vytknuli si déel: povysiti logaritmy na nejvyssi stupei
dokonalosti. Snaze této vyhovéno dikladnymi jejich pracemi,
zv14sté vsak objevenim vysSich fad, které vyhleddvani logaritmi
velice usnadnily.

Prispévek k nauce o zlomcich Fetézovych neb
Fetézcich.
(Podavéa dr. F. J. Studnicka.)

PredloZen-li i’etézovy zlomek neb Fetézec

LR
e b
SHT Rt s 0
a znati-li Z; jeho L tou hodnotu piibliznou, tedy
Z, =
+ by + 2 @
L=
T

bude patrné, zavedeme-li co pomocnou neb nulltou hodnotu
pfibliznou

Z‘@o

z—@,

) Benjamin Ursinus nar. r. 1587 ve Sprotavé v pruském Slezsku, ugitel
na jednom gymnasii berlingkém, zemf. r. 1633, —
) Adrian Viacqg byl knihkupec a mathematik holandsky. —
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a podlé toho vSeobecné
— -Pn — ann-—1+anPn—2
Zn - Qn - bn Qn——l + an Qn-—2 (3)
o ¢emZ se i presvédéime tak zvanou zkouskou z » na n--1;
s jedné strany obdriime totiZ, piSeme-li ve vzorci (3) n—1
misto #,
Zn+1 — bn+1 P, "1" Ap41 P,
bn-{—l Qn "I" A1 Qn—l ’
s druhé strany pak, zavedeme-li do téhoz vzorce (3)
by - %%1— mfsto b, ,
Zn+l — bn+1 [bn P, + a, P, n—Z] -l— Q1 P,
1 [bn Qn— +_an P n—2] + tuis Qn—1 ’
aneb pouzijeme-li vzorce (3) a dosadime-li misto vyrazli v za-
vorkich obsaZenych piislusné hodnoty P, a @, totéz co prvé,
¢fmz vSeobecnd platnost vzorce (3) jest odivodnéna.
Ziroveii se pak z téhoZ vzorce obdrii pro Citatele i jme-
novatele n-té hodnoty ptiblizné vzorec ‘
Pn:bn Pn-l+anPn—2, (4)
Qn =ba Qn—l + an Qn—z ) (5)
z tehoZ plyne zndmd poucka, podle nfZ se urél P, a @, znd-
me-li hodnoty ptedchdzejicich dvou d¢itateld a jmenovatelt.
Abychom vSak tyto hodnoty neodvisle od predeslych usta-
novili, pouZijme soustavy rovnic ze vzorce (4) a (5) odvozenych
a vyluéme stiednf citatele a jmenovatele. ObdrZime tu ze vzorce
(4) pro n=2, 3,...n
ab,— P, +~ 0 40 +...-40 40 =0
a8+ b P — P, +0 +...40 +0 =0
0 +aP,+bP,—P+...-}-0 . +0 =0

+' .o +bn—an—2-‘— Pn-—1 :0
+.. . +an Pn_z +ann—1: 0;

|
e
++

0 4+ 0 40
+ 0 +o0.
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vylouéfme-li pak z této soustavy (» — 1) rovnici obsahujicf
(n — 2) neznémé P,, P,,..., P,_s, obdrifme znimym splisobem

—P,

a b, —1 0 ..
a,a;, b —1 ..
0 a, b, ..

0 0 0o..
0 o..

.0 0

.0 0

.0 0
=0

by —1

. ay b,

aneb rozloZime-li determinant tento ve dva, povaZujice prvky
prvniho sloupce za sloZené ze dvou ¢dstf, z nichZ jedna jest O,
a vylouéime-li pak @, co spoleény faktor,

|bp —1 0...0 0
ay b;—1...0 0
0 a 0,...0 0

0 0 O0...b,1—1
O 0 O0...a, 0,

0—1 0...0 0
0 b—1...0 0
0 a 0,...0 0
0 0 0...b5.—1
.Pn O O.o. an bn

V poslednim determinantu jest vSak sloupec prvni vyplnén
nullami aZ na posledni prvek, hodnota jeho rovnd se tedy tomuto
prvku, ndsobenému s piislu§nym subdeterminantem, jenZ maje na
pravé strané piiCky samé O rovnd se soucinu p¥ickovych prvkd

neb (— 1)»—2; jest tedy hodnota posledofho determinantu

(=1 P, . (—1y—2= 4 P,,
a feSfme-li tudiZ posledn{ rovnici podlé P, bude

b, —1 .0 0

a b, ... 0 0
P,=a,

0o o bp—1 —-1

0 0 n b,

©)
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Podobné obdrifme ze vzorece (5) pro n =1, 2, 3, ..., »

napied soustavu n rovnic

b,—@, +0 0 + .-
ay 40,0, — @, +0 + ..
O +a:,Qg +bsqg- Q3+ .

040 40 40 +...

+0 40 =0

.40 -+0 =0
.+0 +0 =0

+ br1@n—s— Qr—x =0
+ (129 Qn—?.‘{" ann—l =0

a vylouéenfm (n—1) veli¢iny @,, @,,.. , @u—1 z této soustavy

—~@t0 +0 40 4.
b, —1 O0..

a, by,—1..

0 a, b,. .

0 0 0..

—@. 0 O..

a podobnym obratem, jako prvé, koneéné

b, —1

0 a

.0
a, b ~-1...0
0

0O 0 O0...b——1
0. 0 O0...a b,

.0 0
.0 0
.0 0
=0,
o by —1
. Qy b,
0
0
0
. 0

Pomocf vzorce (6) a (7) moznd tedy n-tou pfibliznou hod-
notu fetézce (1) vyjadtiti co podfl dvou determinanti.

Abychom pak poznali, jak se md P, k Q,, rozloZme deter-
minant (7) podlé prvkd prvntho sloupce; obdrZime tu podlé

zndmého pravidla



bz_.—'lo 0 :O ’ axﬁi LX) 0 0

a b...0 0 0a...0.0
Q=0 | . ' +(—1)y-1a, | .

0 O0...b1—1 00 ... a,b,

0 O0... an b —10...00

-aneb oznaéime-li subdeterminant stupné prvniho patifcf k prvku
‘b, kritce B, a subdeterminant stupné druhého patifcf k prvku
prvnfho sloupce —1 kritce B,,, jelikoZ jest doplikem determi-
nantu s p¥{ckovymi prvky &, b,,

@ =0b, B, + (—1)"" a, (—1)*° By,,

@» = b, B, +a, By,,
kdezto porovninim se vzorcem (6) se obdrif
P,—=a, B,. '
Podle toho jest tedy téz
a, B,

Zn= Qn b B, + a, B @
" RozloZime-li podobnym spﬁsobem jako Q,. téz
P,
B,= ’

)

.z CehoZ jde

obdrifime snadno .déle
B, =05, B,;, + a3 By;,
kde vyznam subdeterminantu stupné tfettho B,,; jest podlé
predeslého patrny, a dosadime-li tuto hodnotu do vzorce (8),
b, B, + a, a
Z=-2 12 1 %3 123 . 9
. (b1 b, +a,) By, +b, a5 Bygy ®)
‘Stejoym spﬁsobem bude patrné dile
By, = b, Byy; + 0, Byy,,

-a vSeobecné
B|2 Ceok — bk.+1 Bu. .o k+1—-|—ak+2 Bm oo k42
a tudfZ, dosadime-li do vzorce (9),

Z— (a, b b, + a, a;) B,y3 +a, by a4 By, (10)
" (%1 b, b; - a, by 4 b, a;) B,y =+ (0,0, +-a,) Byysy
at. d.

z &ehoZ jde na jevo, jak moZnd vycéfslenf determinantu stupné
n-tého nahraditi snadnéjsfm vyéfslenfm determmantﬁ stuphd
niz§{ch. - b
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Jest-li ve zvldstnfm pFfpads, jakZ pii obyéejném premé-
fiovan{ zlomkd v fetézce se obdrif,
@ =@ = ... =0, =1,
promén{ se vzorec (7) v jednodussi
b—1 0...0 0
1 4—1...0 0
0 1 b...0 0

Q=" aE b

0 0 O0...b01—1
0O 0 0...1 ba

jehoZ subdeterminant B, vyjadiuje piimo P,, takie
P,=B,. ' (12)
-V tomto pifpadé jest tedy x-td ptibliznd hodnota Fetézce
vyjddfena pomérem subdeterminantu k prvnimu prvku patficimu
k determinantu (11), kteryz tu jest protimérnym.*)
Ze vzorce (8) obdriime tu pak
B 1

Zp= b 13
5B, + B a2
ze vzorece (9) podobné
] b, B,, + B
Z”: 2 12 123 ) 14
b)) B+ 4, By 4
ze vzorce (10) pak
Z”— (b b + 1) Bl‘23 + b ‘B|234 (15)
(b b b3+ b3+b )Bl23+(b b +1) 'Bl23l
at d

Abychom ukézali, jak se tu potiti, dejme tomu, %e md se
uréiti pravd hodnota zlomku
' 1
Z5— _1-_+_ i 1 .
2 + 3 4 1y
. 7+ 3

Pouzijeme-li vzorce (14), musfme znati

3,—1, O
. By =|1, 4,—1 |=68,
10, 1, 5

*) Viz Studniéka ,0 determinantech® pag. 46.
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By = ‘ ‘;:
nadez obdrZfme snadno
7 — 2.684+21 _ 157
577 3.684+21 T 225 °
pouZijeme-li vzorce (15), nutno ndm zndti B,,; a By,;, =5,
nacez obdriime
7 — 7.214+2.5 __ 1567
7 10.21+43.5 — 225 °
jako prvé. V druhém piipadu jest tedy pocitdni snadnéjsi, po-
névadZ tu jest vydisleni potiebnych determinantli jednodu3si.

Jest-li v8ak Fetézec mnohoclenny, jest-li tedy » velké, ne-
vedl by tento spisob rychle k cili, jelikoZ bychom pokracujice
splisobem, jakym jsme si zjednali vzorce (13), (14) a (15),
piisli k velmi slozitjm vyraziim pro ten pifpad, Ze bychom
chtéli dojiti k jednoduchému subdeterminantu B,,... .

V tomto piipadé bylo by prospésnéjdi vyjadriti determi-
nant (11) pomoci determinantd s priznou pFi¢kou, ¢fmZ bychom
obdrZeli ¥) vSeobecné, zavedeme-li oznacenf

On = Ay
a jmenujeme-li tentyZ determinant s prickou prazdnou -,
=B+ ZK, M+ ZK, A 5.
+ZK, 24+ K.,

kdeZ znaéi K, kombinaci m prvkd prickovjch a 45 p¥fslusny
ku K, subdeterminant s pi¥iCkou prazdnou; ponévadz pak deter-
minant 45, jest téZ protimérny a protimérny determinant stupné
lichého s p¥itkou prizdnou.mi hodnotu O **), proméni se po-
slednf vzorec v

=y =K+ Z K 24,°+ ZKnsd4°+...

' Z K, 433 -+43pro n sudé

+ {z:K1 L mliché;
a ponévadZ v tomto zvlddtnfm p¥{padé hodnoty determinantit
s prazdnou p¥ickou jsou vesmés bud O neb 1 podle toho, k jaké
kombinaci patif, promén{ se soucet
T Kpady vV EK ey,

*) ibid. pag. 27.  **) ibid. pag. 47.
_ b
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kdeZ ¢érkou naznaceno, Ze jen takové kombinace se majf vziti,
k nimz pisludf subdeterminant hodnoty 1, nade? bude
Qn—dn—Kn+2K"_2+2Kn_4+ DR ]
] Z K/, 41 pro n sudé
T {z K\, nliché. (16)
Jak se mé vSeobecné ustanoviti
2 K‘n—2k )
nelze tak -snadno jednoduchym pravidlem . vyjadriti, ponévadz
pro vétsf » a k jest zdkon velmi slozit; jen pro %=1 obdrif
se jednoduchy vzorec
2K, :”E‘IA b by by ... by
k=1 bkblc+1
a pro k=2 o néco sloZité&jsi

(17)'

n—1 § b b b
. 192093 --.0n
R =2 3
"=l bbb, ... b

L
=1 b, b, b,...b

+i§5 b; b bz bz-}-l

=t bbb b
> 172%Ygees"n

+ i=n—1 bnsbugb; bi+1
aneb zavedeme-li strucnéjs{ oznacenf,

w3 (=i b b b,...b
4 — 1 Y9 Vg eeeUn
ZK"-‘“kfl{.fs B Bera b it }’ (18)

kde# vyznam symbolicky podle predeslého nutno si vyloZiti.
Jak by se tu dile mélo pokracovati, pozni se ze dvou
poslednich vzorci (17) a (18) dosti jasné; bylo by tu na pf.

EKho=% ["5.:3 S bbb b (19)
n‘s—k—l =3 | 5=5 bz bk+1 b:bz+1b b; 41 ]
at d -

Nejjednodussf vzorec obdrii se pro stejné Jmenovatele,
jest-li tedy
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jestit tu vieobecnd
EK' 0 = ("%") -2k |
timZ se vzorec (16) proménf v
==t 4("T) o2 (7)) ...

f(?) b*+ 1 pro n sudé

+ 20)

iy Lo,
(:i)b » M1 liché

a ponévadZ tu, jak ze vzorce (12) patrno,
n—2 n—3
Po=B, =t +("7) o4 (7)o ...

(_;7) b pro n sudé

+ @1

n+1
(g) b1, n liché,
moznd podlé toho snadno sestaviti vzorec .
B Hn—1 + ( nI2) n—3 _+. (”53) pn—s + oo
T ey ("T) o= + ("5”) bt ...

z néhoz jde na jevo, Ze mt4 piibliZznd hodnota Fetézce neb feté-
zového zlomku :

y (22)

— 1
+ 44

jest ryze lomenou raciondlnf algebraickou funkef jmenovatele b.

Ponévadz Citatel a jmenovatel kazdé takové priblizné hod-
noty predstavuje relativn{ prvoéisla, moznd podle vzorce (22)
i takovdto prvocisla ustanovovati; nejjednoduséf budou arci pro
b=1, totiz

£ 1+ (7) +(2)+ (3) + -
“T D) )+ 5+

(@3)
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Pron=1, 2, 8, 4,5, 6... obdrZfme na pt.
1 1 2 3 b 8
T1T'2'3'5'8 13"
Clausen, kteryZz poslednf tlohu Fe§il spisobem zcela jinym,¥)
obdriel vzorec pro n-tou pi'ibliinou hodnotu tetézce

(2 ""V”“ (——Vb'+1)
(—+V” (g~ Ly

z CehoZ Strehlke pozdéji **) vyvmul podobny vzorec pro fetézec
1 1
Z _ =% 1

S — 1
b—3 .

a sice

b BT e L_vbT——..
_ ?"‘VT—l) T
—(_b_+ l’i_l"”“ ___Vb“ n+1’

kteryZ se promén{ v tvar velmi jednoduchy, polozime -li pro
obmezené b

b=2cosg
a pouZijeme-li pak poucky Moivre-ovy; povstanef tu z posled-
nfho vzorce
7 — sinn @ 1
" sin (n+1)9 " cos@—+cotng sing °
Jak z tohoto struéného pojedndni jde na jevo, moZna
i v nauce o Fetézcich s prospéchem pouZiti determinantd, ¢fmz
tyto dva zvlastni tvary algebraické v Gzké spojeni se uvadéji;
zdroveh tu patrno, jak tvar algebraicky co bdjeény Proteus
stdle se ménf, aZ koneéné vyjadiuje hledany vysledek. A v této
plasti¢nosti algebraickych tvard, moZnd-li tak vlastnost tuto
nazvati, zakldd4 se nejvétsf ¢dst aspéchd mathematickych vibec,
algebraickych pak zvlist! '

*) Viz Crellés J., Bd, IIL pag. 8.
**) Viz Grumert’s Arch. Bd. 42. pag. 343.
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