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Po Keplerovi dlužno jmenovati Benj. Ursina, *) jenž dle 
návodu Nepperova r. 1624 obšírné tabulky od 10 k 10 sekundám 
vypočítal, Adr. Vlacq-a*) který r. 1628 mezeru od 20.000 do 
90.000 v deskách Briggsových vyplnil, Jindř. Gellibranda^ 
Naťh. Boe-ho, Edm. Winganta, Pet. Kruger-a a j . , kteří všichni 
jeden vytknuli si účel: povýšiti logaritmy na nejvyšší stupen 
dokonalosti. Snaze této vyhověno důkladnými jejich pracemi, 
zvláště však objevením vyšších řad, které vyhledávání logaritmů 
velice usnadnily. 

Příspěvek k nauce o zlomcích řetězových neb 
řetězcích. 

(Podává dr. F. J. Studnička.) 

Předložen-li řetězový zlomek neb řetězec 

7 ӣk — a * a 
áu —r— "í— . ttn 

k-i h bŁ + -jf aъ 

* 2 + V + . . 
(1) 

a značí-li Zu jeho h tou hodnotu přiblížnou, tedy 

7 — a* 
/jк — -y— . a2 ò- + h _L a* 2 "• ъ 

• a^ Pк 
" + Ък ~Qk ' 

(2) 

bude patrně, zaveđeшe-li co pomocnou neb nulltou hodnotu 
přibližnou 

z-p°- ° 
*°~Qo- 1 ' 
7 _ Ą _ «. 

'-Qг-Ъ^ 

*) Benjamin Ursinus nar. r. 1587 ve Sprotavě v pruském Slezáku,5 učitel 
na jednom gymnasii berlínském, zemř. r. 1633. — 

2) Adrian Vlacq byl laiilikupec a mathematik holandský. — * 
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7 _ P 2 _ ž> a P L +fl 2 Po 

y _ P , _ &3P2 + % P i 
3 - ~ & - - & 3 0 2 + «3 0 i ' 

a podlé toho všeobecně 
y ---n ^n 1W-1 ~ p ^n --n—2 /q\ 

(?n ^n Vn—1 + #n Vn—2 
o čemž se i přesvědčíme tak zvanou zkouškou z n na n + 1 ; 
s jedné strany obdržíme totiž, píšeme-li ve vzorci (3) n + 1 
místo w, 

bw-f 1 Pw + an+ 1 Pn—1 
wn-f 1 Vn + &n+ 1 Qn—1 

s druhé strany pak, zavedeme-li do téhož vzorce (3) 

bn+-^±L místo &,, 
#n+l 

y &n+ 1 [K Pn—1 + ^n Pn—2] + #n+ 1 Pn—1 
&n+l \pnQn—1 + «n Pn-2] + «n-fl $ n - l ' 

aneb použij eme-li vzorce (3) a dosadíme-li místo výrazů v zá­
vorkách obsažených příslušné hodnoty Pn a Qn, totéž co prvé, 
čímž všeobecná platnost vzorce (3) jest odůvodněna. 

Zároveň se pak z téhož vzorce obdrží pro čitatele i jme­
novatele n-té hodnoty přibližné vzorec 

Pn — bn Pn—X + an P n - 2 , (4) 
Qn = bn Qn-X + an Qn-2, (5) 

z čehož plyne známá poučka, podle níž se určí Pn a Qtl) zná-
me-li hodnoty předcházejících dvou čitatelů a jmenovatelů. 

Abychom však tyto hodnoty neodvisle od předešlých usta­
novili, použijme soustavy rovnic ze vzorce (4) a (5) odvozených 
a vjlučme střední čitatele a jmenovatele. Obdržíme tu ze vzorce 
(4) pro n = 2, 3, . . . n 

dih— P a + 0 + 0 + . . . + 0 + 0 =0 
«i«3 + 6 3 P 2 — P 3 + 0 + • • - + 0 + 0 = 0 

0 + a 4 P 2 + 6 4 P 3 - P 4 + . . . + 0 + 0 = 0 

0 4- 0 "+ 0 -f0 +...+tV_ 1P-_,-P-_ 1 = 0 
- P „ + 0 + 0 -fO.-f...Ą-anPn-2 + Ь„Pм_x=0; 
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vyloučíme-li pak z této soustavy (n — 1) rovnici obsahující 
(n — 2) neznámé P 2 , P 3 , . . , , P„_i, obdržíme známým spůsobem 

«i 62 — 1 

0 

0 
-p« 

0 . . . 0 0 
•1 . . . 0 0 
ь, . . . 0 0 

0 
0 

0 . 
0 . 

• lV-г —1 
. an bn 

= 0 

aneb rozJožírne-li determinant tento ve dva, považujíce prvky 
prvního sloupce za složené ze dvou částí, z nichž jedna jest O, 
a vyloučíme-li pak ar co společný faktor, 

t - l O 

0 
0 

0 
0 

. 0 0 

. 0 0 

. 0 0 

• bn-г —1 
. an b„ 

0 — 1 0 . . 0 0 
o г.3-1 . .. 0 0 
0 a. Ь.. .. 0 0 

0 0 0 . . . ò„_! —1 
P„ 0 0 ... an Ъn 

= 0. 

V posledním determinantu jest však sloupec první vyplněn 
nullami až na poslední prvek, hodnota jeho rovná se tedy tomuto 
prvku, násobenému s příslušným subdeterminantem, jenž maje na 
pravé straně příčky samé O rovná se součinu příčkových prvků 
neb (— l ) w _ 2 ; jest tedy hodnota posledoího determinantu 

(-l)«Pw.(-ir-2:z: + PM, 
a řeším e-li tudíž poslední rovnici podlé PM, bude 

p » = « , 

Һ — - 0 
0 

0 
0 

0 
0 

Ъn-i —1 
an Ъn 

(6) 
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Podobně obdržíme ze vzorce (5) pro n = 1, 2, 3, 
napřed soustavu « rovnic 

&i —Gi + 0 + 0 + . ' 
«, + *.&-& + 0 + • 
O +«?<2,-R&-&+ • 

+ 0 +o = 0 
+ 0 + 0 = 0 
+ 0 + 0 = 0 

n 

0 + 0 + 0 + 0 + . . . + K-iQn-*-Qn-l = 0 
—Qn+O + 0 + 0 + . . . + « „ Qa-2-\-lnQn-l = 0 

a vyloučením (n—1) veličiny @x, Qt,.. , #„_i z této soustavy 

». - 1 
« 2 l»2 

0 a, 3 ' 

0 0 0 . 
-Qn 0 0 . 

0 
0 
0 

. ъn 

0 
0 
0 

-1 
ъ„ 

= 0 , 

a podobným obratem, jako prvé, konečně 

Çn = 

6 , - 1 0 
h-1 

0 a, 

0 0 0 . 
0 0 0 . 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

. i » - i - l 

. aя b„ 

(7) 

Pomocí vzorce (6) a (7) možná tedy w-tou přibližnou hod­
notu řetězce (1) vyjádřiti co podíl dvou determinantů. 

Abychom pak poznali, jak se má Pn k#M, rozložme deter­
minant (7) podlé prvků prvního sloupce; obdržíme tu podlé 
známého pravidla 
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aa Ъг . . . 0 
0 
0 

. «з ^з • • Ü. o 0 
0 a4 . . . 0 . 0 

• + (-l)-ia, • 
- • - • 

0 0 . . . Ъ„-x 
0 0 ... a„ 

—1 

ъ„ 
0 0 ... a„Ъ„ 

—1 0 . . . 0 0 

Qn — bt 

aneb označíme-li subdeterminant stupně prvního patřící k prvku 
\ krátce B1 a subdeterminant stupně druhého patřící k prvku 
prvního sloupce —1 krátce JS12, jelikož jest doplňkem determi­
nantu s příčkovými prvky bL b2, 

Qn = bLBL + (-l)-i a2 (-íys Sl%, 
z čehož jde 

Qn = blB1-\- a2 B1%, 
kdežto porovnáním se vzorcem (6) se obdrží 

Pn = a1B1. 
Podle toho jest tedy též 

7 — I— — CTi # i 
w "~ Qn~ h B{ + a2 Bi2 

Rozložíme-li podobným spůsobem jako Qn též 
- M l 

(8) 

obdržíme snadno .dále 
BL = b2B12 + a3B12z, 

kde význam subdeterminantu stupně třetího Bl22 jest podlé 
předešlého patrný, a dosadíme-li tuto hodnotu do vzorce (8), 

7 _ . a i h #12 + ai a 3 ^123 /QX 
n ~ (hb2+a2) B12+bLa3 B123 " w 

Stejným spftsobem bude patrně dále 
#12 = &3 #123 + a4 #1214 

a všeobecně 
# I Î = &. 'fc+1 '12* • jfc+1 + «jfc+2 # 1 2 . . . *+2 

(Ю) 

a tudíž, dosadíme-li do vzorce (9), 
Z _ 0*1 \ \ + aí a3) #123 + ai \ «4 #1234 

(h b2 63 + «2 h +
 61 %) #123 + (&A + 2̂) #1234 

a t. d. 
z čehož jde na jevo, jak možná vyčíslení determinantu stupně 
n-tého nahraditi snadnějším vyčíslením determinantů stupnfi. 
nižších. 5 
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Jest-li ve zvláštním případě, jakž při obyčejném přemě­
ňování zlomků v řetězce se obdrží, 

aү=.aг — . . . — an =~ 1, 
promění se vzorec (7) v jednodušší 

bx — 1 O . . . O 
K—l . . . O 

ç » = 

i 
o o 

o 
0 
0 

0 0 0 . . . & я - l • —1 
0 0 0 . . . 1 Ъn 

(11) 

jehož subdeterminant B± vyjadřuje přímo P„, takže 
Pn = Bx. • (12) 

V tomto případě jest tedy n-tá přibližná hodnota řetězce 
vyjádřena poměrem subdeterminantu k prvnímu prvku patřícímu 
k determinantu (11), kterýž tu jest protiměmým. *) 

Ze vzorce (8) obdržíme tu pak 

Zn~bxBx + BX2 ' 
ze vzorce (9) podobně 

7 _ \ JB12 -f- i?i23 

ze vzorce (10) pak 

(13) 

(14) 

(16) 0i Kh+ 6,+ 6i)-91M+(6A+l) JBi234 
a t. d. 

Abychom ukázali, jak se tu počítá, dejme tomu, že má se 
určiti pravá hodnota zlomku 

1 
i 

1 2 + ^ + i + A 
Použijěme-li vzorce (14), musíme znáti 

3 , - 1 , O 
Ą f = 1, 4 , - 1 

0 , 1, 5 
= 6 8 , 

*) Viz Studnička „O determinantech" pag. 46. 
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^ i г з — 
4, - 1 
1, 5 

= 21, 

načež obđržíme snađno 
7 2.68 + 21 157 

s — 3.68 + 21 — 225 ' 
použijeme-li vzorce (15), nutno nám znáti Җ 
načež obdržíme 

7 _ 7 .21 + 2.5 _ 157 
ь~ 10.21 + 3.5 " ~ 225 

a -#1234 = 5 , 123 a --/1234 

jako prvé. V druhém případu jest tedy počítání snadnější, po­
něvadž tu jest vyčíslení potřebných determinantů jednodušší. 

Jest-li však řetězec mnohočlenný, jest-li tedy n velké, ne­
vedl by tento spůsob rychle k cíli, jelikož bychom pokračujíce 
spůsobem, jakým jsme si zjednali vzorce (13), (14) a (15), 
přišli k velmi složitým výrazům pro ten případ, že bychom 
chtěli dojíti k jednoduchému subdeterminantu B12... *. 

V tomto případě bylo by prospěšnější vyjádřiti determi­
nant (11) pomocí determinantů s pražnou příčkou, čímž bychom 
obdrželi*) všeobecně, zavedeme-li označení 

Qn = 4n 

a jmenujeme-li tentýž determinant s příčkou prázdnou _/J, 
4n = 4i + ZK14L1 + 2K24i-*-{-... 

-\-2Kn_24l + Kn, 
kdež značí Km kombinaci m prvků příčkových a Am příslušný 
ku Km subdeterminant s příčkou prázdnou; poněvadž pak deter­
minant _C jest též protiměrný a protiměrný determinant stupně 
lichého s příčkou prázdnou má hodnotu O**), promění se po­
slední vzorec v 

Qn = j n = .x-n+_7jrn_2_y> + 2?js:n_4_y, + . . . 
ř 27 _T2 _/°_2 -f _/£ pro n sudé 

+ I 27 _TX _ / £ _ - „ n liché ; 
a poněvadž v tomto zvláštním případě hodnoty determinantů 
s prázdnou příčkou jsou vesměs bud! O neb 1 podle toho, k jaké 
kombinaci patří, promění se součet 

2Kn-k4l v --J5V*, 

*) ibid. pag. 27. **) ibid. pag. 47. 
5* 



kdež čárkou naznačeno, že jen takové kombinace se mají vzíti, 
k nimž přísluší subdeterminant hodnoty 1, načež bude 

Qn = Jn = Kn + 2K'n^ + SKi
n^ + ... 

+{ 27 K'2 + 1 pro n sudê n fi. 
\SK\ „ n liché. 

Jak se má všeobecně ustanoviti 
27 K n—2k ? 

nelze tak snadno jednoduchým pravidlem vyjádřiti, poněvadž 
pro větší n a, h jest zákon velmi složit; jen pro Jc = l obdrží 
se jednoduchý vzorec 

»—- h h h h 
ZK'„-.2=zZ " ' W " (17) 

fc=l Ok fyfc+i 

a pro /b = 2 o něco složitější 
Zj A. M.-4 Zl 7 7 7 7 

f = 3 <>i02<>iOi+l 

n—1 
Ь i Ь 2 Ь ; 3 4- 27 

І=A \ Ъ3 Ьibi+1 

*-1ъlъ2ъi...ъn ir-б ьг \ ъг bi+1 

n—- h h h h 
U l 2 ,4 • * • ü я 2ľ 

á i z n — 1 bn—3 bn—2 ^i Ot-f i 

aneb zavedeme-li stručnější označení, 
n—3 i n—1 h h h h \ 

SK'n^ = 2 h ??\b " ) , (18) 
fcZl ( ÍZZ3 °h Ok+1 Oi Oi+! I 

kdež význam symbolický podle předešlého nutno si vyložiti. 
Jak by se tu dále mělo pokračovati, pozná se ze dvou 

posledních vzorců (17) a (18) dosti jasně; bylo by tu na př. 
n—6 r n—3 í n-l h h h h l i 

; = 27 [ 27 27 ° i \ b l ' ' \ 1 (19) 
fo-i L i=3 [i_-:5 H 0*+l &f 0»+i 0; fy+lj J 

a t. d. * 
Nejjednodušší vzorec obdrží se pro stejné jmenovatele, 

jest-li tedy 
bx = b2 = . . . = bn = b ; 

• И — 6 • 
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jestiť tu všeobecné 

čímž se vzorec (16) promění v 

4n = Qn = b« + ( T ) &M"2+ ( V ) 6-* + .. 
/w+2x 

l 2 1 6̂  +• 1 pro n sudé 

+1 2 
f И + l , 

n liehe HTJ» 
a poněvadž tu, jak ze vzorce (12) patrno, 

Pn = Bl = tV-- + ("fj 6-» + ( V ) &"-6 •+• • 

(20) 

+ (7)' pro w swáá 

/W+lч 

( " j j ^ + l ,, »K«W, 

možná podlé toho snadno sestaviti vzorec 

6»-i + ("72)&«-a +(n23J6»-5 + . 

(21) 

Zn — • 
Ь-+CT>»- 2+(ПІ>»- I+... 

(22) 

z něhož jde na jevo, že ntá přibližná hodnota řetězce neb řetě­
zového zlomku 

7 1 - 1 1 
+ 6 + . 

jest ryze lomenou racionální algebraickou funkcí jmenovatele b. 
Poněvadž čitatel a jmenovatel každé takové přibližné hod­

noty představuje relativní prvočísla, možná podle vzorce (22) 
i takováto prvočísla ustanovovati; nejjednodušší budou arci pro 
6 = 1, totiž 

A= i+ÍT) +(?)+(?)+••• 
* » + l7) +("?)+•(?) + ... 
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Pro n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 . . . obdržíme na př. 
i i 1 í i i 

1 ' 2 ' 3 ' 5 ' 8 ' 13 ' ••• 
Clausen, kterýž poslední úlohu řešil spůsobem zcela jiným,*) 

obdržel vzorec pro w-tou přibližnou hodnotu řetězce 

Zn: 
(т + Ут + iГ-tт-Утн-OГ 
(т + Vт+^Г-íт-Vт+^Г 

z čehož Strehlke později **) vyvinul podobný vzorec pro řetězec 

_1_ 
b — 

Z l - l 1 
z--ъ~-т—i- i ъ — 

a sice 

z (T+Vjr-j- -(T-V^jr 
(T+VT-^r-ÍT-VT-1)""' 

kterýž se promění v tvar velmi jednoduchý, položíme-li pro 
obmezené b 

b = 2 COSQ 
a použijeme-li pak poučky Moivre-ovy; povstaneť tu z posled­
ního vzorce 

_, sin n Q 1 
n~~ sin(n-\-l)Q cosQ+cotnQ sinQ 

Jak z tohoto stručného pojednání jde na jevo, možná 
i v nauce o řetězcích s prospěchem použíti determinantů, čímž 
tyto dva zvláštní tvary algebraické v úzké spojení se uvádějí; 
zároveň tu patrno, jak tvar algebraický co báječný Próteus 
stále se mění, až konečně vyjadřuje hledaný výsledek. A v této 
plastičnosti algebraických tvarů, možná-li tak vlastnost tuto 
nazvati, zakládá se největší část úspěchů mathematických vůbec, 
algebraických pak zvlášť! 

*) Viz CrelUs J., Bd, lu. pag. 88. 
**) Viz Grunert's Arch. Bd. 42. pag. 343. 
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