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M'S; a A“S,, M"S, zjedndme si daldf body M,’ a M," kuzelo-
selky K. Tim je déna kuZelosetka K péti body. Stfed kiivosti
v bod® M, sestrojime tak, Ze sestrojime tetnu v bodé M, a
pak pouzijeme op&t Sobotkovy konstrukce stfedu kfivosti, ddna-li
kuZelosetka &¢tyfmi body a tetnou v jednom z nich.

0 dvojnych soucinech vektorovych.
Napsal Ph. Dr. Viad. Libicky.

W. Gibbs pojednavd ve své ,Vector Analysis“ (pag. 306)

o zvlastnich soutinech dvou dyad, jeZ nazyvd dvojngmi (double
products); rozezndvd pak dva druhy téchto souéind: doubdle dot
product a double cross product. Prvni z nich jest definovédn
vzorcem :
' al:bm=(a.h)(1.m), 1

v némz dyady al a bm jsou Cinitelé souéinu a dvojtedka : zna-
ménkem jeho.*) Vysledek jest soutin skaldrnfch soutini a.b
a 1. m, tedy veli¢ina skaldrni; i miZe tento dvojny souéin vhodng
byti nazvdn skaldrnim.**) 5

Druhy ze zminénych dvojnych soutini jest definovdn vzor-
cem :

al<bm = [a xb] [ x m]; ?)

znaménko jeho jest § a vysledek dyadicky soutin vektord a x b
a Ixm. Zoveme pak tento dvojny soulin vektoridinim.***)

Jest zfejmo, Ze k témto dvéma druhim dvojnych soudind
1ze piipojiti jestd tietf, jehoZ vysledkem jest (alespoii v trojroz-

*) Jezto se ve vektorové analysi neuZivd tohoto znaménka pro vykon
déleni, neni se obévati, Ze bude dvojné ndsobeni zaménéno s délenim.

**) Analyticky tvar jeho jest:
al:bm=a,b,lym ta,bylomg+ta b, lgmg+ aybglymy +agd,lymy +
Fagbglymy+agbslymy +-agbglymy +-agbglymy, (12)
jeeli a=a,i42,j+azk atd.
*#¥) Slozitsjsiho analytického tvaru jeho tuto neuvadim. Poznamens-
vAm, Ze soutiny skaldrni kladu do zdvorek tvaru ( ), vektorové [ ], dya-
dické { }; kde by se v8ak tyto zdvorky hromadily, vynechivdm je.
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mérném prostoru) vektor; definovdn jest vzorcem:

al xbm = (a . b) [Ix m]*) 3)
aneb al xbm =[axb](1l . m). (3

- Mezi ob&ma t&mi souliny jest jednoduchy vztah; ponévadz
totiz dle tohoto posledniho vzorce:

, laxmb={lxm! (a.b)=1{(a.b)[Ixm),
plati al Xxbm = la x mb.

Dyady al a la nazyvime jak zndmo sdruengmi*¥) a zna-
menéme la = al, protez

al xbm = al,xbm, : 4
a podobng al <bm = al,<bm,, @
Téz plati, jak se snadno presvédéime, vzorce: _
al Xxbm,=al,xbm (4%)
al xbm, = al; xbm.
Dle téchto vzorcd miZeme tedy proméniti nésobeni X v ndso-
benf % a naopak; jest jen treba poloZiti za oba &initele dyady
sdruZené.
Soutin al Xxbm lze nazvati skaldrovektoridinim, soulin
al xbm vektoroskaldrnim.
Z: rovnic (3) a (3°) odvodime vztah mezi viemi uvedenymi
druhy dvojnych soudinii. Ndsobenim jich totiz obdrime:

[al xbm][al xbm]=(a.b)[I1xm][axb](.m)
=(a.b)(1.m)[lxm](axb].

Dle rovnic (1) a (2) polozme na pravé strand této rovnice za
(a. b)(I.m) dvojny soutin skaldrnf al: bm a za [I x m][a X b]
dvojny soutin vektoridlni Xa ¥ mb = al xbm,: tudiz bude

[al x bm] [al x bm] = (al: bm) {al, 3 bm,}

A 5
2 podobné [al X bm] [al xbm] = (al: bm) {alXb |. ©
*) Soutin al x bm uvidi, pokud mi znimo, poprvé Jaumann ve
svém pojednani ,Elekiromagnetische Theorie“ (Sitzungsberichte der kais.
Akademie der Wissenschaften in Wien, 1908) pag. 13 a nazjvi jej (vzhle-
dem k vysledku souéinu) vektorovy'n. To plati viak jen v irojrozmérném
prostoru; .v prostorech vicerozmérnych mohl by vysledek tohoto souéin
byti téz dyadou. -
**) _4nt, Libicky, Vektorova analysis, pag. 14,
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Pro dvojné soutiny skaldrovektoridlnf a vektoroskalsrni lze
odvoditi jeSt& jiné vyrazy.

Dle zndémého vzorce pro skaldrni soulin vektoru a dyady

a.be=(a.b)e"
obdrzime, kladouce za ¢ vektoridlni soudin 1xm,
a.b[lxm]l=(@.b)[Ixm]= - (a.b)[m x1],

tedy dle (3) alxbm = —a.b[mx1l], 5*)
kde b [m x 1] jest dyada. PouZijeme-li na pravé strané vzorce

pro vektoridlnf soutin dyady a vektoru, totiz bm x I =b [m X l],*‘)
nabudeme rovnice

alXxbm=—a.bm x 1 (5°)
Obdobné nalezneme
al xbm =[axb]jm.L

Jiny vfraz pro dvojny soulin vektorovy obdriime, vychdze-
jice ze zndmé definice skaldrnfho soutinu dvou dyad;***) dle
ni jest

la.bm=(a.b)lm.
Vektorovd &dst tohoto soutinu jest

(la.bm), = (a.b)[1 xm};
tudiz dle (3)

al Xbm = (la. bm) = (al;. bm),.7) 6)
Obdobné vyvodime vzorec
al xbm = (al . bm,),. (6*)

Geometricky lze dvojny soutin vektorovy al Xbm zndzor-
niti dle vzorce (3) vektorem, kolmym k roviné zadnich Elenit

VAN /\
1a m obou danych dyad, jehoz délka jest rovna abim cos ab sin 1m,

jak plyne bezprosttedné z definic skalsrniho a vektoridlniho sou-

¢inu dvou vektort.t+) Nazveme-li n, jednotkovy vektor, kolmy
k vektorim 1 a m, jest

. A /\ ,
al Xxbm = (ablm cos ab sin lm) n,. )

*) Ibid. pag. 22.
**) lbid. pag. 23.
**%) lbid. pag. 134.
1) Timto vyrazem definuje dvojny soudin vektorovy Jaumann ve
v§3e uvedeném pojedndni.
1t) Ane. Libicky:, Vektorové analysis, pag. 7 a 9.
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Podobnd vyjddiime soutin

AN N\
al xbm = (ablm sin ab cos Im) r,, (7*)
znadf-li r, jednotkovy vektor kolmy k pfednim &lenim a a b.

7 tdchto rovnic plyne: Dvojny soulin vektorovy Ia} ::::

predni }

jest rovei nulle, jsou-li bud { vektory obou dyad k sobd

kolmy, nebo jich pl;gg:ﬁ } vektory navzdjem rovnobéZny, nebo
nastanou-li oba tyto pifpady; nebof jen pii téchto zvlditnich
polohdch vektord jest hodnota jedné z geometrickych funkef,
vyskytujicich se v rovnicich (7) a (7%), rovna nulle.
UtvoHme-li dyadicky podil*) al xbm a al x bm, totiz

1 (eos ab sin fm)
alXbm __ .. __(cos ab sin1m) n,
alxbm*alemalxbm_ A /N

' -~ (sin ab coslm)r,

1Xb t l/n\x n
. alxbm __{glm n,
el alxbm — ,\b T, (m)
Ja

kde —1 jest dyadicky podil )ednotkovych vektord mn, (kolmého

k1, m) ar, (kolmého k a. b). Hodnota tohoto podilu jest tedy
nezdvisld na délce vektord a, b, 1, m. Nésobime-li obé strany

této rovnice dvojné a skalarnd tfmz podilem %, dostaneme
1
, A~
alxbm n, _¢{glmn, n,

alxbm 'r, ~ A 1, 1
tg ab

Na levé strané této rovnice jest dle (1)
alxbm n, 1
alxbm T, =alxbm 7= alxbm ‘m

' na pravé strané jest podobné

1 1 1 1
n,-;;—:n, r' —_(nl nl)(_T 'l-.:):l’

1 __alxbm.n
r, alxbm.r ’

*) 1bid. pag. 24.
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jezto m, a r, maji délky rovné jednotce. Tudf% plati rovnice

/N

al xbm.n, _ fglm

alxbm.r, — A’
tg ab ~
Odvozujice tento vzorec poznali jsme, jak lze rovnici (m),
jejiz obé strany jsou dyady, pretvofiti v rovnici (8), jejiz strany
jsou skalary; bylo toliko tfeba ob& strany rovnice (m) ndsobiti
dvojné a skaldrné touZ vhodnou dyadou; podobné miZeme z rov-
nice, jejiz viechny ¢leny jsou dyady, vyvoditi rovnici vektorovou,
uzijeme-li skaldrovektoridlniho nebo vektoroskaldrniho nédsobeni.
Ze vzorch (7) odvodime snadno hodnoty dvojnych soutind
vektorovych dyad zdkladnich (jichZ tinitelé jsou jedmotkové vek-

tory soufadnicové i, j, k); i obdrzime:

®)

ij xik = jj % jk = kj xkk = — ik xij = —jk " jj =

= —kk xkj=1,
ik x ii = jkxji =kkX ki = — ii Xik=—ji xjk= (9)
. = - ki xkk =},
ix jj=jixjj=kixkj=—1ij xii=—jjxji=
=—kjxki=Kk.

Zdkony soubinu skaldrovektoridlnitho a vektoroskaldrniho
jsou :
1. Tyto dvojné soutiny nejsou kommutativnf; jestit dle (3)
alxbm=(a .b)[Ixm]=—(b.a)[m x1]=—bm xal
a podobné al x bm = —bm x al.
Tim li&i se tyto dvojné soutiny od dvojnych soudinii skaldrnich
a vektoridlnich, jichz tinitele 1ze nédsobiti v libovolném pofddku.
2. Skalérovektoridlni a vektoroskaldrni soutiny vyhovuji za-
konu distributivnimu; nebot dle (5*) jest na pt.
alx{bm+en}=—a.{pbm+en}xl=—a.bmx1—
—a.cn x1=al xbm + al x en.
3. Dvojnd ndsobeni X a X jsou associativni vzhledem K veli-
tindm skaldrnim:
2 [al X bm] = {x al! Xbm = al X { bm},
x [al x bm] = {z al} xbm = al x {x bm}.
Soudin t¥{ dyad al, bm, ¢n.



Formédlng jsou moZny tyto pkipady: al X bm X em,
al xbm xen, al xbm xen, alxbm X en.

Prvé dva souéiny nemaji vSak vyznamu. Kdybychom totiz
provedli naznateny vykon, na pf. v prvnim vyraze al xbm X en
(obdobn& dle vzorce (3) pro soutin al Xbm), obdrzeli bychom
jako prvnf &initel veli¢inu (a.b). e, skaldrni soudin vektord a, h
nédsobeny skaldrné vekt!orem ¢, coZ. jak zndmo, nemd vyznamu.*)
. Posledni dva z uvedenych soulini zoveme skaldrovektoridl-
nimi (nebo vektoroskaldrnimi) souéiny t#i dyad. Hodnotu prv-
nfho obdrzime, utvoifme-li z pfednich ¢lent skaldrni soudin tff
vektord a.[bxe]*) a ze zadnich ¢lend soutin [IXm].n a
nasobime-li pak skalarnd oba takto utvoiené soutiny, tudiz (vy-
nechajice zdvorky)

alxbmxen=a.bxe¢ 1Ixm.n (10)
a obdobné alxbmXxen=axb.e¢ 1.mxn.
Ponévadz a.[b ¢]J=[axb].¢, [Ixm].n=1.[m Xnu),jsou
si pravé strany obou postednich rovmnic rovny, z'&ehoz plyne,
2e oba soudiny al Xbm x en a al Xxbm X en jsou totozny; protez
jest jen jediny takovy soutin, totiz
al xbm x en = al xbm X ¢n = (abe) lmn).  (10%)
Hodnota tohote sou¢inu jest soutin obsahd dvou rovnobéZno-
sténii; hrany prvniho jsou pfedni vektory danych dyad, hrany
druhého jsou jejich zadni vektory.

Jest viak tfeba podotknouti, Ze v tomto soutinu nelze dva
tinitele uzaviiti v zavorky vzhledem k tfetimu; vyraz takto
utvofeny, na pt. [al xbhm]Xen, nemél by zddného vyznamu.
Provedeme-li totiz vykon v zdvorkach-[al xbm]=axb 1.m,
obdrzime vektor ndsobeny skaldrnim soutinitelem, a ten nelze
skalarovektoridlné ndsobiti dyadou en.

Ze zndmych relaci a.[bxe]=>b.|l¢exa]l=c¢.[axb]=
=[axb].e=[bxe].a=[exa].b plyne, Ze pofad Einiteld
1ze ve skaldrovektoridlnich (nebo vektoroskaldrnich) soudinech
tH dyad cyklicky méniti:

al xbm X en = bm Xen x al = en xal xbm. (10%)

*) Ant, Lidicky:, Vektorova analysis, pag. 17. Vyraz (a.b).e nesmi
byti zaménén te soutinem (a.b)e, ktery jest oviem mozZny.
*) lbid. pag. 19.
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Souciny ty newréni viak ani potom své hodnoty zaménfme-li
prvni dyadu s posledni

al Xxbm xen=¢en % bm x al, (10*)

nebot pravd strana rovnd se té% soudinu (abe)(lmn). Polozi-
me-li ve vyraze (a.b)(I.m) pro dvojny soutin skaldrni al : bm
(vz. 1) vektor b » e¢ misto b a vektor m x n misto m, obdrzime
soutin a.b x ¢ 1.m x mn, coz jest dle (10) hodnota skalarovekto-
ridlntho soutinu al X bm x en. TudiZ lze psiti
al “bmxen =al:[bx¢|[m xn]
¢ili vzhledem k (2)
al xbm x en = al: bm & en, (11)
kde pravou stranu zoveme dvojnym ska'drnim souéinem ti dyad.
Soudin ten rovnd se nulle, jsou-li dva jeho Cinitelé rovno-
béZny; z toho pozndivdme, Ze ze skaldrovektoridlnich soulind tff
zékladnich dyad, utvofenych z ii, ij, ik atd., maji hodnoty od
nully rozdilné jen soutliny, jichz v8echny pfedni neb v§echny
zadnfi vektory jsou k sobé vzdjemnd kolmé; hodnota téchto sou-
tind jest pak -+1, na pi.
ii xjj xkk =ij Xjk xki =ik X ji x1j == I,
ik xjj x ki =ii xkj X jk = — 1.
_ (Dokonieni.)

O obraceném kyvadle.
Napsal prof. Dr. Genék DvoFak v Zaihiebs.*)

Obrécené kyvadlo se ve vyudovini mechanice docel® zane-
dbdvd bezpochyby proto, Ze nenachdzi upotiebeni (vyjma u ny-
néj8ich seismografi). Chci poukdzati timto clinkem na to, Ze
zasluhuje obricené kyvadlo vice pozornosti.

U obytejného kyvadla ¢O (obr. 1.) je sfla Gmérna vySinuti
Ob = s z polohy rovnovdzné, dokud je toto velmi malé. Sfla p
ve sméru pohybu je totit — p = P sin @ = P. «; sfla p sme-

*) O tomto pfedmétu jsem té% pojedndval chorvatsky v casopisu ,Na-
stavni vjesnik“ 1910 a potom némecky v ,Zeitschr. fur physik. und chem.
Unterr. 1912, 1. Tleft.
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