
Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky

František Josef Studnička
O kvaternionech. [II.]

Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky, Vol. 23 (1894), No. 4, 209--217

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121051

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1894

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/121051
http://project.dml.cz


O kvaternionech. 
Sepsal 

Dr. F. J. Studnička. 
(Dokončení.) 

Nežli přejdeme dále, vraťme se ještě ke vzorci (6), stano­
vícímu součin dvou ideálí. A tu poznáváme, majíce na zřeteli 
známou poučku,*) že norma součinu se rovná součinu norem, 
relaci 

« + < + a\){b\ -f b\ + 6J) = («.&, + a26a + a3bsy 

+w+(aA)2+(*Ar, { } 

poněvadž ze vzorce (4) a (5) přímo se norma součinu dá sta­
noviti. 

Relace tato představuje pak známou identičnost Lagrange-
ovu, ukazujíc zároveň, jak možná součin dvou součtů tří čtverců 
vyjádřiti součtem čtyř čtverců. Se zřetelem pak ke vzniku 
těchto faktorů vychází na jevo, že těchto spůsobů jest 24 a sice 
podlé toho, jak tu permutujeme koěfficienty ideálních jednotek 
?1J *2í V 

Jestiř na př. 
(l» + 3 8 +7 a )(2 a + 3sl + 4 a ) = l2-f- 92 + 272-f 302, 

= 2 2 + 7 2 + 17a + 372, 
= 3 2 + 9 2 + 1 0 2 + 392, 
= 52-f 13*+192 + 342, 
= 7 2 + 1 9 2 + 25a + 262, 
= 92-f 15a + 262-f-272, 
= 10 2 + 17 2 + 193 + 312, 
= 132 + 222 + 232 + 232, 
rz l4 2 + 192 + 25a + 262, 
= 152 + 15 2 +19 2 + 303 atd. 

*) Viz Studnička „O kvaternionech" časop. pro pěstov. math. a fys. V. 
pag. 102. 

14 
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A poněvadž možná poučku, na níž tuto založeno odvození 
identičnosti Lagrange-ovy; rozšířiti na « faktorů, takže platí 

ff»K) = « W , (30) 

značí-li tu všeobecně uh libovolný kvaternion, tedy i jeho 
ideále jako případ zvláštní, obdržíme i všeobecnější poučku 
o součinu součtu tří čtverců, totiž 

IJ(al + bl+c\) = a2 + b* + c2 + d2, (31) 
k=i 

takže na př. na zřeteli majíce součin čtyř idealí, zde na str. 
151 podaný, obdržíme z něho přímo 

( 1 2 + 22 f 32) (22 + 3 2 + 42) (32 + 4 2 + 52) ( 4 a + 52 + 62) 
= 12342 + 862 + 1642 + 862. 

Kdybychom pak chtěli tuto Lagrange-ovu identičnost roz­
šířiti na tři faktory, obdrželi bychom 

M + a\ + al) (b\ + h\ + b\) (cj + c\ + cl) 
= t» [^3 + ^ . 1 3 + 1 1 . 8 ] . 

kdež pravou stranu podlé vzorců (4), (13) a (15) sestaviti lze, 
zejména uváží-li se, že 

n [E1>3 + E l 2 . I a +1 1 < 3) = Eí>3 + n [E L 2 1 3 + Ii.s] 

a podlé vzorce (5) vyjde 

Ei.з — 

Aniž bychom pak stopovali dále relace sem patřící*), pře­
jděme ještě ke zvláštnímu případu, kterýž ze vzorce (30) se 
obdrží, redukuje-li se tam kvaternion uh na pouhé číslo sou-
jemné 

uk = ak + bhi; 
povstaneť z něho 

«1> a21 as 

-ч, *,. Һ 
cг. C 2 . C 3 

*) Viz Studnicka: „Neue Lehrsätze, Summen von Quadratzahlen be­
treffend," Sitzb. d. k. böhm. Ges. d. Wiss. 1894, XV. 
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Л(ał* + b;) = a - + 6 » , (32) 
fc=l 

což znamená, že součin složený z n faktorů, představujících 
součty libovolných dvou čtverců, vyjádřiti lze opět součtem dvou 
čtverců, poučka to, již pro 

n = 2 

znal již Diofantos z Alexandrie.*) 
Uvážíme-li pak, že podlé Fermatova objevu**) možná 

kmenné číslo tvaru (4n-\~l) vyjádřiti součtem dvou čtverců, 
obdržímo ze vzorce (32) i relaci 

-£(4w*-fl) = a2 + &2, (33) 
h~l 

značí-li (4 nk -f-1) číslo kmenné pro 

k = 1,2,3, . . . ,w. 

Podlé toho jest na př. 

5 .13 .17.29.37 = 642+1087***) a p. d. 

Z poslední relace této (33) plyne dále, jsou-li kmenná 
čísla stejná a počet jich vyjádřen číslem m, 

(4fi + l)*» = a2 + b2, (34) 

což znamená, že m-tá mocnina kmenného čísla (4 n -|- 1) před­
stavuje součet dvou čtverců. 

Podlé toho jest na př. 

5 6 = 1 0 2 + 552 = 252 + 502. 

A ze vzorce (34) plyne pak ve zvláštním případě, kde 

*) Studnička „Základové nauky o Číslech" pag. 17. 
**) Ibid. pag. 19. 

***) Srovnej Lejeune-Dirichlet „Vorlesungen uber Zahlentheorie", III. Aufl. 
pag. 165. Mimo to stran Fermatova objevu J, Smith „De compo-
sitione numerorum primorum formae (4 X -f- 1) ex duobus quadratis" 
Crelle's J. Bd. 50, pag. 91, (1854), kdež se vede důkaz pomocí ře­
tězcového determinantu. 

14* 
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m = 2, 

poučka Pythagorova zvláštního znění 

( 4 n + l ) 2 = a 2 + b 2 , 

takže tu dán výraz postulátu racionálních trojúhelníků pravo­
úhlých,*) pro něž podal již Plato jednoduchý vzorec obecný 

(n2 + l) 2 = (TI2 — l) 2 -f (2 nf . 

Zároveň tu poznáváme, že možná si zjednati 

p{X
l
1pa

2*p"*...p^n=a2-\-b\ (35) 

značí-li všeobecně pk číslo kmenné tvaru 

p* = 4w* + l 1 (ft = l , 2 , 3 , . . . , * ) , 

z čehož patrno, že složené číslo 

N = 2* Ílpak=a2-{- b\ (36) 
k=l k 

vyjádřiti možná součtem dvou čtverců, při čemž nejmenší číslo 
kmenné 2, o němž platí taktéž 

2 = l 2 - f l a , 

nečiní žádné výjimky. 

Podlé toho jest na př. 

109850 = 2 1 . 5 2 .13 3 = 172 + 331 2. 

Abychom konečně ukázali řešením úkolu geometrického 
vhodné upotřebení kvaternionových ideálí, stanovme vzorce, 
podlé nichž se přechází od prostorové soustavy souřadnicové 
k soustavě jiné, taktéž orthogonální, mající však týž počátek. 

Určíme-li na připojeném obrazci polohu bodu B pravo­
úhlými souřadnicemi 

OA = x% AC = y, CB = z, 

*) Srovnej Pánek „O trojúhelnících racionálních" Casop. pro pěstor. 
math. a fys. VI. pag. 241. 
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v prostorové soustavě, dané osami Ol,, OI2, OI3, a podobně 
souřadnicemi 

OA' = | , A'C' = q, C ' B = ř , 

v soustavě podobné, dané osami OV, OF, OF, obdržíme koe-
xistentně *) 

OB = asi, + y í a + - r f 8 1 

O B = | r + ^ + ^ , 
jsou-li tu značeny příslušné ideální jednotky, jimiž se kvater-
nionové ideále řídí, i\ i'^ i', onde pak íx, /2, i3. A při tom 
platí pak přímo 

x* + y* + z*=? + n* + t\ (37) 

což jest i výměrem orthogonální substituce vůbec. 

Vyjádříme-li pak ideální jednotky soustavy druhé obdob­
nými jednotkami soustavy první, obdržíme 

i\=aih + bih + cih^ 
\~a*h + h2h+cÁi (38) 
i; = aBit + b3i2 + c3f3, 

ze kteréžto soustavy se zjedná, násobí-li se tu relace, jak po 
sobě jdou, veličinami | , v, £, a užije-li se vzorců OB stanovících, 

*) Viz Studnička „O kvaternionech". Časop. pro pěstov. math. a fys. 
V. pag. 150. 
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&t + v", + #; = («if + «w + a£) \ 
+ (M + M + W 
+ ( c i£+<v? + cs$h = xh+yh+™z i 

načež porovnáváním členů stejné jakosti vznikne 

x = aj + a9fj + aj , 
y = M + M + 6 . ř , (39) 
2 = C l i + b2^ + c3e, 

kterážto soustava lineárně vyjadřuje souřadnice #, y, z pomocí 
hodnot souřadnicových | , 17, £. 

Abychom pak vyšetřili podmínky, jimž vyhovují koěfficienty 
a, b, c, zjednejme si z prvého vzorce soustavy (38) násobením, 
přihlížejíce ku podmínkám základním, relacemi známými 

i\ = — 1, v 2 = : « 8 a t . d. 

stanoveným, a stejný pořádek při kladení ideálních faktorů za­
chovávajícím 

. a2ix = — a2ax + a2bxi2ix + a2cxi3ix, 

, b2i2 = V W a — hh + b2Cihh i 
* czh = c2aihh + c2^ihh c2ci ' 

načež sečtením a zjednodušením se obdrží 

i\ . i\ = — (axa2 + bxb2 + cxc2) 
+ h ( V 2 ) + h (cia

2) + h ( a A ) = * i 
zavede-li se Binetovo krátké determinantů stupně druhého zna­
čení. Dosadíme-li sem pak za i hodnotu ze soustavy (38) ply­
noucí, obdržíme konečně porovnáním podmínky 

axa2 + \b2 + cxc2 = O, (40) 
( W = fl3, (cxa2)z=zb3, (axb2)=c3, (41) 

k nimž se druží kyklickou záměnou přípon ze vzorce (40) vzni­
kající relace další 

a 2 a 3 + 6 2 & 3 + C 2 C 3 = 0 > 
a 3 a i + Í 3 & l + C 3 C l = 0 1 

jakož i podobně ze vzorců (41) odvozené podmínky 
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(64cs) = a, , (e2ag) = ^ , (a26,) = c,, 
(63c.) = a 2 , (cjaj = 6 2, {aj},) = c, . 

Z téhož součinu i' . i' obdržíme dále, učiuíme-li si rovny 
oba faktory, a zavedeme-li taktéž záměnu kyklickou, nové pod­
mínky 

aí + 6í + c; = l , 
a; + t ; + c i = l , (42) 
< + K + cl = í, 

jehož si zjednáme ze tří relac soustavy předcházející, totiž z 
ai = OV3) 1 h = (c2a

3) 1 ci = M 3 ) 1 
znásobíme-li tu postupně veličinami av bl, cl, a užijeuie-li prvého 
vzorce soustavy (42), podmínku 

c i | 

1 = 1 , ( 4 3 ) 

đ n \ . <ч 
a l l * > . , C 2 

« 3 , ь , , C 3 

vyjadřující poučku i odjinud*) známou, že modulus orthogonální 
substituce rovná se + 1. 

Znásobíme-li pak relace soustavy (39), jak po sobě jdou, 
veličinami 

an, b. " п ^ l 
a 2 1 ^ 2 5 C 2 1 

a 3 5 ^ 3 1 C 3 ? 

a sečteme-li pokaždé, vznikne se zřetelem ke vzorci (40) a (42) 
nová soustava 

I zz OyX + 6 ty + c l 2 5 , 
n = a2x + ^y + v» (44) 
£ = ataí + 63y + V i 

kteráž vyjadřuje lineárně souřadnice £, ??, £ pomocí #, y, 2 a 
řeší tedy opačný úkol vzorci (39) daný. 

*) Viz Studnička „O determinantech" pag. 38. (— 1 by bylo pro 
.r ,r ,f 
t . t *rz —t 

1 2 3 1 

což souvisí se směrem odbočovacím). 
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Z této soustavy konečně plyne, znásobíme-li její relace, 
jak po sobě jdou, veličinami i ', i\ iř

3, a užijeme-li vzorců OB 
stanovících 

xh + yh + zh = x (aih + a*h + a3h) 
+ 2 / ( M ; + M ; + M ; ) 
+ C vVi + V"2 + Va) ) 

z čehož plyne porovnáním koěffieientň veličin #, 2/. 2 nová sou­
stava co obdoba vzorců (38) 

h = V'i + ¥ 2 + V 3 i 
2̂ = V l + \h + &3̂ 3 1 (4 5) 

h C l Z i i C1l* \ C3*3 í 

z níž vyplyne obratem, provedeným při odvození vzorců (40) 
a (41), napřed 

hh = — ("A + aA + aA) 
+ h (<*A) + h («36l) + 3̂ (a*h) = S > 

a porovnáním členů stejné jakosti, jakož pak i kykličkou zá­
měnou, nová soustava 

aA + aA + a363 = O, 
& i c i + V 2 + & 3 c 3 = 0 , (46) 
C i a i + C2a2 + C3 a3 = O > 

co obdoba vzorců (40), a vedle toho, jako prvé, 
c i = (aA) > c2 = (aA) > a ť- d-

jakož i zároveň co obdoba vzorců (42) 
a\ + a\ + «í = 11 
6í+62

2 + 6̂  = l , (47) 
c ; + *; + oj = 1 .*) 

Nehodlajíce zde dále o kvaternionech se šířiti, poukazu­
jeme čtenáře, hledajícího poučení dalšího, k odborným spisům, 

*) Jaký jest geometrický význam jednotlivých těchto relací, o tom viz 
Studnička „Úvod do analytické geometrie v prostoru" pag. 46. et 
seqq. 
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mezi něž brzy se zařadí i náš spis do tisku již uchystaný a 
Jednotou českých mathematiku do nákladu vzatý. 

Poznámka ku sestrojení průmětu plochy hyper­
boloidu jednodílného. 

Napsal 

B. Procházka. 
p r o f e s a o ř v K l a r l í i x ě . 

1. Projektivního vztahu přímek téže soustavy jednodílného 
hyperboloidu s řadou bodů, které stanoví tyto přímky na libo­
volné křivce rovinné této plochy, *) můžeme užíti ku řešení ná­
slední úlohy vyskytující se v deskriptivní geometrii: 

Z daných průmětu Af', Bf, C, Df (orťhogonalných, klino-
gonalných neb centralných) čtyř přímek A, JB, Ct D teze soustavy 
jednodílného hyperboloidu a jejich bodu stopních a, b, c, d jest 
sestrojiti stopu S a průmět obrysové křivky O této plochy. 

Křivka stopní S a průmět O' obrysové křivky plochy hy­
perboloidu (z nichž prvá obsahuje stopy přímek plochy této 
a druhá obaluje průměty jejich) jsou křivky 2. stupně, dotý­
kající se ve dvou bodech.**) 

2. Abychom stopu S sestrojili, stačí stanoviti jeden další 
bod její, který ji s danými body a, 6, c, d bude určovati. Za 
tím účelem považujeme průmět Af z& průmět přímky druhé sou­
stavy X P téhož hyperboloidu, kterou protínají přímky prvé sou­
stavy P, C, D v bodech ra, w, p a sestrojme stopou a přímky 
A a přímkami i?, C, D roviny, jichž stopami jsou přímky ilf, 
Ny P, spojující bod a s body b, c, cř. Rada průmětů bodů m, 
w, p... jest projektivní se svazkem stop M, ./V, P. ..***) Stopa 2?, 
stotožňující se s průmětem A! protíná stopu S v bodu e, který 
jest stopou přímky první soustavy E, a zároveň stopou přímky 

*) „Základové vysU geometrie" od Dra Emila a Eduarda Weyra, díl III. 
str. 32. 

**) Tamtéž, str. 35. 
***) Tamtéž, 32. 
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