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0 kvaternionech.
Sepsal

Dr. F. 1. Studni¢ka.
(Dokondeni.)

Nezli ptejdeme déle, vratme se jesté ke vzorci (6), stano-
vicfmu soutin dvou idedlf. A tu pozndvdme, majice na zfeteli
zndmou poucku,*) Ze norma souinu se rovnd soucinu norem,
relaci

(a3 + a; + a3)(0] 4 b3 - b5) = (a,b, 4 a,b, + azby)? (29
—+ (albzs + (a‘zbs)2 -+ (aabl)z, )

ponévadz ze vzorce (4) a () pffmo se norma soucinu dd sta-
noviti.

Relace tato predstavuje pak zndmou identi¢nost Lagrange-
ovu, ukazujfc zdrovei, jak moZnd soucin dvou soultdl tif étverct
vyjédfiti souCtem ¢ty Ctvercl. Se zfetelem pak ke vzniku
téchto faktor vychazi na jevo, Ze téchto spisobi jest 24 a sice
podlé toho, jak tu permutujeme koéfficienty idedlnich jednotek

Ty, Oy T
Jestif na pf.

(12+33+ 72)(22 + 32+42) 12_|_ 92+272+302’

; 924 T2 1724 877,

32+ 924102+ 397

5?1 13% - 192 342,

724 192 }- 252 4 267,

924 152} 262 + 277,

10°+4 172+ 1924 312,

= 13% 4 22?% - 23% 4 23%,

= 14* + 19  25* 4 267,
= 15% 4 152 19*4- 307 atd.

WAy

*) Viz Studnitka ,0 kvaternionech® Casop. pro péstov. math. a fys. V.

pag. 102.
14
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A ponévadZ moZnd poucku, na nfz tuto zaloZeno odvozenf
identicnosti Lagrange-ovy; rozsifiti na = faktord, takZe plati

kI”I n(u,) = n(ITu,) , (30)
=1 .

znaéf-li tu vSeobecné wu; libovolny kvaternion, tedy i jeho
ideale jako piipad zvlastnf, obdrzime i vSeobecnéjS{ poucku
o soucinu souctu tt{ ctvercd, totiz

M@ 40 e =arfbrhetba, @)
k=1

takZe na pi. na zfeteli majice soudin Ctyt idealf, zde na str.
151 podany, obdrZime z ného p¥fmo

(14 2% 39 (284 87 4 4% (3° 4 47+ b%) (4° 4 5 + 67
= 1234? 4 86® -} 164 - 86>
Kdybychom pak chtéli tuto Lagrange-ova identiénost roz-
Sffiti na tfi faktory, obdrZeli bychom

(af +a; + a3) (b + b; + b3) (¢] + ¢ +¢3)
=n[Rus+ Ry . L 4 Tus],

kdez pravou stranu podlé vzorci (4), (13) a (1b) sestaviti lze,
zejména uvdzf-li se, Ze

n[Ris+ Ry, . I, 4 Lis) =R2, + 2 [Ria Iy + ]
a podlé vzorce () vyjde
gy Ggy Oy
R1.3= bl’ bz, bs
C1s Gy Cg
AniZ bychom pak stopovali déle relace sem patifef*), pie-

jdéme jesté ke zvldStnimu p¥ipadu, kteryz ze vzorce (30) se
obdrzi, redukuje-li se tam kvaternion u; na pouhé ¢fslo sou-
jemné

. U — A + b].i ’
povstanef z ného

*) Viz Studnitka: ,Neue Lehrsitze, Summen von Quadratzahlen be-
treffend,* Sitzb. d. k. bohm. Ges. d. Wiss, 1894, XV,
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M (a} 4 b2) = a® 4 b*, (32)
k=1

coZ znamend, Ze soucin sloZeny z = faktord, predstavujicich
soucty libovolnyeh dvou dtvercil, vyjadriti lze opét souctem dvou
¢tverci, pouctka to, jiz pro

n=2
znal jiZz Diofantos z Alexandrie.*)
Uvézfme-li pak, Ze podlé Fermatova objevu**) moZni

kmenné éfslo tvaru (4n - 1) vyjadriti souctem dvou détvercd,
obdrzime ze vzorce (32) i relaci

ké“ e 1) = a? - b2, (33)

znatl-li (4 nx 4 1) éislo kmenné pro
E=1,2,3,...,n.
Podlé toho jest na pf.
5.13.17.29. 37 = 64* 4 1087 ***) g p. d.

Z posledni relace této (33) plyne déle, jsou-li kmennd
¢isla stejnd a pocet jich vyjadren cislem m,

4n+ 1) =a* 0%, (34)

coZ znamend, Ze m-t4 mocnina kmenného ¢isla (4n - 1) pred-
stavuje soucet dvou étvercd.
Podlé toho jest na pi.

5% = 10?4~ 55% = 252 4 50%.
A ze vzorce (34) plyne pak ve zvldtnim ptipadé, kde

*) Studnitke ,Zdkladové nauky o &fslech® pag. 17.
*¥) Ibid. pag. 19.

*x¥) Srovnej Lejeune- Dirichlet ,Vorlesungen iiber Zahlentheorie®, III. Aufl.
pag. 165. Mimo to stran Fermatova objevu J, Smith ,De compo-
gitione numerorum primorum formae (4 4 - 1) ex duobus quadratis“
Crelle’s J. Bd. 50, pag. 91, (1854), kdeZ se vede ddkaz pomoci fe-
tézcového determinantu.

14%
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m=2,
poucka Pythagorova zvlaStnfho znénf
4n—+1)?=a®-} b2,

takZe tu din vyraz postulatu raciondlnich trojihelnfkéi pravo-
uhlych,*) pro néZ podal jiz Plato jednoduchy vzorec obecny

(0 1) = (0 — 1)* + 2 n)".
Zsroveh tu pozndvdme, %e mozZn4 si zjednati
piphps.. .p:": a?-}- 0%, 35
znalf-li vSeobecné p; ¢fslo kmenné tvaru
pe=4m+1, (k=1,2,3,...,n),

z CehoZ patrno, Ze sloZené cislo
1\1—_—.‘z°‘k1_"11 P =at 02, (36)

vyjadriti moZnd souctem dvou Ctvercii, pii CemZ nejmensf Cislo
kmenné 2, o némzZ platf taktéz

2=1"|1%,
necinf Zddné vyjimky.
Podlé toho jest na pf.
109850 = 2'.5%. 13% = 172 43312,

Abychom kone¢né ukdzali feSenfm tkolu geometrického
vhodné upotfebenf kvaternionovych idealf, stanovme vzorce,
podlé nichZ se p¥echdzi od prostorové soustavy soufadnicové
k soustavé jiné, taktéZ orthogondlnf, majici viak tfZ pocatek.

Uréfme-li na pfipojeném obrazci polohu bodu B pravo-
uhlymi soufudnicemi

OA==, AC=y, CB= 2

*) Srovnej Pdnek ,0 trojuhkelnicich raciondlnfch® éasop. pro péstov.
math. a fys. VI pag. 2i1.
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v prostorové soustavé, dané osami OI,,' 0L, OI;, a podobné
soufadnicemi

OA’=¢, ACP=19, OUB=E,
v soustavé podobné, dané osami OI, OI', OI', obdrifme koe-
xistentné *)

OB = «t, + yi, + 22, ,

OB=&i, + i, + &7,
jsou-li tu znaCeny pifsludné idedlni jednotky, jimiZ se kvater-
nionové idedle Idf, 7', ¢, i;, onde pak %, 7,, 7. A pfi tom
platf pak pifmo

B py =g, 37)

coZ jest i vymérem orthogondlni substituce vibec.

T

Vyjddifme-li pak idedlnf jednotky soustavy druhé obdob-
nymi jednotkami soustavy prvnf, obdri{me

v = agd byt 4oy
"zza 1, byt -y, (38)
’,=a31+bs72+casa
ze kteréito soustavy se zjednd, ndsobi-li se tu relace, jak po
sobé jdou, veli¢inami &, 7, §, a uZije-li se vzorcti OB stanovicich,

*) Viz Studnitka ,0 kvaternionech“. Casop. pro péstov. math. a fys.
V. pag. 150.
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g Al & = (&t am+a) 7
+ (bl ¢ + b2" + bag) 7.3
+ (€ + e + ¢58) 8, = 2d, 4 i, +- 24,

naceZ porovndvanim clend stejné jakosti vznikne

v =a,f+an+aif,
y = b+ b+ b8, (39)
z2 =6+ by 44,

kterdZto soustava linedrné vyjadfuje soutadnice z, y, z pomoci
hodnot soutadnicovych &, %, § '

Abychom pak vySettili podminky, jimZ vyhovujf koéfficienty
a, b, ¢, zjednejme si z prvého vzorce soustavy (38) nédsobenfm,
prihliZejice ku podminkim zékladnim, relacemi zndmymi

> L.
G =—1, 6i,=% at. d

stanovenym, a stejny potfddek pii kladenf idedlnich faktori za-
chovévajicim

v e . . ‘.
Tty =—ayny - agbyiyh - ay0.5,
vop e . ..
Uobd, = bpagidy, —bby - byeyiaty,
v .. ..

Veoly = cagliy 4 Gbihly —ce

nadeZ seCtenfm a zjednodusenfm se obdrif
Gt = (.alaﬂ -+ blb.z ~+ ¢16,) ) .,
+ 2y (b6y) + 7 (018,) + % (2 bp) = ()
zavede-li se Binetovo kritké determinantdi stupné druhého zna-

Cenf. Dosadime-li sem pak za ¢, hodnotu ze soustavy (38) ply-
noucf, obdrZfme koneéné porovninim podminky

ayay + by by +¢,0, =0, | (40)
(bycy) =ay, (c,a,) =0y, (a b)=r¢,, (41)

k nimz se druzf kyklickou zdménou p¥fpon ze vzorce (40) vzni-
kajici relace dalsf

y05 +byby + 0, =0,
aza, + byb, +cpc, =0,

Jakoi i podobné ze vzoreft (41) odvozené podminky
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(byeg) = ayy  (cgag) = by, (a3by) =c¢,,
(byey) =@y, (ca)=0b,, (ab)=c,.

Z téhoz soutinu ¢ .< obdrzfme ddle, utinfme-li si rovny
oba faktory, a zavedeme-li taktéz zdménu kyklickou, nové pod-
minky

@l b4 =1,
a; +b;+c;=1, (42)
atbita=1,

jehoz si zjedndme ze t¥i relac soustavy piedchdzejici, totiZ z
a; = (bye) y, by = (caa5), ¢ = (ayby),

zndsobime-li tu postupné veli¢inami a,, b, ¢, a uZijeme-li prvého
vzorce soustavy (42), podminku

a , bl, 01
a, b, ¢ |=1, (43)

a3 k] b3 ) 63

vyjadfujicf poucku i odjinud *) zndmou, Ze modulus orthogon4lni
substituce rovnd se + 1.
Znisobime-li pak relace soustavy (39), jak po sobé& jdou,
veli¢inami
ay, by, ¢,
ag, by, g,

a b

3y U3y C3

a sefteme-li pokaZdé, vznikne se zfetelem ke vzorci (40) a (42)
nova soustava

f=agz+by+ez,

n=a@+ by +cyz, (44)

¢ = a2+ by + oz,
kterdZ vyjadtuje linedrné soutadnice & 74, & pomoci z, y, z a
fesf tedy opacny tkol vzorci (39) dany.

*¥) Viz Studnitka ,O determinantech“ pag. 38. (— 1 by bylo pro
o J _— o
8y =T

coZ souvisi se smérem odbocdovacim).
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Z této soustavy konecné plyne, zndsobime-li jeji relace,
jak po sobé jdou, veliCinami ¢, ¢, ¢, a uZijeme-li vzorci OB
stanovicich

@ty - Yty + 26y = 2 (0,7, + a7, +- aa":ls)
+y (bl'.i'n + bz’:Iz + bsta)
+ ¢ (ef, + & + 6l),
z CehoZ plyne porovndnim koéfficienth veli¢in z, y, z novd sou-
stava co obdoba vzorci (38)

iy = g0, - a7, + ayty
":.2 = b1"?1 + bzi'lz + bsi':x ’ (45)
ty = 6%, 67, + 647,
z nf% vyplyne obratem, provedenym pfi odvozenf vzorci (40)
a (41), napted
Ly = — (albl + aab'z' -+ a3by) . )
+ 7 (@gdg) 7, (aghy) - 2 (a5h,) = 7,
a porovninfm ¢lend stejné jakosti, jakoZ pak i kyklickou z4-
ménou, novd soustava
a,b, + ayb, + azb; == 0,
S be, + bye, e, =0, (46)
¢ a, + ca, 4+ cza, =0,
co obdoba vzorci (40), a vedlé toho, jako prvé,
6 =(ady), ¢ =(ab,), at d
jakoz i zdroven co obdoba vzorch (42)
| altaltal=1,
b+ +bi=1, (47
¢ de=1%
Nehodlajice zde dale o kvaternionech se $ffiti, poukazu-
jeme ctendte, hledajictho poucenf daldtho, k odbornym spisiim,

*) Jaky jest geometrickj vyznam jednotlivych téchto relacf, o tom viz
Studnitka ,Uvod do analytické geometrie v prostoru“ pag. 46. et
seqq.
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mezi né% brzy se zafadf i n4§ spis do tisku jiz uchystany a
Jednotou Ceskych mathematikdt do nakladu vzaty.

Poznamka ku sestrojeni pramétu plochy hyper-
boloidu jednodilného.

Napsal

B. Prochazka,
professor v Karlin é&.

1. Projektivnfho vztahu p¥fmek téZe soustavy jednodflného
hyperboloidu s fadou bodd, které stanovf tyto pifmky na libo-
volné kiivce rovinné této plochy,*) miZeme uZiti ku FeSenf nd-
slednf tdlohy vyskytujicf se v deskriptivnfl geometrii :

Z dangch priméta A'y, B, C', D' (orthogonalnyjch, klino-
gonalnijch neb centralnyjch) tyr primek A, B, C, D téZe soustavy
Jednodilného hyperboloidu a jejich bodi stopmich a, b, c, d jest
sestrojiti stopu S a primét obrysové krivky O této plochy.

Kiivka stopnf S a primét O’ obrysové kiivky plochy hy-
perboloidu (z nichZ prvd obsahuje stopy p¥imek plochy této
a drubi obaluje priméty jejich) jsou kiivky 2. stupné, doty-
kajicf se ve dvou bodech.**)

2. Abychom stopu S sestrojili, staéf stanoviti jeden dalsf
bod jeji, ktery ji s danymi body a, b, ¢, d bude urcovati. Za
tim déelem povaZujeme primét A’ za primét pffmky druhé sou-
stavy P téhoZz hyperboloidu, kterou protfnajf pffmky prvé sou-
stavy B, C, D v bodech m, n, p a sestrojme stopou a pifmky
4 a piHmkami B, C, D roviny, jichZ stopami jsou ptimky M,
N, P, spojujici bod a s body b, ¢, d. Rada primétid bodd m,
n, p...Jjest projektivn{ se svazkem stop M, N, P...***)Stopa R,
stotoZiiujfc{ se 8 primétem A’ protind stopu S v bodu e, ktery
jest stopou p¥fmky prvnf soustavy E, a zéroveh stopou pi{mky

*) ,Zdkladové vys¥ geometrie* od Dra Emila a Eduarda Weyra, dil IIL
str. 32. :
*¥) TamtéZ, str. 35.
#0k) Tamtéz, 32.
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