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Ellipsoidy ¢, ¢’ jsou v poloze perspektivné kollinedrné,
a, b sttedy kollineaéni; konstrukce rovin kollineaénich podéna
v odstavei ,Reseni 2. svrchu nadepsaném (na str. 19).

Této methody — pomoci rotatnich kuZeld — lze uziti pii
viech plochdch 2. stupn&; nebof i hyperbolickému paraboloidu
Ize opsati realné kuZele rotalnf, totiz z kazdého bodu fokalnf
paraboly jedné i druhé. Sestrojime-li na pt. k hyperbolickému
paraboloidu (jehoZ vrchol bud v) teiny kuZzel z ohniska o jedné
hlavni paraboly P, bude tento kuZel rotalni dotykati se para-
boloidu podél hyperboly, jejiz rovina (polarna k pélu o) = | ov
(vrchol v plilf vzddlenost ohniska o od roviny z), osa pak kuZele
rotatniho jde ohniskem o rovnob&zné k vrcholové teéné paraboly P.

Dodatek

k dloze: Spole¢né body a teény dvou homothetickych kuZzelosetek
nerysovanych (roénfk 1914—15, str. 378).

Pokud obé homothetické kiivky jsou ellipsy, mozno s vy-
hodou uZiti téz affinity. Sdruzime-li ellipsu £ affinné s kruznief
K nad velkou osou /1, bude v této soustavd affinni (o té% ose
affinni I7) druhé ellipse £' odpovidati také urditd kruznice K,
jiz sestrojime snadno. Spole¢né body a tetny kruZnic K a K’
promitneme pak affinng zpét. Této methody viak uziti nelze,
dédny-li dvé homothetické hyperboly nebo- paraboly.

Dr. V. Jarolimek.

Prispévek ku geometrii dvojiny bodové.
Napsal Dr. Vaclav Simandl, docent éeské techniky v Brné.
Budte dény na uréité ptimee dvé libovolné redlné dvojiny
bodové, dvojiny U, ¥ a A,, B,. Budtes ia % hodnotami dvoj-
poméri t&chto dvou dvojin, budtez totiz:
UVAB)=14  (UVBA)=-

a budiz J involuci, kterd jest stanovena dvéma svymi dvojinami



24

U,V a A,, B,. Budeme pak v ndsledujicim hiedati konstruktivng
ty dvojiny 4. B, involuce J, jejichz dvojpomér vzhledem ku dvo-

jind U, ¥V m4 hodnotu A" resp. %, tedy:

(UVA,B,) = 2~ (UVB,4,) = %ﬂ

0 tsle n ptedpokliddme, Ze jest Cislem celistvym. Snadno

1ze pak nahlédnouti, Ze v dané involuci existuji dv& dvojiny,
které maji ku dané dvojiné této involuce dany dvojpomér, a Ze
tyto dvé dvojiny jsou navzdjem poldrnimi vzhledem ku zminéné
dané dvojiné. Bude tedy pii na§em dvojpoméru A mimo dvojinu
Ax B, hovéti nadf tloze je§té jedna dvojina 4’5, B', tak, Ze mdme:
(UVAuBY =,  (UVB.A%) = 5,

kde body A4‘n, B‘n, jak jsme se pravé zminili, obdrzime dle
vztahi :

(UV4.4) = —1, (UVByB',) = — 1.
Posléze budeme se zabyvati téz ptipadem, kdy:
(UV°4,°B,) = — 4,

kde °4,°B, jest opét dvojinou involuce J. ReSenim tohoto pii-
padu bude zdroveii roziefen piipad obecné&jsi:

(UV °4,°B,) = — an.

L

UkdZeme nynf, ze ku dvojindm A,, B, a A’ B‘, dospé-
jeme nésledujicim zpisobem, kdyz znéme dvojiny A,_;, Bu—:
a Aln—ly B'n-—-l-

Sestrojime si body An, Ba dle vatakii:
(4,4, Baoa An) = — 13 (BB, 411Bs) = — 1,
kde jest: ' '
(UVA,4) = — 1; (UVB,B ) =—1
a pak dostdvdme dvojiny:
An A's;  Ba Ba
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JjakoZto samodruiné dvojiny dvou tnvoluci danych vidy dvéma
ndsledujicimi svymi dvojinams:

U, 7, Apyy, Ay

U, v; Ba_y, B

Vidime tedy, Ze, cliceme-li sestrojiti dvojiny 4., Ba;
A'sy B'n, Ze jest nutno sestrojiti pfed tim vZechny dvojiny
Ai, Bry; A'k, B’t kde I probfhd postupné hodnotami 1, 2, 3
az n — 1.

Provedme nynf dikaz této konstrukee.

Predeviim dokdZzeme, Ze dvojiny A4,, B.; A’ B'y jsou
dvojinami involuce J. Dikaz ten provedeme za supposice, Ze
Ap1y Bay; Ay, B'sy jsou dvojinami této involuce. To lze
pfi nafem dikazu, ktery md povahu rekurrentni, supponovati,
jezto pro » =1 jest p¥imo patrno, ze 4,, B;; A‘,, B’, jsou
dvojinami této involuce. Nejprve dokdzeme, Ze A, B, jest
dvojinou této involuce. To jest patrno ze stejnosti dvojpomérd:

(4,4 B, U,) = (B,B'; 4,1%B,)
a z toho, Ze boddm A,, A4‘,, B,—; odpovidaji v involuci J po-
stupné body B, B’ 4,—;.

Body 4., A’x oddéluji, jak jsme byli pii na3fi konstrukei
vytkli, harmonicky jednak body U, V jednak body A,—;, An
a body B, B‘;, oddéluji zase harmonicky jednak body U, V,
jednak body B,_i, B.. Ponévadz pak bodim U, V, Ay, An
v na¥f involuci J odpovidaji po fadé body V, U, B,_,, B, tu
jest patrno, Ze v této involuci téZ bodim A4,, 4‘, odpovidaji
body B,, B'n, jak bylo dokézati.

Nyni provedme druhou &dst dikazu tykajicf se hodnoty
dvojpoméru (UVA,B.,).

Na piimce, na které naSe dvojiny bodové uvaZuJeme vy-
tknéme si urdity pevny bod jakoZto potatek soutadnic. Soufadnice
pak bodd nasich oznaéme si vzdy piislu§nymi malymi pismenami.
Tak budtez na p¥. soufadnicemi bodd U, Ba—i, U, B uselky
U, a1y Gny bn KdyZ mdme nyni od dvojpoméru (UVA4, B,) =24
uvedenou konstrukef dospéti ku dvojpoméru (UVA.B.) = 42,
tu jest nutno dokazati, Ze konstrukce ta hovi relaci:

Gy — U  Qn— v a,—u _ a, —v)\®
bp—u " bp—ov  \bp—u b —w
~
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coZ jest totéz jako dokézati, Ze hovi rekurrentni relaci:

Qn— U  Up—V __ [Any— U Ap_1—V\ (A — U  a —

bo—u " ba—v \bpoy—% byg_1— ((/, —u’ b —v)'
. Soufadnice @, a‘s bodli 4., A‘n obdrzime dle privé uve-
dené konstrukce jako samodruZné body involuce dané bodovymi
dvojinami U, V; A,_,, A, tedy involuce, jejiz rovnici jak zndmo
miiZeme psiti nédsledovné:

zy z4+y 1

uv wuto 1
An-1Qn QAn— + an 1

Polozime-li v této rovnici z —= y a dle x feS§ime tu dvéma
“hledanymi kofeny, jsou soufadnice a,, a’y. Po jednoduché tpravé
pak vychdzi:
An 10, — %0 *+ \/(@0—1 — %) (a2 — ) (ar—1—0) (a—0)
An_1 -+ QGn—u —v

Qpy Q'n =

Zcela analogicky dospéli bychom ku hodnotim &,, &'s:

baabn—wuv = V(b1 —u) (bs — 1) (bn1—2) (ba—0) _
bn_1+bn'—‘u—"b’

bay b'n =
Déle si vypottéme:

__ (@omr—0) (ot V(@) (@a—0) (32 1—2) (@)

b4

Apn—
dpq -+ Qn —u — 0
(a,,_l ) (az—2) V(0 2—1—u) ((z—) (25—1—2) (Az—0)
An_y + Qn— % — v ’
b — _ (bar—1) (b — )V (a—1—u) (07— %) (by—1—0) (b2—)
T bo—y + by —u—v !
o Brmr) 6r—0) N0 ) a0 )

bpe1 =+ by —u—w
Utvofme si nyni vjraz: '

An— % , Oy — 0

Uzb,—u et

Vyraz ten piSme ve tvaru:

(@n — u) (bn — v)
U=t —w@—0
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a dosadme nynf do ného pravé vypoltené hodnoty dvojélent
a, — u atd.

Po tomto dosazeni, kdyZ v ¢itateli i jmenovateli naznatené
soutiny rozndsobime, dostaneme po jednoduché tpravé vyraz:

_ (an-l - “) (bn—l - ’l))
U=t @a—v"

kde V' znamend vyraz, ktery lze pséiti ve tvaru:

0y, 4 “1ﬁ:1 + a:zﬁz +£:2_é:1_
Y — ayp, o0 & 1P o'y f

0y, + oyff'y + '\, + o\ gy’

oy 3, e, f' o'y, o'y

kde zavedené nové veli¢iny maji ndsledujicf vyznam:
o = VE;—‘:*“’ By = \/E—_—"’
€y = Van — 7, B = V‘?i—' Y,

e'y=\an 1 — u, g =\bar — «,

(A— \/a,,_l — v,

o= Vbp—y — v,

Vyraz V lze, ndsobime-li ¢itateli i jmenovatele soutinem:

) 0,0y B0’ 'y ', By
uvésti ve tvar:
y =% Bae’yB's (o o0’y By 0 By o'y By = g Byet'a’y - e By0’s ')
o, B0y 5 (02g B0y 3y + g B’y 'y + ey e’y By + @ B!y B4)
neboli po kréceni na tvar:
VvV — o, fya'y B,

0,0 )

To jest:
v — \/(a,._l — ) (bo—1 — %) (an — %) (ba — v)
(4a—1 — %) (b1 — ) (02 — ) (bx — )"
V tomto vyraze zbyvd ndm je§t& velidiny a,, b, vyjddriti
velitinami @,—;, a,, ba—1, b,.
Jezto plati, jak jsme na poldtku ukdzali, vztahy:
(UVA,AY) =—1, (UVB,B,)) =—1,
¢ili vztahy :
G —u 4= by—u | b —v
ay—u "~ a)y —v ! b, —u " b, —

=—1,
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tu vychézi
ot = al(u+v)—2uv, b, = b,(u—’,—'v)—?uv‘.
20, — (v + v) 26, — (u + v)
Podobné dle vztahi:
(4,4, By Uy) = — 1, (B,B}4,-180) =—1
vychézi
o = ba—1(a,+ a')—2a,a’, b — %1 (b, +0',) —2b,b,
i Wy — (4 - a) '’ " 2p—y — (b + %)

Dosadime-li pak do tdchto poslednich hodnot a,, b, vypo-
étené prdvé hodnoty pro a';, b, a hned odetitime u resp. v,
tu dostaneme rovnice:

(@, — 1) (ba1 — v)

G 4= B = 4) (bas — ) — (& — ban)®”
L (a, — v)? (bp—y — u)

02 = s — ) (bams — 0) — (@ — b))’
_ (b, — )? (@a—y — v)
e (Y (g gy Sy

bp—ov= (b — )’ (@n1 — )

(@n—1 — ®) (a1 — v) — (b; — @ny)®’
Dosadice pak tyto hodnoty do posledniho vyrazu pro V,
tu dostdvdme:
V= (@, — ) (b —v) .
(@ — ) (b, — )
Dosadime-li pak tuto hodnotu ¥V do difive zde vytlené
relace: '

.U __(@aa— — %) (bu—y — v) v

o — ) (@ —0)

tu dostdvdme relaci:

Qo — %  Gn— ¥ __ [(Apq—U Un_1—V\[ G —U G —
bn—t% " bp—v ~ \ba1—t byy—of\ by —u b — v )

relaci to, kterou ndm bylo dokdzati, aby byla dok&zdna spravnost
‘na potatku uvedené konstrukce bodovych dvojin: A,, B,y A'sy B'n.
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II.

Z tvah odstavce predeSlého I. jest patrno, Ze konstrukce
dvojin A,, B, resp. A'n, B'; jest obecné kvadratickou. V tomto
odstavei ukdZzeme, kterak v piipads, Ze » jest ¢fslem lichym,
lze tuto konstrukei zjednodusiti. Ziroveii bude patrno z tdvah
nisledujicich, Ze v ptipadé tomto jest ona konstrukce konstrukci
linedrnd.

Budiz » = 2! + 1, kde [ jest libovolné celé &fslo, sestro-
Jime pak v involuci ) dvojinu Agy,, Bay, vlastnosti:

(OV A1 Bayq) = A7,
kdys jest
(UVA,B) =1,
pomoci rekurrentnich formuli: '
(Agi1Ba14,4') = — 1, (Bay14214B,B')) = — 1.
Druhou dvojinu A'syr, B'ayy hovici téze rovnici:
(UVA ‘2l+1B'21+1) = A"
sestrojilt bychom za pomoci formuli:
(A'a1B'ayd 4) = —1, (B'apr14’91B\B')) = — 1.
Z konstrukce této, kterou hned dokdZeme, vidime, Ze jest .

linedrn{, nebot jest sloZena jen z konstrukei &tvrtého harmonického
bodu k uréitému bodu vzhledem ku dvéma danym bodim.

Predevdim snadno dokédZeme, Ze touto konstrukei nalezené
dvojiny Agyy, Bayy néleieji involuei J stanovené dvéma svymi
dvojinami A4,, B,; U, V. MiZeme patrné pfedpoklddati, Ze té%
Ay, By, nélezeji této involuci. Potom, jelikoZ mdme stejné
dvojpoméry:

(A 2z+1Bzz—-1A| A';) == (Bzz+1Azz—-1 B, Bll) =—1
a jelikoz v involuei J bodim By_1, 4,, 4’, po fadé odpovidaji
body: Ay, B,, B', jest patrno, Ze té% Ay, musf odpovidati
By, jak bylo dokdzati.

Zbyvé ndm jeSté dokdzati sprévnost vztahu:

Qupr—U Qupr—V _ (Au—1—U% Aua—0\ (& — 4 a, —v)?
b21_1——u.bal—1—'v b' % ) bl — .

b21+1'_ uw’ bal+1— v
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Dle relace (Agy1DBse—14,A4°) = — 1 vychdzi:
a __ba_y (a, 4+ a’y) — 2a,a’,
= by — (al —+ al) ’

kdyz pak do této rovnice dosadime dfive jiz uvedenou relaci:
. a, (w4 v) — 2uw
1= 20, — (u4v) ’
tu po jednoduché tpravé dostdvime pro rozdil Qo141 — % D&
sledujici:

(a, — u)? (by_y — v)
2@, hor—y — a} + wv — by (w4 2v) °
Zcela analogicky bychom dédle obdrZeli:
(@, — v)? (byr—y — )
2a,bgy — a + wv — by (u 4 v) ’
borss — = (b, — u) (a—y — v)
2”'1‘ T 2auab, — 0 uv —an—y (u F-v) ’
(b — v) (ag—1 — u)
2a91h, — b7 4 uv — ap—1 (u -+ v) °
Dosazenim t&chto &tyf.poslednich hodnot do vyrazu:

gt — U =

Qo1 — VUV —

bupr— o0 =

dotg1 — % Auyp1 — 0

borpr — U bypg— v

~dostdvéme jiz hofeni vztih, kterf jsme méli dokdzati. Tim jest
tedy dokdzdna spravnost konstrukce na polsdtku tohoto odstavce
II. uvedené.

III.

Ptistupme nyni k tloze, sestrojiti v naSi involuci J dané
dvéma dvojinami U, V" a 4,, B, dvojinu °A,, °B, té vlastnosti,
Ze pro tuto dvojinu plati relace:

(O °4,°B,) = — 4,

(UVA,B)) + A
Uloha ta bude patrnd zase dvojznatni a kroms dvojiny
°4,, °B, bude nasi podmince hovéti jesté dvojina °4‘, °B‘,
tak, Ze budeme téZz miti:
' (UV °4,°B")) = —

kdyz:
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V nésledujicim dokdzeme pak pro dvojiny °4,, °B, a °4%,
°B', sprivnost nasledujici konstrukee:

Sestrojime si nejprve budy A',, B', uvedenym jiz drive
zpiisobem :

(UVA,4) =—1, (UVB,B)) = — 1.

Dostavame pak bodové dvojiny:

°4,, °A'; °B,, °B,
jakoZto samodruiné dvojiny dvou involuci danych vidy dvéma
nasledujicimi svymi dvojinami:
U, V; Ai! All;
U, V; B,, B'.

Patrno jest, ze konstrukce tato jest kvadratickd. Dédle pak
jest vidno, Ze ku reilnym dvojindm A,B,; 4',B‘, prislueti
budou vzdy imagindrni dvojiny °4,, °B,; °4’,, °B’;, coZ vyplyva
z toho, Ze dvojina, kterd soufasné harmonicky oddéluje body
dvou redlnych harmonicky se oddé&lujicich dvojin, jest imagi-
nirnou. V daném piipadé onémi harmonicky se oddélujicimi
dvojinami jsou privé zde uvedené dvojiny U, V; A,, 4,
alU V; D, B,.

Ukédzeme nynf, Ze touto konstrukei nalezené dvojiny °4,,
'B,; °4';, °B‘, jsou dvojinami involuce J. Dikaz lze provésti
zcela analogicky jako na poddtku odst. I. byl proveden dikaz
o dvojindch A4,, Ba; A’n. B, V piipadé daném body °4,, °4*,
oddélujf harmonicky body dvojin U, V; 4,, 4. Témto poslednim
ttyfem bodim odpovidajf v nasf involuci J postupné body V, U,
B,, B.. Jezto dvojina bodi °B,, °B‘, d&li harmonicky i dvojinu
U, V i dvojinu B,, B/, jest patrno, ze dvojina tato jest involuci
J piitazena dvojing °4,, °4‘,. Tim jest dikaz proveden.

Zbyvs jelté dokdzati relaci:

(UV°A,°B,) = (UV °4',°B")) = — 4.

K tomu konci uvazujme involuci o samodruznych bodech
U, V. Jest pak, kdyz X, Y povaZujeme za libovolnou dvojinu
této involuce, rovnice této involuce:

2xy — (& + y) (w + v) + 2uv = 0.
Bude vyhodno vzhledem ku imagindrnym bodim této in-
voluce uZfti uréitého parametrického vyjidieni soufadnic x, ¥
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bodd X, Y. Mdme na mysli pouze oo' sdruZenych komplexnich
dvojin této involuce. Vyjddfeme si soufadnice dvou sdruzenych
komplexnich bodd X, Y této involuce ndsledovné:
x=§— i, y=£§& - 7.
Dosadime-li za =, y tyto hodnoty do pravé napsané rovnice
" involuce, tu lze snadno tuto rovnici uvésti na tvar:

n= iV — &) (v — &)
Dosadice pak tuto hodnotu do poslednich dvou rovnic pro
x a y, tu dostdvdme jiz hledané parametrické vyjadieni soufadnic
x, y bodd X, Y:

e=E4+Vu—8@—9§ y=—\Nu—4§ @—1¥.

Pii tomto vyjddfeni dvojiny X, Y pokliddime patrné £ za
proménny parametr a dospivime vyjidfenim timto ku vSem oo!
redlnym a ku viem oo' komplexnim sdruzenym dvojindm in-
voluce 0 samodruznych bodech U, V. Za supposice hyperbolické
involuce neboli za supposice redlnych U, V dospivdme v piipads,
ze soutasné a=wu, a > v nebo a < wn, a < v ku redlnym
dvojindm, a v ptipads, %e soudasnd a << u, a = v nebo a = u,
a < v ku sdruzenjym komplexnim dvojindm této involuce.

Stanovme si nyni p¥i naSem parametrickém vyjddfeni hod-
notu dvojpoméru A4:

(UVA,B)=(UVA' B)) = 4.

Soutadnice dvojin 4,, 4‘;; B,, B‘, budtez:
al‘=“+V(u—“)(”—“); ay=a—\@u—a)@©—a),
h=f+\VNu—pw—p), V,i=—Vu—p®—04).

Dosadime-li pak tyto hodnoty do relace pro 4;

g t—a  v—a
T u—b, v—b’

tu dostaneme: ‘
_ Vu—ae(Nu—ea+\Vv—e) Vo—ea (Vo —a +\Vu—e)
~ Vu—p (Vu—p+Vo—8) " Vo—B (Vo—p +Vu—p)’

¢li po kraceni
_\/v—a v—u«
(= ViR =

(Dokonéeni.)
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