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Uvahy o grafickém integrovani differencialnich
rovnic hlavné linearnych prvého radu.

Napsal

Jan Sobotka,

professor Geské vysokéd 3koly technické v Brné.

(Dokongeni.)

I‘Y‘v}gady zvlastni.

21. Applikujme néktelé z vysledki nabytych na Jeden
zvlaStn{ piipad, kterymZ dospéjeme k nékterym vlastnostem
listu Cartesiova a kiivek s nim tzce souvisfcich.

My vyjdeme totiZz od rovnice co nejjednodussf

) Y =z
(1) Y +—x_ =
s kterou se pro m =1 téz prof. Czuber ve jmenovaném po-
jedndnf (str. 46. a 47., obr. 2.) zabyval, uddvaje -piiblizné
sestrojeni ptslusnych khvek integralnfch. Uvahy predchdzejic
Jdouci o krok ddl vedou nds zde k presuym konstrukefm

ktivek téchto.
Rovnice homogenni rovnici ) odpovidajicf- znf

y’+l:0.

a znacf khvky F* pro néz subtangenta mi hodnotu — a a které
z divodu toho tvorI svazek rovnoramennych hypelbol '
) ' ay=0C"

majiéich osy sduia’dné za asymptoty.
’ 18
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Pro body N kiivky » plat{ tu
2

x©,
3) §= 2z, n= m’
_a proto rovnice kiivky této jest
4) &2 = dmy,.

Kiivky integralni F rovnice dané vyjddieny jsou pak rovnict

D x?
(5) Y= -+ 3m
aneb
(6) x® — 3mxY + 3mD = 0.

Mezi nimi jest jedna, odpovidajicf hodnoté D — 0, kterd
se rozpadd v osu y a v parabolu F, danou rovnici

) xz? = 3my.
Jelikoz kazdd tetna paraboly n jest teCnou obratu jedné
z kiivek F v bodé pimky x:%, tu vysvitda, Ze pifslusny

bod obratu leif na ose x, poné&vadZ teéna paraboly #» protind

osu « v bodé, jehoZ usetka jest -% .

Méme tudiZ vétu:

Viecky krivky (1) maji své body obratu (z nichZ vidy jen
jeden jest realny) na ose x a teény jejich obratu obaluji parabolu n.

Kaida z kiivek F jest dplné uréena vytknutim libovolného
bodu M. Abychom ji sestrojili, vedme bodem M rovnobéiku m
s osou y a pak libovolnou jinou ptimku taktéZ s y rovnobéZnou.

Rovnice pifmky m budiz # = z,, ptimky m « = «,.

Myslime-li si jakoukoliv z hyperbol (2) protnutou témito
piimkami, bude spojnice bodd priseénych protinati osu x v bode,
jehoz dsecka rovnd se z;, + z,. Protinajf-li pffmky m,m parabolu
F, v bodech M,, M, pak jest prisek pkimky x =z -} x,
8 ptfmkou (M,M,) bod U dle diivéjsfho oznalenf.

Z toho vysvita, ze bod U najdeme, kdyZ protneme (M,IM,)
s osou y v bodé G, a utinfme M,U aequipollentni s vdsetkou

G,M,. Ptimka (MU) protind m v dal§im bodé M kiivky F.
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Pohybuje-li se pfimka m, zdstdvajic stejnosmérnd s y, pak
bod U opisuje parabolu » shodnou s F, a s ni v poloze po-
dobné se nachdzejicf ; rovnice jeji jest

(8) 3my —y)=2z(@x—ux,),
znaéf-li z, | y, soufadnice bodu M. Vrcholy paraboly » majf
a3 o A
soufadnice 50 T Yo nachdzejice se na parabole x®>—=my,
tak Ze tecna jeji v M, prochdz{ polditkem O soustavy soufadné.

Tim dospivdme k ndsledujic{ jednoduché konstrukei kiivky F.

Bodem M vedme libovolnou piimku protinajici parabolu
v bodech U,, U,, osu y v bodé L a prenesme na primku tu
dsecky U,S, = U,S, = ML, ¢imé obdrZime body S,, S, ndleZejici
krivce F.

Konstrukce ta vychdz{ od libovolného bodu M kiivky;
kazdému z nich ptisludi jedna parabola ». Ménime-li bod M,,
provadi » jednoduchou translaci; Ze obaluje pak parabolu n,
sezndvdme téZ z jednoduché souvislosti kiivek téch zpiisobem
bezprostiednim.

Sestrojeni teény kiivky F v libovolném jejim bodé 9N jest
téz ddno, jelikoZz sestrojeni jejtho bodu dalsiho O rovnice (3)
bezprostfedné poskytujf.

Pro polomér kiivosti v bodé M ktivky F dojdeme na zd-
kladé odst. 6. k vyrazu

t3

QZW’

ktery se téz velice snadné dd sestrojiti.

Oznacime-li patw kolmice z bodu MM na osw x pismenem X,,,
Jest pouze zapotiebi vésti bodem N rovnobéZku s x a kolmict ku
(X.N); tyto dvé primky vytinaji z normaly kiivky F v bodé IN
délku rovnajici se 2.

V bodech paraboly x* = my maji vSecky kiivky integralni
totéz zakriveni; jestit pro body ty ¢ = !-;i.

22. Asymptota diive odvozené hyperboly w rovnobéZnd s y
jest tu od ¥ harmonicky oddélena pifimkami z ==z, z=uw,.
Jsou-li ve zvlditnim pifpadé ptfmky tyto, oznacme je nyni m,,

18*
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m,, vzhledem ku y soumérné poloZeny, jestli tedy z, = — x, = d,
piejde hyperbola w v parabolu v; bod U leZi tu na y ve vzda-

2
lenosti ?d,; od potdtku soufadnic a parabola » prochdzi body

' at a?
N,2d| ), Ny(—2d |

paraboly » a body prisenymi pi{mek m, m, s osou z. Jest
proto parabola v shodnd s F;, majic s nf spolecnou osu; vrchol
2
jeji ma potadnici —--3%.
Rovnice teény kiivky F v bodé z, | Y, jest, béreme-li zietel
k jej{ rovnici differencialni,.
—mY,

If._‘ml2 1
Yy — 1—”—%1——“(9«“—9&)

a prihliZzime-li ku (5) odst. predchdzejictho,

1-—29..'”12 Qxl——-—llx

y= x,  3m 3m :cl") )

Rovnice tetny téZe kiivky v bodé (x, = —u2, | ¥, ) jest pak
. 2D z? 2%,
== =g (am o )

'Kdyz tyto dvé rovnice seiteme, potom druhou od prvé
odeéteme, obdrzfme nové dvé rovnice

y+ P
—ﬂx+ Z —o.
Z poslednf rovnice plyne z,* — — —3—7%12 ktelézto hodnota
prevede rovnici predposlednf na tvar
= _D 0,

ktéry'se shoduje § rovnict (5) odst. 21. To znamend:
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Priseky tecen krivky F v bodech od y stejné vaddlenyjch se

protinaji na krivce samé.
Rovnice p¥imky, takové dva body spojujicf, znf pak

2 x,*

Derivujeme-li rovnici tu podle ,, obdrzime

__ 3my
2, = - ;
dosadime-li hodnotu tuto do piedchdzejici rovnice, vyjde
. 4D o
y - 3m t)

- kterdzto rovnice pravi: Spojnice bodid krivky F od osy y steyné
veddlenych obaluji parabolu s, kterd md x za osu a y za tecnu
vrcholovou,

Vlastnosti tyto jsou jenom specielnfm vyrazem zndmych
vlastnostf pro kfivky unicursalnf fddu tfetiho. Parabola s jest
tu involuéni kuzeloseckou kiivky F.

Na zdkladé vlastnosti tdchto Ilze hbovolnou kfivku F se-
strojiti ndsledovné:

Na y vytkne se bod a vede se jim tefna (mimo y mozn4)
ku s a rovnobézka ku «; body, vnichZ tato protind parabolu F,
vedeme rovnobézky ku y, které protnou vedenou tetnu para-
boly s ve dvou sdruZenych bodech kfivky F, jejichZ spoleény bod
tangencialnf téz dle uvedeného bezprostfednd sestrojiti lze.

Snadno koneén& shleddme, Ze kazdd kiivka F md ne
koneéné vzddleny bod osy y za bod dvojny, v némz jedna tedna
spljvé s nekone&né vzddlenou pifmkou rovmy a druhd jest to-
toZznd s . ’ '

23. Rovnice kfivek- steJnoklonnych (odst 1) jest tu

: x?
y=- —o=

a znamené. paraboly shodné potitkem soufadnic pmchézejici‘
volfme-li pro hbovolnou takovou parabolu vrchol za potdtek sou-
radmc, osu za osu Y, teénu vrcholovou za osu ¢, pak jest rovnice
jeji ¢* =my; vrcholy parabol téch lezi na kfivee z® ='— m{
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24. PiSme rovnici (6) odst. 21. v symbolech:
¥ — 3mgy 4+ 3mD =0

a provedme s ul specialni projektivnou transformaci

m? mx
1 = =—
1) V= EE

i obdrZime rovnici

@ e amay +

Rovnice tato znaéf pro 3D —=m? list Cartesitiv a pro D =0
rozpadd se v osu y a v parabolu F,, majic{ rovnici

3) x® = 3my.

Z transformacénfch vzorcd vychdzi na jevo, Ze pimkdm
rovnobéznym ku ose y odpovidaji pf{mky jdoucf poédtkem sou-
fadnic. JelikoZ parabola » v transformaci sama sobé odpovidd,
obdrzime vlastnost:

Teény kiivek (2) v bodech leZicich na pFimce, poédtkem sou=
stavy souradné prochdeejici, protinaji se v jediném bodé na para=
bole n.

Bod ten obdrzime jakoZto pifsiu§ny prisek teény ku para-
bole F, s parabolou n. M4-li bod, v ném% fetend pfimka para-
bolu 'F, protind, soufadnice z, | ,, pak m4 bod prisetny tefen

<

soufadnice %xl | 1/31—, o ¢emZ se snadno lze ptesvédiiti.
Transformaci pfechdz{ osa z v pifmku nekonecné vzdd-
lenou. Proto mayji krivky (2) své body obratu v nekoneénu; pii-
slus$né asymptoty inflekini jsow tecnami paraboly n.
Body obratu jsou tu nekonetné vzdilené body pifmek
L
2 3D
o m
I zde jest libovolnd kfivka F rovnice (2) tplné urdena
vytknutim libovolného jejtho bodu. Transformace zavedend pte-
vadf parabolu 7 rovnici (8) v odst. 21. vyjddfenou v ellipsu R,
majfef rovnici '
3my (y — ) = = (2,y —xy).
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Pro odchylky ¢ os ellipsy této od = shleddvime snadno

—_ %
tg29 = Sm—y,
. . . . x, |2y, .
Soutadnice pro stted jeji E jsou 3|5+ ona oskuluje

parabolu F; v potdtku soutadnic O.

Ellipsa R prochdzf bodem M,(x, | y,) na F, a tena jejf
v bodé tom jest rovnobéind s y a protind x v bodé, jejz zna-
¢ime X,. Pata kolmice V z M, na y ndleZi téZ R; rozdélime-li
tudf? VX, na tfi stejné dily, jest prvni délict bod od V stfe-
dem E; polomér ku VE sdruzeny jest rovnob&iny s (OM,) a
rovnd se VE.\3.

Je-li zv14sté 2, =y, = 3m, pak jest OVM, X, &tverec, VE
jest poloosou ellipsy R a kiivka kruhovd étverci tomnr vpsand
protind osu hlavni v ohniskdch ellipsy té.

Ménfme-li M, na F,, méni se tim ellipsa &, stfed jeji po-

hybuje se na parabole x*— %‘— y a ona obaluje zase parabolu »,

dotykajic se ji v bodé diametralné protilehlém bodu V.,

Je-li tedy ddn libovolny bod M kiwky F a chceme-li
krivku tw sestrojiti, tu na zdkladé provedenych tivah stanovime
nejprve bod M, v némZ pffmka (OM,) protne jesté parabolu F,
a pak stanovime ellipsu E. Bodem M vedme jakoukoliv piimku A,
kters protne R v bodech U,, U,; ptimky (OU,), (OU,) necht
déle protnou (VA3,) v bodech L,, L,. Ptfeneseme-li na (VM,)
usetky L,S, = L,S, = M, V, pak protinaji spojnice (OS,), (0S,)
piimku % ve dvou bodech M,, M, Zddané kkivky.

25. Oznatme ¢ polomér krwosti ktivky F v bodé M a ¢,
onen paraboly F, v bodé M, na pifmce (OM). Tetny tdch bodi
protfnajf se v bodé N na parabole n a kladme MN =},
M,N =t, Ktivky F, F, lze v soumeznostech bodd M, M, po-
vaZovati za centricky kollinearné pro O jakoZto stied kollineace,
kdeZto osa kollineace jest rovnobéznd s (OM), tak Ze tu  platf

e _t oM

@ & oM
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V bodé O maji v8ecky ktivky F' styk &tvrtého stupné mezi
sebou, jak ve sméru x, tak i ve sméru y; rovnéZ vykazuji
oviem i s parabolou F; styk 4. stupné v O.

Takovy jest té% vztah kiivek (6) v odst. 21. v bodé ne-
_ kone¢né vzddleném osy y.

26. TUzijeme-li nasi tlansformace vzhledem k tdvahdm
odst. 22., obdrZime vétu:

Pmseky teden v bodech, jichZ qu;mce s poéatkem O SOU-
stavy souradné jsou k osdm sowradnym soumérné poloZeny, pro-
tinaji se na krivce samé; spojnice boddt téch obaluji pravovuhlou
hyperbolu S, majici rovnici
3m*
4D

-To -d4vé téZ obdobnou konstrukei llbovolné knvky F.

Na y zvolime bod K a vedeme jim teénu ku S a rovno-
bézku ku z; tato necht protne.F, v bodech G,, H,. Pak pro-
tnou pHmky (OG,), (OH,) tetnu Fedenou jiz ve dvou bodech
G, H kiivky F. Tetny v bodech, téch sestrojl se zndmym zpi-
sobem; jejich bod prise¢ny lei{ rovnéz na F.

Zpaci-li zase ?,, ¢, délky teten kiivky F v.bodech G, H
aZ k prisluSnému priseku s #; obdobng dale #, délku tetny pro
F, v G, neb H, a jsou-li ¢,, ¢,, 0, pislusné poloméry kiivosti,
jest tu

xy =

ot} 0G g _ 4 OH
0 &’ 0G,’ o, t  OH,'

Délenfm' obou rovnic obdrzime -

'_51_ t *0G
: \ 0, “OH
“aneb konelné
' o tls K@
v 0y “KH '
‘ 21. Khvkém stejnoklonnym odst. 23. odpovidaj zde knvky
1) ‘ my @+x) = 2%

Z rovnice této soudime, Ze viechny prvky piimkové differen-
cialnf rovnice nasich kiivek F, kterd zni
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my — x?

Y
=72 2my — z*°’

sméfujfef k témuZ bodu osy # majicfmu dseku — #,, DfindleZejf
bodlim lezfcfm na ktivce (1). '

Rovnice (1) znaéi patrné hyperbolu, jedna asymptota jejf
jest rovnobéznd s osou y ve vzddlenosti — z,, druhd dotykd se

paraboly %, a smérnice jeji md hodnotu 3;;:—

Vsecky takové hyperboly oskuluji se v O, majice v bods
tom % za polomér kfivosti. Pro x, =« piejde hyperbola
v parabolu z* = my.

Casparyho nové véty z geometrie trojuhelnika.
Dokazuje
A. Libicky,
professor na Kral. Vinohradech.

(Dokongeni.)

10. Z trojuhelnfka B, B, B, odvodime je§té jeden dileZity
trojahelntk. Vedme v A B, B, B; mediany B, G, B,G a B, G
(obr. 7.) a ustanovme priseétk C, prvni z nich 8 pFitkou 4, X,
dale prisetik C, druhé s 4, X a prisetik C, tieti s .4, X. Rovnice
hodd C,, C,, C, nalezneme z rovnice (4). VloZice tu za z,, #,,
x, hodnoty soufadnic bodu A4,, totiz 1, 0, 0, za =z, ,,
hodnoty soufadnic bodu X: z,, z,, %,, za ¥,, ¥,, y, souFadnice
bodu B,: z,, x;,x, a za ¥, ¥,, ¥, soufadnice bodu G: 1, 1,1,
dostaneme rovnici bodu C, ve tvaru:

0, z, 1 %y, %y, 1 Ty, 2y, 1
¢, 01:'_ Tyy Ty 1 A1+ 0, z, 1 Aa+ 0, Ty s 1 As'
Xy, Ty, 1 0,2, 1 0, 2,1

Hodnota prvnfho determinantu jest

xy — ay 1, + @y By — T = (7, + 2,) (T, — ) — , (2, — T5)

=(—2= +x2+zs)(a’2*‘xs); :
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