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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Uvod do transfinitni aritmetiky.*)
Milo§ Neubauer, Brno.

Budu uzivat pojmu, znakt a nazvi, zavedenych v prvych &ty-
fech paragrafech spisu E. Cech, Bodové mnoZiny, &st prvni (Praha,
1936, JCMY), bez citace; zrovna tak budu uzivat vét obsaZenych
v téch paragrafech a p¥ipojenych cvidenich.l)

Velka latinskd pismena kromé F budou znaédit mnoziny. Je-li
a véc, pak {a} bude znadit mnozinu obsahujici jediny prvek a to a.
Jsou-li @, b riuzné véci, pak {a, b} &ili {b, a} bude znadit mnoZinu
sestavajici z prvkia a, b. Je-li a vée, pak

anone A4

bude znadéit, Ze neni a@ € 4. Pismeno N bude znadéit mnoZinu vsech
celych &isel > 0. Pismena m, n, p, ¢ budou znadit prvky z N. Pro
n e N kladu W(n) = E [p < n]; tedy W(0) = 0. Znak

’ > A resp. [ ] 4, ‘ (1)

zeC 2eC

znadf totéz co znak . A(z) resp. 11T A(2) zavedeny Cechem 1. c.
zeC zeC

str. 6. Znak », A, resp. | | A, znaéi (1) pro C = N.
n=0 n=0

K pojmu zobrazeni pfipomindm toto: 1. Je-li 4 ¢ + B
a prifadi-li se kazdému x € 4 pfesné jeden f(x) ¢ B, pak mnoZina
vSech para (z, f(z)), kde z € A, je zobrazeni mnozZiny 4 do B; toto
zobrazeni budu znadit f. To neni ve sporu s definici znaku f(x)
u Cecha 1. c. str. 8. 2. § je jediné zobrazeni mnoziny @ do libovolné
mnoziny a neexistuje zobrazeni neprazdné mnoziny do 9. 3. Je-li f

' *) V topologickém seminé¥i jsme potfebovali rtznych pojma a vé&t
z transfinitni’ aritmetiky v rozsahu vétSim, nez kam sahd V. Jarnikav
vyklad v jeho Uwodu do teorie mmoZstvt (dodatek ke K. Petrovu Podtu
integrdlnimu).. Proto jsem pozédal M. Neubauera, aby struény vyklad
o téchto v&cech nejprve ustné prednesl a pak (v ponékud zménéné formd)

v Casopise publikoval. Ctena¥ zadétednik udini dob¥e, kdy¥ si pred Setbou
tohoto éldnku pfeéte znovu citovanou stat Jarnikovu. - Cech.

..1) Dokonce sta&i znalost prvych &trnicti stran tohoto Cechova spisu.
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prosté zobrazeni mnoziny 4 do néjaké mnoziny a je-li M C 4,
pak parcialni zobrazeni fj je prosté zobrazeni mnoziny M na f(M).
4. Je-li f prosté zobrazeni mnoziny 4 na B, pak f(f—1(y)) = v pro
yeB.

K pojmu uspotadani pfipominam: Kazdé &ist dobfe uspofa-
dané mnoziny je dobie uspoiadana.

1. Kartézsky soudin a mocmna Je-li C =+ 0 a 4, mnozina pro

ze C, pak ‘
P A, (2)

zeC
(Cti: kartézsky souéin mnozZin A4,) znaéi mnozinu vSech zobrazen
J
mnoziny C do Z A, takovych, Ze f(z) € A, pro z e C. Znak ‘)) An

resp. A, * A, 0111 A, * Ay znaéi (2) pro C = N resp. U = {() 1}.

Koroldry. A,C B, pro zeC = P A4, CCD B, A, =0 pro

zeC'
zeC <= % A, = 0.
zeC

B* (&ti: mocnina A mnoziny B) znaéi mnozinu viech zobrazeni
mneziny 4 do B.

Koroldry. A, = AprozeC = P 4, = A°. B = {0}. 04 =

zeC

=0<>A =+ 0.{b}4 sestava z jediného prvku.

2. Ekvivalence. A ~ B (6ti: A ekvivalenini s B) znadi, Ze existu-
je prosté zobrazeni mnoziny 4 na B.

Koloraly. A ~A. A~B=B~A. A~B~C(t.j.4 ~ B,
B~0)=>A~C. 0 ~A<A=9. Jeli A konetnda a A ~ B,
pak B je koneéna. {a} X B~ B~ B X {a}. Je-li B, = {z} X 4,

pro ze C, pak A, ~ B, pro z € C a soudet > B, je disjunktni.
2eC

2'l. Maji-li A = ZA,, B = > B, disjunkini séitance a je-li

2eC
A, ~ B, prozeC, pakA B.

Dikaz. Staéi predpokladat 4 = ¢, nebot A =0 = 4, =
=B, =0prozeC = B=90. ProzeC budiZ f, prosté zobrazeni
mnoZiny 4, na B,. Pro z € 4 budiz x € 4,,. PoloZim-li f(z) = f,,(x)
pro z e A, ziejmé f je prosté zobrazeni mnoziny 4 na B.

2'2.Az~szrozeC:>C))A~CDB .

Dikaz. Budiz A = CD Az, B = ‘)) B,. Staéi predpokladat
A 5 0, nebot 4 = ¢ = B = 0. Proze C’ budiz f, prosté zobrazeni
mnoziny 4, na B,2) Polozim-li pro (a,2) e d X C a'(z) = f.(a(?)),

?) Konec diikazu provedu podrobnd. Detaily dtkazd vét 2:3 az 27
jsou obdobné. Mam dokézat A ~ B, t. j. mam udat prosté zobrazeni mno-
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ziejmé a’ € B. Polozim-li f(a) = a’ pro a e 4, ziejmé f je prosté
zobrazeni mnoziny 4 na B.

23. 4 X B~A x B.

Dikaz. A =0 + B<>A4 X B + 0. Tedy sta¢i pfedpokladat
A £ ¢ =+ B. Polozim-li f((z, y)) = {(O0, x) (1, y)} pro (x,y)ed X
X B, ziejmé f je prosté zobrazeni mnoziny 4 X Bna A x B.

24, Md-li 8 = A, disjunkini séitance a je-li A, ~ A pro

zeC

zeC, pak S ~C x A.

Ditkaz. Podle 2'3 staéi dokdzat S ~ C X A. Staéi predpokla—
dat § == 0. Pro z ¢ C budiz f, prosté zobrazeni mnoziny 4, na A.
Pro z eS8 budiz ze d,,. Polozim-li f(z) = (24 f;,(x)) pro xeS,
ziejmé f je prosté zobrazeni mnoziny S na C X 4.

25. 4 ~A,, B~ B, = B4 ~ B,

Ditkaz. Staéi predpokladat A = ¢ 4 B. BudiZ ¢ resp. y prosté
zobrazeni mnoziny 4 na A, resp. B na B,. Polozim-li pro fe B4
a xed, f(x)=y(f(p—(x))), ztejmé f e By4:. Polozim-li F(f) = f'
pro f e B4, ziejmé F je prosté zobrazeni mnoziny B4 na B,4:.

2'6. AB =0 = 04 x OB ~ C4+E,

Dakaz. Podle 23 stadi dokazat C4 X OB ~ C4+E. Stadi
predpokladat, Ze A, B, C jsou neprazdné. Polozim-li pro f = (f;, f,) €

Ziny A na B, t. j. mam kaZdému aeA4 pfifadit presnd jeden f(a)eB
tak, Ze
(1) ared, azed, a; =+ ay = [(ay) = f(a,),
(T1) probeB je f(a) = b p¥i vhodném a e A4
(Co mate, je, Ze prvky mnoZin A, B samy jsou zobrazenimi.)
BudiZz tedy a eA (tedy a je takové zobrazeni mnoZiny C do ZA”

2eC
Ze pro zeC je a(z)ed,). JeZto pro zeC jednak a(z) ed,, jednak f, je

zobrazeni mnoZiny 4, do B,, je f(a(z)) e B, pro zeC. Plifadim-li tedy

kaZdému z € C véc f,(a(z)), je definovéno zobrazeni mnozZiny C do Z B,
takové, Ze pro = e C véc pfifazend prvku z je v B,, t. j. je defilii)cvén
prvek z B. Tento prvek z B pfifadim nyni prvku a € 4, od n&hoZ jsem
vySel, oznadim jej f(a) a tvrdim, Ze takto sestrojené zobrazeni f mnoZiny 4
do B m&a vlastnosti (t) a (17).

Bud17 tedy predné @ €d, ayed, a; F a, Tedy pii vhodném z e C
jo ay(2) + ay(z), tedy, jetto f, jo prosté, je f(a(z)) * fy(asz), tedy je
Hey) #+ f(as). Tedy plati (f)- :

Budiz za druhé beB. Pro z¢C je f zobrazeni mnoZiny A4, na B,,
tak¥e podle b(z) ¢ B, pfi vhodném (dokonce, jeZto f, je také prosté, ph
presné jednom — ale na tom tu nezdleZi —) a(z) e 4, je [,(a(z)) = b(z).
Zvolim-li tedy pro zeC takovy vhodny prvek a(z)e 4, je definovan
prvek a e A. A tohoto prvku obrazem pfi zobrazenf f je vskutku prvek
b ¢ B, od n&ho% jsem vysel. Tedy plati (}7).
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eCAxXCBplixed f(x)=f(x) a pii ye B ['(y) ) =), zfejmé
f € CA+B. Polozim-li F(f) = f pro feC4 x CB, ziejmé F je
prosté zobrazeni mnoZiny C4 X CB na C4+5B,

2:7. (AB)¢ ~ AB*C, :

Dakaz. Podle 2°3 a 25 staéi dokdzat (AB)° ~ ABxC. Staéi
predpokladat, %e A, B, C jsou neprazdné. Pro fe (4B)° a z2¢C
polozim f, = f(z). Polozim-li pak f'((y,2)) = f.(y) pro fe(4B)°
a (y,z)eB x O, ziejmé [ e AP*C. Polozim-li F(f) =f pro
f € (AB)C, ziejmé F je prosté zobrazeni mnoziny (A7)¢ na ABxC,

2'8. Md-li 2 B, disjunkini stitance a je-li A, ~ B; pro z e C,

pak pri vhodné M je ZA,, ~MC2D B,.
2eC

Diukaz. Polozim- 11 A > A,, stadi predpoklidat A4 =+ @. Pro

zeC
z € C budiz f, prosté zobrazeni mnoziny 4, na B,. Pro xe A4 je

zed,, pti vhodném z;eC. Polozim-li f(x) = f, (x) pro xed,
ziejmé f je prostym zobrazenim mnoziny A do >, B,. Tedy stadi
zeC

volit M = f(A). ,
2'9. Je-li U systém vdech Casti mnoZiny A, pak plats:
1. {0, 1}4 ~U;
2. pri vhodném B CAU je A ~B;
3. ment A ~2.
Dikaz. Staéi predpokladat 4 = @.
1. PoloZim-li pro f € {0, 1}4 F(f) = F [zxed, flx) = 1], zre]mé

F je prosté zobrazeni mnoziny {0, 1}4 na .
2. Staéi za B zvolit systém vsech {x}, kde x € 4.
3. Necht existuje prosté zobrazeni f mnoziny 4 na . Budiz

B=A—> {2} f(x) a %, = f—1(B). Pak neni ani , ¢ B, nebot
. e .

%y € B == 2 non € {z,} {(%,) = {@o} B = {#,},
ani z,non e B, nebot
Zynon e B = z,¢ ZA{x} {() = xy € {2} f(%) = {%} BC B;

to je spor. ‘ '

- 2010, Je-li A systém vech koneénych Edstt mnoZiny A, sestdva-
jicich z n proka, pak pFi vhodné M je JA ~ M C AW™®,

- Ditkaz. Stati predpoklidat 2 = . Pro X ¢ 2 podle W(n) ~X
budiz F(X) prosté zobrazeni mnoziny W(n) na X. Tvrdim, Ze F je
proste zobrazem mnoziny A do A¥™. BudiZ totiz X' e A, X" e,

F(X') = F(X"). Necht X’ = X". Sta¥i piedpoklédat, e pii vhodj
ném zyed je zye X" — X'. Polozim-li F(X') =}, F(X")=1{",
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L) = p,je p < n a tedy f'(p) e X'. Ale f'(p) = ["(p) = @, non e
e X'. Staéi tedy volit M = F(Rl).

3. Kardinalni é&isla. Znak moh A (8ti: mohutnost mnoZiny A)
znadi: 1. pii koneéné A podet prvki mnoZiny 4; 2. pii nekoneéné 4
takovou véc riznou od viech n, Ze pro nekoneéné X, Y je moh X =
=mohY< X ~7.

Koroldr. moh A = moh B<> A ~ B.

Véc tvaru moh 4 se nazyvéi kardindlni éislo, a to koneéné nebo
transfinitnt podle toho, zda 4 je koneénd &i nekonetn4. Malé $vaba-
chové pismena budou znaéit kardindlni &isla.

Budiz C =+ ¢ a a, kardinalni &islo pro z € C. Pak

z Qz (3)
zeC

(6ti: soucet kardindlnich &isel a;) resp.
H az ‘ (4)
2eC

(8ti: souc¢in kardinalnich é&isel a,) znaéi mohutnost disjunktniho

soudtu . A, resp. kartézského soudinu P 4,, kde moh 4, = q,
2eC

zeC
pro z e C. Opravnéni k definici znaku (3) resp (4) dava 2| resp. 2°2,
Pro C = N misto (3) resp. (4) se pise Z Gr Tesp. Han. Pro C =
- n=0 n=0

= {0, 1} misto (3) resp. (4) se piSe a, + q, ¢ili a, + a—o resp. Goq, Gili
a100- Znaky a, + a;, ao0; Nejsou ve sporu s aritmetikou v N pfi ko-
neénych q, q,.
Koroldry. a + 0 = a; al = a; a; &= 0 pro zeC¢>1_Iaz #zO
zeC

- 3la;=a pro ze0:>z(:)a,=(moh0)a
Ze

Ditkaz. 2'4.

Koroldr. a + a = 2a.

b (¢ti: mocnina a kardinalniho &isla b) znaéi mohutnost moc-
niny B4, kde moh 4 = a, moh B = ). Opravném k této definici
dava 2'5. Znak 6% nenf ve sporu s aritmetikou v N p¥i koneénych a,b.

Koroldry. $°=1; 0* =0<>qa +0; 19=1; b'=Db; a.=a
pro ze C = naz—am"hc

32, ¢o c" = ¢otb,

Dikaz. 2'6.

Koroldr. a**t! = a*q.

3'3. (aP)c = ate.

Dikaz. 2'1.

a <b (6ti: @ mendt nez b) ¢ili b > a (6ti: b vétst neZ ) znadi:
1. a == b; 2. pii vhodnych 4, B je moh 4 = a, moh B =05, AC B.
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a < b ¢ili b = a znadi, Ze je bud a < b nebo a = b. Tyto definice
nejsou ve sporu s aritmetikou v N pii koneénych a,b.

Koroldry. a 0<>a>0. AC B=moh4 <mohB. ne
e N = n < mch N. Je-lia < b, pak p¥i vhodnych 4, B je moh 4 =

=qa mohB=5pH, ACB. a<bh, pro zeC:Zazgzm,

zeC zeC
“I;[az<1_[bz- ah=a b

34, Jeli a < b < ¢, pak pri vhodnych A, B, C je moh 4 = q,
moh B="b, mohC =¢, AC BCC.

Dukaz. Pii vhodnych A4’. B’, B, C je moh A’ = q, moh B’ =
= moh B =0, moh C =¢, 4’ C B’, BCC. Podle B ~ Bexistuje
prosté zobrazeni f mnoZiny B’ na B. Polozim-li tedy 4 = f(4')
je A’ ~ACB a moh 4 = qa.

Koroldry. a < b<c¢c=>alc¢c I<m<nla=alm+
+a<ga+a<na<aa.

3'5. mthA < > moh 4..

2eC
Dikaz. Pro 2z € C pii vhedné B, je A, ~ B; a soulet Z B, je

z¢eC
disjunktni. Podle 2'8 je tedy
moh 2 4, < mthB _ZmohB = > moh 4,.

2eC zeC
3'6. a < 2o
Dikaz. Pii vhodné A je moh 4 = qa, tedy podle 2'9 a < 29,
a 4 29 tedy a-< 2°.
37. Je-li A systém vech koneénych Edsti mnoZiny A. pak

moh QY < Z (moh A4)~.

Dulcaz Pro n € N budiz I, systém vSech konecnych ¢asti mno-
ziny A, sestavajicich z n prvka. Pak A = Z U,, tedy podle 3°5
a 210 o

| moh gniomoh Q[,, < ngo(moh A

4. Pofadova &isla. Jsou-li 4, B uspoiadany, pak 4 ~ B bude
znabit, Ze jsou podobné usporadany

Koroldry. A ~A4; A ~B=>B~A4; A~B~ O’(t]AN
~B, B~C)=> A ~C. Je-li A konetna resp dob¥e uspotadana
resp. obsahuje posledni prvek a 4 ~ B, pak B je koneénd resp.
dobfe uspotradand resp. obsahuje posledni prvek. .

Pro uspotadanou 4 znak typ 4 (8ti: poradovy typ mnoZiny A)
znadi: 1. pii koneéné 4 podet prvkt mnoziny 4; 2. pti nekoneéné 4
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takovou véc riznou od viech n, Ze pro nekoneéné usporidané X, Y
jetypX =typY <X ~Y.

Koroldr. Pro uspoiadané 4, B je typ A = typ B<> A4 ~ B.

Vée tvaru typ A. kde A je dobfe uspofadani. se nazyva
poradové Cislo, a to koneéné nebo transfinitni podle toho, zda A4 je
koneéna ¢i nekoneénd. Mala Feckd pismena budou znagit pofadova
éisla.

Koroldr. Kazdé n je koneéné potadové éislo.

Je-li A usporadana a x € A, pak A (8ti: disek mnoziny 4 uréeny

x
prvkem z) znaéi mnozinu v§ech téch prvkd mnoziny 4, které jsou
pred .
Koroldary. Je-li y e A pak A je tsek mnoziny A uréeny prv-

kem y. Je-li v e A ~ B, pak pii vhodnem yeBije A B

£ < (8ti: & mendi neZ n) ¢ili > & (6ti: vé’t&‘z n67 &) znadi:
pnvhodnychAaxeAJetva natypA_E ES péilin = &

znadi, Ze je bud & < 5 nebo & = 7. Tyto deflmce nejsou ve sporu
s aritmetikou v N p¥i koneénych &, .

Koroldry. &£ £0< &> 0. Je-i £ <typ4d, pak £=typ 4

z

pii vhodném z € 4. £ je koneéné, kdyZ a jen kdyz je mensi nez po-
fadovy typ prirozené uspoiadané mnoziny N. & <n < ¢ (t. j.
E<y n<D=2>ECLHES <=2 E< L E<nS=2E<
<G éESn=l=§(S L

4. Z torzeni £ <17, & = n, &> platz presné jedno.

Diakaz. Pri vhodnych A, B je typ 4 = &, typ B = 7. Plati pak
tato zakladni véta o dobfe uspof'édanych mnozinach A4, B: Plati
piesné jedno z tvrzeni: 1. 4 ~ B; 2. 4 o~ B p¥i vhodném y ¢ B;

v
3. B~ A pii vhodném x € A. Z této véty plyne véta 4'|. Dikaz

z
uvedené zakladni véty nalezne &tenai na str. 676—679 stati Uvod
do teorie mnoZstvt od V. Jarnitka, ktera tvoii dodatek spisu K. Petr,
Poéet integrdlni (2. vydani, Praha, 1931, JCMF).

Koroldry. §<n¢> neni: n<§ §<17<§:> E=mn. Pro
transfinitni & je pofadovy typ piirozené usporddané mnoZiny
N < &

4 2 K danému & existuje presné jedno mn téchto vlastnostz
LéE<ny2.6<ti=>n< L

-Dikaz. a) Necht #,, n, maji vlastnosti 1., 2. Podle vlastnostl
1. ¢isla n, je & < #,, tedy podle vlastnosti 2. disla ng j& ne < 1.
Tedy je 1, < 1y < g, 71 = 72 Tedy existuje nejvys jedno poradové
¢islo vlastnosti 1., 2.

b) Pii vhodné A je typ 4 = &. Budiz a vée, kters neni v 4,
a B= A + {a}. Uspotaddm-li B ustanovenim, ze a je posledm
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prvek v B, pak B je dobie uspofddand a pro z € B je B = A4 nebo
z
B = 4 podle toho, zda je ¢i neni x = a. Polozim-li = typ B, je

z z
tedy£<1;ac<nzé‘<£ tedy§<C=>n<C

&+ 1 (6ti: & plus 1) znadi poradove ¢islo 9 z véty 4°2. Tento
znak neni ve sporu s aritmetikou v N pii koneéném &.

7 se nazyva isolované, kdyz bud n = 0 nebo n = & +1 pii
vhodném &. 7 se nazyva limiint, kdyZ neni isolované.

Koroldry. Kazdé n ]e isolované pofadové é&islo. > 0 je iso-
lované, kdyz a jen kdyz je pofadovym typem dobfe uspotadané
mnoziny, ve které existuje posledni prvek. & <z + 1 = 5 <
E<n<l+1I=Eé<éE<y=>¢+1<np+ 1

4°3. Budiz M wmnoZina poradovych C(isel a budizZ pro (£, 7)€
e M X M & pred n, kdyz a jen kdyz & <. Pak M je uspofddana
timto pravidlem.

Dikaz. 4°1.

Mnozina poradovych ¢&isel se nazyva prirozené usporddand,
je-li usporadana pravidlem z véty 4:3. Tato definice neni ve sporu
s definici prirozeného usporaddni mnoziny N. Mluvi-li se o uspofa-
dani mnoziny potfadovych éisel bez dalsiho dodatku, mysli se piiro-
zené usporadani.

Klade se W(x) = E [£¢ < «]; tento znak je ve shodé se znakem

¢
W(n).

4'4. W(x) je dobie usporddana a typ W(x) = .

Dikaz. Pri vhodné A je typ A = «. Staéi predpokladat
A=+0. Pro xed je typ A < «. Polozim-li tedy f(x) = typ 4

z

pro xz e A, je f zobrazeni mnoziny 4 do W(x). Ziejmé f je podobné
zobrazeni mnoziny A na W(«x).

Koroldr. « > 0 je isolované, kdyz a jen kdyz ex1stu]e posledni
prvek mnoziny W(«x).

4'5. V neprdzdné mnoziné poradovych ¢isel existuje proni proek.

Dikaz. Budiz M neprazdnd mnozina pofadovych &isel a « € M.
Neni-li &« prvnim prvkem mnoziny M, pak ¢ = M W(x) C W(x),
tedy podle 4°4 existuje prvni prvek mnoziny M W(x). Ten je zfejmé
prvnim v M.

Pro neprazdnou mnozinu M poradovych &isel zna¢i min M
(¢ti: mimsmum &ili nejmensi ¢islo mnoziny M) prvni prvek mnoZi-
ny M; tato definice je ve shodé s oznadenim obvyklym v aritme-
- tice v N.

4'6. KaZdd mnoZina poradovych éisel je dobre uspordddna.

Dakaz. 4°5.

4'7. Existuje-li zobrazeni mnofiny W(&) na A, pak mnoZinu A
lze dobfe usporddat.
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Dikaz. Stadi pfedpokladat 4 == ¢. BudiZ f zobrazeni mnoziny
W (&) na A. Jestlize pro = € A zvolim g(x) € W (&) tak, Ze f(g(z)) = =,
pak g je prosté zobrazeni mnoziny 4 do W(&). Polozim-li tedy
g(4) = M, pak g je prosté zobrazeni mnoziny 4 na M. Kdyz pro
(z, y) e A X A stanovim, Ze je z pred y, kdyz a jen kdyz g(x) <
< ¢(y), pak podle 4'6 A4 je dobie uspofadina timto pravidlem.

4'8. Budiz M takovd mnoZina pofadovych éisel, Zen < & e M =
=neM. Pak M = W(typ M).

Dikaz. Podle 4'6 je typ M poradové &islo. Polozim-li « =
= typ M, pak podle 44, jeito e M = M = W(£), je jednak

B

EeM = E=typ W) =typ M < &, jednak &§ < o = E=typ M
é n

pii vhodném 7 e M, takze & = typ W(n) = ne M.
5 Indukce Teorém Zermeliiv.

(Prmczp transfinitnt indukce.) BudiZ o > 0 a budi V(C)
vy’rok ktery md smysl pro { < « a ktery md tuto vlastnost: Je-li
B < & a je-li V(L) spravny pro { < B, pak N(B) je spravny. Za téchto
predpokladi je (L) sprdvny pro ¢ < .

Dikaz. Jinak, polozim-li M = E [{ < «, V({) neni spravny],

4

je M = ¢. Polozim-li tedy g = min M, je § < «, V() nespravny
a V() spravny pro ¢ < . Tedy V(B) je spravny. To je spor.

5'2. (Princip obycejné indukce.) Budiz \(p) vyrok, ktery md
. smysl pro p e N a ktery md tuto viastnost: Je-li m e N a je-li N(p)
sprdavny pro p < m, pak \(m) je sprdvny. Za téchto predpokladi, je
V(p) sprdvny pro De N.

Ditkaz. 5| pii o« = typ N.

53.3) Budizy > 1,ae P, pro 0 < E<y fe zobrazeni mnoziny

PP® do P, 0<n <0 <y+1la g resp g zobmzem mnoziny

W) resp. W(n") do P téchto vlastnosti: 1. g(O) = g(O) =a; 2. pro
o< éE<y 7e4)

(5) = fe(QW(e)) 9(5) = fe(QW(e))
Pak pro & <1 je §(&) = 9(o)

Dikaz. Polozim-li « = 5" a V() = ,,6({) = E(C)“ pro ¢ < o,
pak podle 5°| stadi dokazat: Je-li < « a je-li V() spravny pro

%) Tato véta jé pomocnou vétou pro dikaz vty 5:4. S jejim studiem
Ize polkat, aZ se ukaZe jeji potfeba v dikazu véty 54.

1) Podle £E<n' <" je W) c W(n')c W(n”), takiZe gW(e) resp.

gW(e) znacl parcidlni zobrazeni mnoZiny W(&) do P pnslusne k zobrazeni

g resp. g
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¢ < B, pak V(B) je spravny. Podle 1. staéi predpokladat g > 0. Pak
podle 2. je

"

0B) = (e, 0(6) = (@wen).

”

. n n
tedy je V(B) spravny, nebot gwe) = gwe)-

5:4.5) (Princip definice tmnsfinitni indukci.) BudiZ y > 1,
aePapro0 < & <y f zobrazeni mmoZiny P¥® do P. Pak emstuye
presné jedno zobrazeni f mnoZiny W(y) do P takové, Ze f(0) = a a

0 < &<y = (&) = fe(fwe). (5)

_ Dikaz. Protoze podle 5°3 pii ' = %" = y existuje nejvys jedno

zadané zobrazeni, zbyva dokazat jeho existenci. Polozim-li & =

=y 4+ lapro <« V()=,budto { = 0 nebo £ > 0 a existuje
4

¢
zobrazeni g mnoziny W(¢) do P téchto vlastnosti: 1;. g (0) = a;
¢

4
2. pro 0 < & < Cje g(&) = fe(gwe); pak podle 5| sta¢i dokdzat:
de-li f < o a je-li V() spravny pro ¢ < f8. pak V(B) je spravny.
Z¥ejmé staci predpokladat g > 1.
Budiz predne pisolované, tedy f = /3 + 1 pfi vhodném g > 0.

i I
PoloZim-li 9(5) =g(§) pro § <’ a g(ﬂ = fs(9we). pak 9 je
zobrazeni mnozmy (ﬂ) do P s vlastnostmi 1z, 25., nebot pro

0<EZ P je me = QW(e) Tedy je V(B) spravny.
Budiz za druhé g limitni. Pak pro £ < f je & <un < f pii
vhodném 7, na pf. plin=4§+1. Pro <y’ <n"<fje E<ny' <

<" <y + 1, tedy podle 53 je g(£) = g(&). Pro & < f budi tedy
S(‘S) = n(‘f)’ kde & <#n < pB. Pak S je zobrazeni mnoZiny W(B)
do P s vlastnostmi 15., 2., nebot pro 0 < & <9 < f je SW(E) =
= SW(E)- Tedy je V(B) spravny.

5) Tato véta, jeZ je zobecnénim véty 55, se stane ,,ndzornou‘‘, kdy#

se do véty 5'5 zavede obvykld nomenklatura. Prvky mnoZiny PV p¥i
n > 0 nejsou nic jiného neZ n-flenné posloupnosti prvka z P. Zobrazeni
mnoziny N do P ‘je totéZ co nekoneénéd posloupnost prvka z P. Je-li f
zobrazeni mnoZiny N do P, pak parcidlni zobrazeni fW(n) pii n > 0 je
proété n-élenny zalatek posloupnosti f a f(n) je (n + 1)-ty élen posloup-
nosti f. Lze tedy 55 vysloviti takto: Je-li « prvek mnoZiny P a je-li f,
pro n > 0 predpis, ktery kazdé n-clenné posloupnosti prvka z P prlfazu.]e
Jisty prvek z P, pak existuje pfesné jedna nekoneéné posloupnost prvku
z P takové, Ze prvy jeji ¢len je onen prvek a a kaZdy dalsi Je_u ¢len,
(n + 1)- ty (n > 0), je pravé tim prvkem z P, ktery predpis f, pritazuje
jejimu n-¢lennému zadatku.

Takto demaskovéna se objevuje véta 5'5 jako jadro definice. induketf,
jak je Gtendf na ni zvykly z elementt.
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5:5. (Princip definice obycejnou indukci.) BudiZ a e P a pro
n > 0 f, zobrazeni mnoZiny P¥™ do P. Pak existuje presné jedno
zobrazeni f mnoZiny N do P takové, Ze f(0) = a a

n > 0 = f(n) = fa(fww)- (6)
Dikaz. 54 pti y = typ N.
5'6. (Bernsteinova véta.) Ay C A, C Ay, Ay ~ Ay = Ay ~ A,.
Dikaz. BudiZ f prosté zobrazeni mnoziny 4, na A4,, takze

f(4o) = 4. (7)
a QU systém viech éasti mnoziny 4,.6)[ Pro » > 0 definuji zobrazeni
fn mnoziny AW® do A takto: a) ge A"D = fi(9) = 4,; b) ge
eUAT® = fy(g) = dy; ) n > 2, gAY = f,(g) = f(g(n — 2)).
Zna&i-li nyni f zobrazeni z 55 pii a = 4, a P =<, pak
fway e AT, tedy podle a) a (6) je f(1) = fy(fwqy) = 4,, déle
fwe) e AT®, tedy podle b) a (6) je f(2) = fy(fwe) = 4,. Polo-
zim-li tedy f(n) = A, pron > 2,jeprone N A,C 4, a

n> 0= f(n) = A, (8)

f(An) = An+e2 (9)

pro n e N; vskutku pro n = 0 je to (7), kdezto pro » > 0 podle
fwnre) € AT+ a podle c), (6) a (8) je

Aps2 = f(n + 2) = fav2(fwmr2) = f(fwarz(n) = f(f(n)) = [(4a).
Je:

Je

. m>mn= AnC Ay,; (10)
polozim-li totiz V(p) = ,p > n = A, C 4,", podle 52 staéi do-
kézat: je-li m e N a je-li V(p) spravny pro p < m, pak V(m) je
spravny. Ziejmé stadi predpokladat m > 2. Pak A,—2C Apu—s,
tedy podle (9)

_ Am = f(Am——-2) Cc f(Am-—3) = Am—1,
tedy. jezto V(m — 1) je spravny, vyrok V(m) je spravny.]

6) Nasledujici ¢ast diikazu obsaZend v zavorce [ ] se obvykle podava

takto: Definuji indukei mnoziny A, A, ... predpisem:

(a) Ay 4o = 1(4,) pro n > 0.

Dokdazi indukct:

(b) m>n=-A,CA,.

Vskutku plati (b) pro m = 0, 1, 2. BudiZ tedy m > 2 a necht plati:
(c) jeli m” < m, pak plati: m’ >n = 4, C 4,.

Budiz nyni m > n. Jeito m — 2 < m, podle (¢)je 4, ,C A4, s, tedypodle
(a)jed,, = f(4,, o) Cf(4,,3) = A, . Jeli tedyn=m—1,jed, c4,.
Jeli n < m —1, podle (c) je 4, ,CA,, takZe podle 4, c 4, _, opét je
4, c A, Tedy plati (b). .
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Jeito f je prosté, podle (9) je

f(Aon — Aon+1) = f(d2n) — f(A2n+1) = Aonte — Aznts,
takze
Aoy — Aony1 ~ Aony2 — Aonss. (11)
Podle (10) souéty

Sy = ZO(AZ” — Aopy) & 8 = Zo (A2n+2 — A2n+3)

maji disjunktni séitance, takze podle (11) a 2'| je .
So ~ 8. ' (12)

Polozim-li
T =] loA” + Zo(Aan — Aon+2),
n= n= .

podle (10) 'S, = 0 = T'S,, takZe podle (12) a 2'| je

: T+ 8 ~T+8,. (13)
Podle (10) je

T+ 8,C Ay T + 8 C 4y. (14)
Budiz ze A, resp. xe4,. PHi znone I_IA,. budiz m. nejmensi

=0

dislo z N, pro které zmnon e d,. Je-li m sudé, podle m > 2 pii
vhodném » je m = 2n + 2, takze e Agpt1 —A2n+2 CT: jelim
liché, podle m > 1 resp. m g 3 pfi vhodném » je m = 2n -+ 1 resp.
m = 2n + 3, takie xe Ay — A2+1C S, resp. xe Asgiz—
— Aop43C 8y Tedy 4, C T + Sy, A4, CT + 8,, coi podle (14)
a (13) dava 4, ~ 4,. ’ '

57. a<b<d=a=b.

Dikaz. Podle 3'4 pii vhodnych A,, A,, A, je moh 4, = q,
moh 4, = b, moh 4, = a, 4,C 4, C 4,. Jeito 4, ~A2, podle 56
je a =b.

- 5'8. Z tvrzeni a < b, a = b, a > b plati nejvys jedno.

Dikaz. 5°7.°

Koroldry. a <b<c=>a<c;a<bZc=>a<ec

59. Budi? C =0 a a, kardindlnt ¢islo pro z e C. Pak pm
vhodném b je b > a, pro z ¢ C.

Ditkaz. Pro z e C je moh 4, = a, pii- vhodné 4,. Polozim-li
a=a a b= 29 pak podle 3'5 a 3'6 je pro z ¢ C '

zeC

a,_mohAz<mthAz<ZmohA _Za,——a<2a-5.

2¢C ZEG

510. Budizy > 1, A £0 a pro0< £<y a ge AVE budiz
A —g(W(&)) =& 0. Pak existuje prosté zobrazent mnoZiny W(y) do A.
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Dikaz. Pro ¢ =X C 4 zvolim z(X)eX a pro 0 < &<y
a ge A7® polozim fi(g) = 2(4 —g(W(£))). Pak pro 0 < & <y
je f: zobrazeni mnoziny 4A%©) do A. Znaéi-li f zobrazeni z 54 p¥i
a = 2(4) a P = A, sta¢i dokazat, Ze f je prosté. Vskutku pro
0 < & < y podle (5) a podle fwe e A¥E je

(&) = felfwe) = (4 — fwey(W(8) = (4 — H(W(£))) €
e 4 —f(W(8)),

tedy pro n < & <y je f(n) e {(W(&)) a (&) non € f(W(§)), takze je
f(n) = 1(&); tedy f je prosté.

5:11. Je-li A nekoneénd, pak pii vhodné B je N ~ B C A.

Ditkaz. ProtoZe pro n > 0 a g e AV™ je g(W(n)) koneéna, je
A —g(W(n)) &= 0. Podle 510 pii y = typ N existuje tedy prosté
zobrazeni f mnoziny N do 4. Staéi tedy volit B = f(N).

512. Pro transfinitni a je moh N < a.

Dikaz. 511,

Koroldry. a < moh N = q je koneéné. Pro n ¢ N a transfinitni
¢ je m<a. Pro transfinitni ¢ je a<mohN+a<a+a<
< (moh N) a < aa.

513. (Zermelaw teorém.) Ka#douw mnoZinu lze dobve usporddat.

Dikaz. Budiz A dand mnozina. Necht ji nelze dobfe usporadat.
Pak A neni prazdna. Budiz M mnozina vSech typ X, kde X je
dobfe uspofddani Gast mnoziny 4. Jeito n < &eM = ne M,
podle 48, polozim-li y = typ M, je M = W(y). Podle 4 & ¢ je
y>1LPro0< é<yagedP®je A—g(W(E) + 0, protoZze by
jinak g bylo zobrazeni mnoziny W(£) na 4 a tedy by podle 47 bylo
mozno mnozinu 4 dobfe usporiddat. Podle 5* |0 existuje tedy prosté
zobrazeni f mnoziny W(y) do A. Polozim-li tedy X = f(W(y)), je
X C 4 a f prosté zobrazeni mnoziny W(y) na X. Stanovim-li, Ze
pro (z, y) e X X X je z pied y, kdyz a jen kdyz je f(x) < f-(y),
podle 4'4 je X dobie usporddédna timto pravidlem a typ X =
= typ W(y) = y. Tedy je y e M — proti M = W(y).

6. Disledky Zermelova teorému. moh & (&ti: mohutnost pora-
dového é&isla &) znaéi mohutnost dobie usporadané mnoZiny, jejiz
pofadovy typ je & Tato definice je opravnéna, protoZe pro dobie
uspotddané A, B je: typAd=typB=>A~B=>4 ~B=
= moh 4 = moh B.

Koroldry. moh & = moh W(£); moh n = n.

6'1. £ <7 = moh ¢ < moh .

Ditkaz. Pti vhodnych 4 a xeA je typ 4 =, tva = &,
tedy moh & = moh A < moh 4 = moh 7.

6-2. moh§<m0h17=>- &<
Dakaz. Jinak je n < &, tedy podle 6°1 mohn < moh £ —
proti 5°8.
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6:3. Pro ka%dé a je a = moh & pri vhodnem &

Dakaz. 5 13.

6'4. Z torzeni a < b, a = b, a > b plati presné jedno.

Dikaz. 58, 63, 41, 61l

Koroldr. ¢ < b <> neni: b < q.

6'5. Je-li A dobie uspordddina a mohA <b pro x e A. pak

moh 4 < b.
Ditkaz. Jinak je b < moh typ A, tedy, polozim-li podle 63
b = moh 5, pedle 6°2 5 < typ A, tedy p¥i vhodném x e 4 je n =
= typ 4, takZe b = moh 4. To je spor.
X x

6°6. Budiz M mmnoZina kardindlnich C¢isel a budiZ pro (a,b) e
e M X M o pred b, kdyz a jen kdyz a <b. Pak M je uspordddna
timto pravidlem.

Dikaz. 64.

Mnozina kardinalnich é&isel se nazyva prirozené uspoiddand,
je-li usporadana pravidlem z véty 6:6. Tato definice neni ve sporu
s definici pFirozeného uspofadani mnoziny N. Mluvi-li se o uspoia-
dani mnoziny kardindlnich éisel bez dalsiho dodatku, mysli se p¥i-
rozené usporadani.

6'7. Katdd mnoZina kardindlnich éisel je dobfe uspordddna.

Ditkaz. Budiz M mnozina kardinalnich éisel. Staéi predpokla-
dat M = @. Pro ¢ e M podle 63 zvolim poradové é&islo f(r) tak, Ze
¢ = moh f(r). Pak podle 62 f je podobné zobrazeni mnoziny M
na f(M). Podle 4'6 je tedy M dobie uspoiiadana.

Az do konce mald §vabachovd pismena znaéi transfinitni
kardinalni &isla.

ind @ (8ti: sndex kardindlniho éisla a) znaéi typ E [r <al

Koroldry. ind-a je pofadové &islo. ind moh N = 0
6'8. a <b<>ind a < ind b.
Ditkaz. 1. Je-li @ < b, pak E [r < a] je Gsek mnoziny E [x < 6]

uréeny prvkem q, tedy ind a < ind b.

2. Je-li ind a <1ndb pak jea <b podle 1.

Koroldr. ind @ = ind b = a = b.

6°9. Je-lt & index (ndkterého kardinalniho &isla) a U < &,
pak n je indezx.

Dikaz. Je & = typ E [z < a] pfi vhodném a a # pofadovym

typem tseku mnozZiny E [g < a], uréeného vhodnym b. Tedy 1 =

= ind b.
6'10. KaZdé & je index.
Dékaz. Budiz ddno &. Polozim-h
index‘ pro { < «, pak podle 5| stadi'dokazat:
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V(&) spravny pro ¢ << B, pak V(B) je spravny. Staéi predpokladat
B > 0. Budiz tedy ¢ = ind a; pro { < . Podle 5'9 pfi vhodném b
je b > a; pro ¢ < B (jeito a, je transfinitni, také b je transfinitni).
Kdyby bylo indb < B, bylo by indb = ind qingp, tedy b =
= Qinap, c0Z je spor. Tedy je f < ind b, tedy podle 6'9 V(B) je
spravny.

Ne (Cti: alef &) znadi to a, pro néz ind @ = &. Tuto definici
opraviiuje 6°10.

Koroldry. % = moh N. & < 1)< X: < ¥,

Z(Ng) (Cti: Ciselna trida alefu &) znaéi E [moh n = X¢].

n
we (8ti: poldteént Cislo tiidy Z(Xe)) znaéi min Z(%e). Tuto defi-
nici opraviiuje 6°3.
Koroldry. wy = typ N. § < <> we < wy. § < wy<=>moh & <
< ¥,. Pro transfinitni & je wingmons < &.
611, ga = a. :
Dikaz. Jezto a < aa, podle 57 stadi dokiazat aa < a. Polo-
zim-li ind @ = &, je a = Xz Polozim-li tedy o« = &4+ 1 a V({) =
= ,, 8% < ¥ pro { < «, podle 5| staéi dokazat: Je-li f < « a

XX < X pro < B, (15)
pak »
¥ < N (16)
Proni pravidlo. Pii daném # pro (¢', 9") € W(n) X W(n) budiz
(n, 9') pred (5, 9") resp. (9, ) pred (9", n), kdyz a jen kdyz ¢" < 9".
Pak {n} x W(n) resp. W(n) X {} je dobfe usporddina timto
pravidlem.

Druhé pravidlo. Pti daném » kazdé dvé z mnozZin

{n} X W(n), Wn) X {n}, {(n, n)}
jsou disjunktni. PoloZim

Ay ={n} X W(n) + W(n) X {n} + {(n, 1)} (17)

a stanovim: 1. prvni dva séitance v (17) jsou uspofddany podle
prvniho pravidla; 2. z e {n} X W(y), y e W(n) X {n} = = pied y,
y pred (n, ). Pak 4, je dobie uspotadana timto pravidlem.
Systém vSech mnozin 4,, kde 7 < wg, zfejmé je disjunktni.
Polozim
A= A, (18)
’7<‘”ﬂ .
a stanovim: 1. kazdy séitanec v (18) je uspotfadan podle druhého
pravidla; 2. 7' <%" < ws, (2',2")edy X Ay = ' pled 2z".
Pak A je dobfe usporadana timto pravidlem.
. ProtoZe soudet v (18) je disjunktni, pro z e A4 je xe A4, pii
pfesné jednom 7 << wp; oznadim %, toto 7. Pak ‘
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ACZA,,—}—A% pro ze A, - (19)

z <y

kde > A, znadi ¢ pro 7z = 0. Je-li tedy 7, koneéné, pak podle
'7<ﬂx L

(17) 4 je koneéna, takze ,
z
moh 4 < ¥ pro koneéné ;. (20)

. z
Jezto podle (17) a (18) je 4 = W(wg) X W(ws), podle 2'3 je moh 4=
= Np¥g. Protoze mam dokdzat (16), podle 65 a (20) stadi tedy
dokazat
moh A < ¥ pro transfinitni #,.
x

Podle (19) a 3'b stadi tedy pro transfinitni 7, dokazat
2 moh A4, + moh 4, < %. . (21)
n<fng
Jezto 7, je transfinitni, také moh 7, je transfinitni. Jeito 7, < wg,

je moh 7, < ¥p, tedy podle 6'8 ind moh #, <, tedy podle (15)
moh 7, moh 7, < moh #,, tedy

moh 7, moh %, + moh 7, < moh #,. (22)

3(3(116 (1|7) Ay = ({n} X W(n) + Wn) X {n}) + {(n, )}, tedy podle
a 6

'ngnz»mohA,,<2mohn+1<2moh77,,+1<

< moh 7, moh 7, + moh 7,

tedy podle (22) a 31
>, moh 4, + mohA,,z§Zmoh17,,+moh77,=
n<ng N<ng
= moh 7, moh 7, + moh 7,, .
tedy podle (22) plati (21).

- Koroldry.n > 1 = n + a = na=a. b<a—:.>5—|—a—5a—
= a. 8 + a = ¥a = a, Jsou-li &', k" kardinalni 01sla, aje-li k' < a,
k”<a,pak]ek’+k”<aakk”<a ’

6°12. Pocdteéni Cislo je limitni.

Dikaz. Necht w, = & + 1. Pak W(ws) = W(¢) + {£}, tedy,
jezto moh W(£) je transfmltm podle 3°5 je

moh W(w,) < moh W(&) + 1 = moh W (&) < moh W(w.),

tedy moh & = ¥, — proti § < w,.
6°13. §<wa‘=>mohE[§<C<wa]—Na

4
Dikaz. Jinak, polozim-li M = E [ < ¢ < wa), podle M C
C W(ws) je moh M < §,, tedy, ]ezto W(&) M = ¢, W(w,.) =
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= W(£) + M a mch W(§) < ., je moh W(ws) = moh W(&) 4
+ mch M < ¥,, coZ je spor.

614. n>1= a*=nq.

Dikaz. Polozim-li pro pe N V(p) = ,,bud je p = 0 nebo je
p> 0 a a? =aqa‘, podle 52 sta¢i dokazat: Je-li m e N a je-li V(p)
spravny pro p < m, pak V(m) je spravny. Staéi piedpoklidat
m > 1. Pak m —1> 0, tedy a™! =q, tedy podle 61l am =
= q™lq = q, tedy V(m) je spravny.

6°15. Je-li U systém vSech koneénych édstt nekoneéné mnofiny A,
pak mch Q = moh 4.

Dikaz. Piedné podle (moh 4)° = 1, podle 614 a podle 3'7 je
moh Q1 <> (moh A)* < > moh 4 = ¥, moh 4 = moh 4,
n=0 n=0

za druhé, znadi-li B systém viech {z}, kde ze 4, je A ~B C U,
tedy mch 4 < moh 2.

Mohutnost kontinua znadéi 2%,

6°16. 2% > x,.

Dikaz. 3°6.

Koroldr. Mohutnost kontinua je transfinitni kardinilni é&islo.

¢ znadi az do konce mohutnost kontinua.

6:17. n > 2 = n% =y = Yo =¢.

Dikaz. Podle 33 je
2% < nM < ¥ < o = (2%) % = 2%o%0 — 2%,

6°18. n>2=>n°—-xo°—c°—2°>c

Dikaz. Podle 3°6 a 33 je
¢ <26 mt KRS < et = (2%0)¢ = 2% = 2¢,

7. Konfinalita. Je-li 4 uspoiddand, pak 4 konf B (8ti: 4 konf:-
ndlnt s B) znadi: 1. BC A; 2. je-li z € 4, pak pfi vhodném y € B je
bud = = y nebo z pied y.

Koroliry. AkonfA. AkonfBkonfC (t. j. AkonfB,
Bkonf C) = Akonf C. Je-li AkonfB, pak 4 =0<>B=4.
A konf {z} <> z je posledni prvek mnoZiny 4. Je-li 4 konf B, pak
A konf {z} <= B konf {z}. Je-li f podobné zobrazeni mnoziny A
na A, a je-li 4 konf B, pak 4, konf f(B).

Je-li A usporidans, pak A konf & (éti: A konfindlni s §&)
znadi, Ze pii vhodné B je typ B = & a A konf B.

Koroldry. Je-li Akonf ¢, pak 4 =0<>&=0. 4 konf 1 <
v A existuje posledni prvek. Je-li 4 konf B, pak A konf 1 <=
<> Bkonfl. 4, ~ 4 konf & = Alkonfé‘

Ekonf y (&ti: & konfindini s 7)) znali, Ze pro typ A = & je
A konf 5. .
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. -Koroldry. A konf & konf 7 (t.]. A konf &, £ konf ) = A4 konf 5.
& konf &. £ konf 7 konf ¢ (t. j. & konf %, 5 konf {) = £ konf £: Je-li
Ekonfn, pak E=0<>9n=0. Jeli £> 0, pak plati: & konf 1@
<> £ je isolované. Je-h & konf 7, pak pla,tx & je isolované <7 je
isolované.

Tl Jeli A nekonecna usporddand mnoZina, pak p¥i vhodném 17
76 A konf N> < Mind moh 4+ .

Dikaz. Poluzim-li ind mch 4 = , je_moh W(ws) = moh A
takZe existuje prosté zobrazeni f mncziny W(w,) na A. Polczim-li
M= W(ws) %3 [¢ < ¥ = f(C) pred f(9)], pa-k‘ pro ¥ < %" eM je

f(3') pied f(4"), takZe parcidlni zobrazeni fy mnoziny M na f(M) je
podobné. Pulvzim-li B = f(M), stadéi doka,za,t _
: A konf B, ‘ '(23)
typ.B < wa, : ,_(24)
nebot podle 46 B je dobie uspora.dana
Necht neplati (23). Pak zfejmé& neni prizdnou mnozina. M =
viech ¥ < w, této vlastnosti: ye B => y pied f(#). Polozim-li
% = min M*, je 9* < w, a plati:
y € B = y pied f(9%), . (25)
¢ < #* = neplati: y pied f({) pro ye B. ‘(26)
Budiz ¢ < 9*. Kdyby bylo f(9*) pred f(Z), podle (25) by bylo y pfed
{(¢) pro y e B — proti (26). Tedy podle f(9*) = f({) je f({) pFed
{(9*) pro C < 9*. Tedy ]e 9* e M, f(9*) e B — proti (25). Te y
je (23).
 Profe Mzre]meM M W (§), tedy podle & < wje moh M<

< moh E < X,, tedy typ M < w4 Tedy neni typ M > w.. Podle'

M~B platl tedy (24).

,7 2. Pro tmnsfzmtm £ je & konf 5 < wing moh ¢ prz vkodne’m, 7.
Dikaz. 7°1. ;
& se nazyvé regularm kdy% nenf £ konf 7 pro zadné n < &’
‘Koroldr. Isolované & je regularni, kdyz a jen kdyz & < 1. ‘
173, Je-li & transfinitni a reguldrnt, pak & = wina mone.
Dakaz. Pro n z véty 7°2 je n < winamone = & < 7.
 Pro uspotiddanou A znadi »(A4) (éti: konfindl mnoZiny A)
. poradové é&islo takto definované: 1. »(0) = 0; 2. kdy% existuje po-
slednf prvek mnozmy 4, pak »%(4).= 1; 3. kdyz A = 9 a neexistuje,
posledni prvek mnoZiny A . pak x(A) je nejmensi ¢islo mnoziny
viech 7 z véty T'l. R

Koroldry. »(A) je regularm 4 konf n(A)
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T4 Jeli A uspo%ddami, A 3= 9 a neexistuje-li posledni . prvek
mnoZiny A, pak »(A) je poldteéni, a sice #(A) = wmamehs(a)- -

Dikaz. »(4) > 1, tedy x(A) Je transflmtm, tedy podle 3
#(A) = oina moh x (4)-

7°5. KaZdd uspomdana mnoZina je konfmdlm presné s jednim
reguldrnim poradovym Eislem, a sice se svgm konfindlem.

Dakaz. Budiz 4 ubpora,dana, Budi%z 4 konf £ a & regulérni..
Mim dokdzat & = #(A4). Necht & 3= »(A4). Pak A =9 a v A ne-
emstu]e posledm prvek. Pak podle T 3 a 7'4 p¥i vhodnych B C,By
je

__ AkonfB AkonfC, L en
typ B =B, typ C = wy, ' (28)
 F<won @)

oy je reguldrni. - (30)

_ Polozim 8 = B -+ C. Piedn# podle 35, (28) a (29) jo
mohC<m0hS<mohB—{—mchC‘—-— o
= moh f 4- moh wy = moh wy =mch @, - -~
tedy moh 8 = ¥,. Za druhé podle (28) je 8 dobfe quorédana, takze

typS > w0 0 (31)
S kont B, SkonfO’ . | (32)

takae podle (28), (29), (30) a (31) Je typ S > @y.
P¥i vhodném z € S ]e tedy

¢

Za treth podle (27) je

typ 8 = | (33)
Polozim-li B, = E [y € B, nem Y pred z] a O = E [z e () neni z

pied z], pak podle (32) je B1 0 + 01 Nazvu- 11 y1 resp. #, prvni
prvek mnoziny B, resp. C,, ziejmé je B BS a 0= CS takze:

2
S = B + C; tedy podle 3'5 je
onon moh S < moh B + moh 0. (34)

Ale podle (28) a (29) je typ B < wy, typ O’ < wy, tedy moh B < %,
moh C < ¥, tedy p)dle (34) moh S < N, tedy typ S < 0, —
proti (33) Tedy je & = x%(A4).

a se nazyva reguldrni, kdy% winaq je regulérni.

7°6. o je reguldrni, kdy% a jen kdy% plati:
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Jelli 0 <mohC'<a a jéli ky pro zeC kardindln)
(35)
éislo' < a, pak Zk,<a .

Diakaz. Budlz ind @ =« Pak q =

1. BudiZ ¥, regularni. DokaZu (35). Podle 6'3 pro z e C zvolim
poradové &islo f(z) tak, Ze moh f(z) = k,. Budiz M mnozina viech
f(z), kde z € C. Pro z € C'podle k, < 8 je f(2) <wa, takie M C W(ws).
Ziejmé moh'M < moh €, takze podle moh C < X, je typ M <
< wq.- JeZto W je reguldrni, neni W(w,) konf M. Tedy .existuje
takové £ < we. Ze proz e C je f(z) << &, tedy podle 6-1 £ <ymoh E <

< Xs. Podle 31 je tedy Z k, < moh C moh & < X,.

2. BudiZz tvrzeni (35 spra,vne Necht' %, neni regularni. Pak
pfi vhodné C je
W{(wa) konf C. (36)
a typ C < w,, tedy ,
0 < moh C < ¥,. 37
Pro £ < ws podle 6*12 je & + 1 < w,, tedy podle (36) je & < f(&§) e C
ptfi vhodném f(&). Pak jednak je -

W) C 3 WHO C 5 WO, - @38)

<m“
jednak, jezto £ e C = { < w,, je .
- moh W(¢) < X pro (eC. (39)
Nyni podle (35), (37) a (39) je '
}c; moh W () < %,
Le
kdezto podle (38) a 3 5 je

%, = moh W(w,) < 2, moh W(C),l
T teC-

coZ je spor. Tedy ¥, je regulé,rni.
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