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UBER EINE ANWENDUNG DER PHASENTHEORIE

JIRI ZEMAN
(Eingelangt am 31. Madrz 1976)

Die vorliegende Arbeit 16st folgendes Problem: Vorgelegt sei eine lineare Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung

u" 4+ q).u=0, €))

wo die Funktion ¢(¢) stetig und positiv im Intervall j ist. Suchen wir alle Funktionen
q(t) fiir die eine solche Basis u,, u, der DGI (1) besteht, daB3 die erste Phase a(t)

von Integralen u,, u, eine primitive Funktion zu \/ q(t) im Intervall J darstellt.

Bemerkung. Auf die Gleichung (1), wo q(¢) = A* — o(t), lasst sich z. B. in der
Quantenmechanik die Problemlésung der eindimensionalen Partikelbewegnung unter
Potentialeinfluss, der (bis auf die multiplikative Konstante) gleich ¢(¢) und (wiederum
bis auf die multiplikative Konstante) Energie dieser Partikel ist, iiberfithren. Die
Partikelbewegung verliuft nur insoweit o(¢) < A? ist. Falls in irgendeinem Punkt
t€j o(t) = A? ist, dann liegt im Intervall j ein solcher Punkt z, vor, dass o(ty) = A2
Nach den klassischen Vorstellungen ist im Punkt ¢, die gesamte Partikelenergie gleich
ihrer potentiellen Energie und ihre kinetische Energie demnach verschwindet. Im
nichstfolgenden Zeitpunkt dndert sich die Richtung der Partikelbewegung. In der
Theorie der Differentialgleichungen werden diese Ubergangspunkte genannt.

Wie bekannt ([4]), fir ¢(t) = A% — o(t) > O fiir die Basis u,,u, der DGI (1)
gelten die Formeln:

H?

uy

——— . sin d
T2 () fVa()di,

uy = —=—.os [ Jq(t)dt,

“\/()
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aus denen wir schliessen, dass die erste Phase o(t) von Integralen u,, u, eine Funk-
tion im gewissen Sinne ,,nahe** der primitiven Funktion zu \/q(t) ist.

Satz. Damit eine Basis uy,u, der DGI (1) im Intervall j derart existieren maige,

dass die erste Phase a(t) von Integralen u,, u, eine primitive Funktion zu N q(t) inj
ist, wird es notwendig und geniigend, wenn die (positive) Funktion q(t) im Intervall j
der nichtlinearen DGI 2. Ordnung

4zz" — 522 = 0 o)
geniigt.

Beweis: a) Die Funktion a(t) als eine erste Phase geniigt in j der nichtlinearen
DGl 3. Ordnung

—{o, t} — &' = —q(t).
Es gilt

?()=a, o()= 53’;,

und somit identisch in j

also
4qq" — 5¢'* = 0.

b) Es sei die Funktion ¢(¢) eine Losung der DGl (2) in j. Dann die Funktion
o() = fya(1)dr
geniigt in j der nichtlinearen DGI
—{o 1} =0 = —q(@),
und ist damit eine Phase der DGI (1) bei gewisser Basis u,, u,, wie zu beweisen war.
Alle positiven Losungen der DGI (2) kann man durch die Formel ([3], 6.162)

! : ®

=
(at + b)*
ausdriicken, wo a, b beliebige Konstanten darstellen, a®> + #* > 0. Fiir solche a, b

ist es moglich j so zu wihlen, dass at + b # O fir tej ist, z. B. j = (—-—g, oo>.

Demnach die DGI (1) mit der Funktion ¢(¢) = (lﬁb)“— besitzt die in unserer
at +
Einleitung geforderte Eigenschaft. Diese Tatsache ist direkt verifizierbar:

.
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. . . . . t t
1. Wenn a = 0, so hat diese Gleichung die Basis #; = sin l;—z , Uy = COS — .

l;z
Es gilt %‘— = tg »b%— und fiir die Phase « dieser Basis ergibt sich die Formel
2
Y t k
oft) = o + km.
Al L imitive Funkti — |
so o 1st eine primitive Funktion zu \/q Hbi nj.
1
2. Wenn a # 0, so hat diese Gleichung die Basis v, = —(at + b) sin — ( T b)
1 .
u, = (at + b) cos a(a tlm Es gilt —:% = —tg F(F:bj und fiir die Phase «,
dieser Basis ergibt sich die Formel
(1) = L ke
A= a(at + b) '
1
Also wiederum « ist eine primitive Funktion zu \/q(t) = —————— Inj.

(at + b)’

Bemerkung. Das eben bewiesene Ergebnis erméglicht uns z. B. zu behaupten,
dass die Bedingungen (8.7) in [2], Kap. XI, § 8 nicht nétig sind.
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Shrauti
O JEDNOM POUZITI TEORIE FAZI
Jifi Zeman
V préci je nalezena nutnd a postacujici podminka k tomu, aby existovala takovd bédze u, u,

diferencialni rovnice
W+ qgt)u=0 [6))

v intervalu j, e prvni faze «(t) této baze je primitivni funkce k funkci \/q(t) V7.
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Pesome
Ob OJHOM IIPUMEHEHHNU TEOPUH DPA3
Hpxu 3eman

B pa6ote HaiimeHo HEOOXOOMMOE M IHOCTATOYHOE YCIIOBHE IUISA CYIIECTBOBAaHMSI TAaKoro Gasmca
uy , uy nuddepeHIMAILHOTO YPaBHEHUS

'+ q)u=0 (¢)]

B IPOMEXYTKE j, epsas $a3za KOTOpOro sBisieTcs nepBoobpasnoit dyHkumet mis GyHKimu \/ q(t)Bj.
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