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1977 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 53 

Katedra matematické analýzy a numerické matematiky přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Prof RNDr. Miroslav Laitoch, CSc. 

Ü B E R E I N E A N W E N D U N G DER P H A S E N T H E O R I E 

Jl i tI ZEMAN 
{Eingelangt am 31. März 1976) 

Die vorliegende Arbeit löst folgendes Problem: Vorgelegt sei eine lineare Diffe­
rentialgleichung 2. Ordnung 

u" + q(t) . u = 0, (1) 

wo die Funktion q(t) stetig und positiv im Intervall./ ist. Suchen wir alle Funktionen 
q(t) für die eine solche Basis ul9 u2 der DG1 (1) besteht, daß die erste Phase a(t) 
von Integralen ux, u2 eine primitive Funktion zu v q(t) im Intervall j darstellt. 

B e m e r k u n g . Auf die Gleichung (1), wo q(t) = X2 — g(t)9 lässt sich z. B. in der 
Quantenmechanik die Problemlösung der eindimensionalen Partikelbewegnung unter 
Potentialeinfluss, der (bis auf die multiplikative Konstante) gleich g(t) und (wiederum 
bis auf die multiplikative Konstante) Energie dieser Partikel ist, überführen. Die 
Partikelbewegung verläuft nur insoweit O(t) < X2 ist. Falls in irgendeinem Punkt 
t ej O(t) ^ X2 ist, dann liegt im Intervall j ein solcher Punkt t0 vor, dass q(t0) = X2. 
Nach den klassischen Vorstellungen ist im Punkt t 0 die gesamte Partikelenergie gleich 
ihrer potentiellen Energie und ihre kinetische Energie demnach verschwindet. Im 
nächstfolgenden Zeitpunkt ändert sich die Richtung der Partikelbewegung. In der 
Theorie der Differentialgleichungen werden diese Übergangspunkte genannt. 

Wie bekannt ([4]), für q(t) = X2 - O(t) > 0 für die Basis ul9u2 der DG1 (1) 
gelten die Formeln: 

1 
ui = 

VÍ(О 
i 

vж 

. s i n j ^ ( ř ) d ř , 

cos J y/q(t) dí, 
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aus denen wir schliessen, dass die erste Phase a(t) von Integralen ui9 u2 eine Funk­

tion im gewissen Sinne „nahe" der primitiven Funktion zu \q(t) ist. 

Satz, Damit eine Basis ux,u2 der DGl (1) im Intervall j derart existieren möge, 

dass die erste Phase cc(t) von Integralen ui,u2 eine primitive Funktion zu \q(t) in j 

ist, wird es notwendig und genügend, wenn die (positive) Funktion q(t) im Intervall j 

der nichtlinearen DGl 2. Ordnung 

Azz" - 5z'2 = 0 (2) 
genügt. 

Beweis: a) Die Funktion a(t) als eine erste Phase genügt i n j der nichtlinearen 
DGl 3. Ordnung 

- { a , t} - a'2 = -q(t). 

Es gilt 

a'(0 = V«, a"(0 = - V > a"'M= l 

2V« 2 V<? 4 W« 
und somit identisch in j 

1 (i q" 1 q'2\ 3 / a ' V 

also 
4qq" - 5q'2 = 0. 

b) Es sei die Funktion q(t) eine Lösung der DGl (2) i n j . Dann die Funktion 

<t)~ lsj~qji)& 

genügt in j der nichtlinearen DGl 

- { a , t} - a /2 = ~q(t), 

und ist damit eine Phase der DGl (1) bei gewisser Basis ux, u2, wie zu beweisen war. 

Alle positiven Lösungen der DGl (2) kann man durch die Formel ([3], 6.162) 

z = L— , (3) 
(at + b)4 

ausdrücken, wo a, h beliebige Konstanten darstellen, a2 -f b2 > 0. Für solche a, b 

ist es möglich / so zu wählen, dass at + b # 0 für t e / ist, z. B. / = ( , oo ). 

V a J 
Demnach die DGl (1) mit der Funktion q(t) = —• — besitzt die in unserer 

(at 4- b)4 

Einleitung geforderte Eigenschaft. Diese Tatsache ist direkt verifizierbar: 
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1. Wenn a = 0, so hat diese Gleichung die Basis ui = sin ——, u2 = cos—-
b b" 

Es gilt — - = tg — - und für die Phase a dieser Basis ergibt sich die Formel 
u2

 B
 b2 

a (0 = "T + kn-
b2 

Also a ist eine primitive Funktion zu yjq = —— in j . 
b 

2. Wenn Ö 7- 0, so hat diese Gleichung die Basis u{ = — (at + b) sin 
a(at + b) ' 

u2 = (at + b)cos-7 p--. Es gilt - — = — tg—7 rr- und für die Phase a, 
2 a(at + b) u2 a(at + b) 

dieser Basis ergibt sich die Formel 

a(t) = T • p r + k7T. 
v y a(at + b) 

Also wiederum a ist eine primitive Funktion zu Vq(0 = T m F 
(at + bf 

B e m e r k u n g . Das eben bewiesene Ergebnis ermöglicht uns z. B. zu behaupten, 
dass die Bedingungen (8.7) in [2], Kap. XI, § 8 nicht nötig sind. 
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Shrnutí 

O J E D N O M P O U Ž I T Í T E O R I E F Á Z Í 

Jiří Zeman 

V práci je nalezena nutná a postačující podmínka k tomu, aby existovala taková báze ut, u2 

diferenciální rovnice 
u" + a(t)u = 0 (1) 

v intervalu j , že první fáze a(t) této báze je primitivní funkce k funkci \j q(t) v /. 
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Резюме 

О Б О Д Н О М П Р И М Е Н Е Н И И Т Е О Р И И ФАЗ 

Иржи Земан 

В работе найдено необходимое и достаточное условие для существования такого базиса 
их, и2 дифференциального уравнения 

и"~]-я(Ок=-0 (1) 

в промежутке у, первая фаза которого является первообразной функцией для функци у <?(.0 в у. 
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