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POZNAMKA O POSTUPNYCH APROXIMACICH RESENI
OBYCEJNL DIFERENCIALNI ROVNICE ¢ = f(z,9)

JAN VORACEK
(Pfedlozeno dne 26. Fijna 1962)

V préci se zkoumé konvergence jistého druhu postupnych aproximaci k Fedent
diferencidlni rovnice 1. fadu. K FeSeni této otdzky se pouZivd znamé vty o invariant-
nim prvku pii zobrazeni tiplného metrického prostoru do sebe (tzv. véty Banach—
Cacciopoli—Tichonovovy). Ukazuje se, Ze p¥i vhodné volbé metriky se d4 konver-
gence dokazat za dosti obecnych predpokladi.

1. Bud dédna diferencidlni rovnice 1. Fidu

Y =z, y) ]

8 podétetni podminkou y(wo) = y,. Necht funkee f(z,%) je spojitd na intervalu
{gg <o <25+ 0a;—00 <y =<-+00}(0 <a< o) a splinje zde nerovnost

[, y1) — f@, y2) = Li@) [ 91 — 9 | @

kde L(z) je funkce nezdpornd a spojitd na (z,, z, -+ @). Pfedpoklidejme dile, Ze
funkce
- fL(u)au

Ja@) = [iftyie T a

je na intervalu (@, Ty | a) omezend.

Definujme nynf posloupnost postupnych aproximaci {¥»} vzorci ¥ni1 = F(y,)
n=0,1,2,..) kde :
’ - /IL(u)clu v } '~lea(l)d o
Py)=yoe o+ L@y, @)+ ya@let T du )

‘ ‘Operitor F budeme v dalifm studovat na prostorech U,, C,-



3

Poznémka: Pdlozime-li L(z) = const, dostaneme posloupnost uvedenou v [1],

4
kde se viak pfedpoklddd existence a omezenost 2—; Posloupnost {y,} postupnych
aproximaci, kterou jsme pravé definovali je vytvofena tak, %e odpovida Caplyginové
metod® piibliZné integrace diferencidlnich rovnic. P¥edpokliddme-li napf. existenci

o da se snadno dokézat, Ze pro —2;— = 0 je {y,} neklesajici.

o

Z mnoZiny funkei, spojitych na (z,,#, -+ @) vyberme takové, pro néi je vyraz
AM}L(l)dl -

sup. (xqv(mn e = )(~ > 1) “

r <2< 7+ a

kone¢ny. V této mnoZiné definujme normu vyrazem (4) a metriku obvyklym zpi-
sobem o(p, ¥) = |l¢ — y||. Dostdvdme tak tiplny wmetricky prostor U, ([2]).
Na U, uvafujme nyni operitor (3). Pro | F(¢) | pak dostdvdme odhad (e U,):

z z
| — /L —/L®mae
et

() = lyal + 2 [ Liw) ) gl [ Lpe © 7 du

.
- of L
@) <2 [w X Jl%ﬂ [«w grum)dldu] 4 J@) <

x
/Loy

<o+ 274 )

Z toho pak podle (4) plyne F(¢) € U,, tak¥e (3) zobrazuje U, do sebe. Zcela analo-
gicky vypotteme

. i 9 v aﬁ(t;dn 9 of Lyt
1 #(9) — F(y) | = — |9 — wllf vLe®  dus—olp y)er

z &ehoz
o(Flg), Fw) = 2 ol ).

Zvolime-li tedy x > 2, budou splnény viechny piedpoklady véty o invariantnim
prvku pro zobrazeni (3). Tento prvek, ktery existuje pravé jeden, oznatme fo(@),
takie mime »

v ,jz nat z h/l( 3
) Sgoe % [ [ fow) + e f)] e ¥l o)
g
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-a derivaci

df, ~Juom o
4~—L($) Yoe > + f (L) fo)+ s folwNle * du-- L@)ofa) -+ 2, fo(2))

Podle (5) vidime, Ze fo(*) je teSenim (1), které splituje i podatetni podminku.
-2. Konvergence posloupnosti {y,} k ¥efeni (1) se d4 dok4zat i tehdy, nahradime-
ptedpoklad (2) pfedpokladem

1@, 40) — @, 4e) | (7 — %) < Li@) | o — g2 |- (6)

Pii tom necht f(z, y) je spojitd na intervalu {zy < & < xg + a; —0 < y < 40},
(0 < a < +00), a L(x) bud takové spojitd a nezdpornd funkce na <w,, @, + @, Ze
existuje kladné ¢ < 1, pro n¢% plati max L(@)=M < ——
TSz et a + 1

K diikazu konvergence pouZijeme zobecndné vty o invariantnim prvku, jak je
uvedena v [3]. Pro pohodli &tendfe uvedme toto zobecndni:

Na mnoZing E definujme zobecndnou metriku, kterd mé vlastnosti 1., 2., 3., z def. 14
v [4], pFipustme vSak existenci takovych prvki ¢, v v B, %e o(p, ) = -+ co0. Kon-
verguje-li v E, ka#d4 fundamentélni posloupnost, nazveme E, zobecnénym tiplnym
prostorem. Operitor F, ktery zobrazuje K, do sebe mi privé jeden invariantni
prvek, mi-li tyto vlastnosti: (¢, v, yo prvky z E,)

€Y o(F(e), F(y)) < qo(p: ), (g <1)

(02) Je-li Y41 = F(y,), n=0,1,..., existuje pfirozené N tak, %e pro viechna
n > N je ¢(Ynr1¥n)) < 0.

(C3) Jsou-li @, y dva invariantni prvky, ¢ = F(g), v = F(y), je o(p, ) < 0.

Na mno#%iné ' funkei spojitych na intervalu (w,, z, + @) definujme zobecnénou
metriku vztahem

=z
lly = vl =elp.v) = sw le— z";l FH s 0, )
Dostévame tak zobecndny iplny prostor €. Plati totiz pfedeviim
L=yl fow 1 f

= — J*e“
v —a, lg—v

takze je-li{y,} fundamentilni posloupnost v C,, existuje y € C, tak, Ze platilim y, =y
e
stejnomérnd na (z,, Zo + ap. Bud déno libovolné & > 0. Pak existuje piirozené K

tak, Ze pro vSechna pfirozend r plati oy, yH,) < 57 25 PoloZme nyni K =n, a k n;
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. £ ,
definujme n,;, tak, aby pro viechna pfirozend r p]a.f:llo AYn gy Ynqpir) < S Méme

oviem
w

Y= Y%= Z.'/nm —yn

i=1

takze podle (7) plati pro viechna z € (zy, 2, 4 a)

8

.
£ LAl (p —
ly—yx| S ) i 10 (1 — )

i

)
-

a tedy o(y, yg) < % Pro § > K pak mame oy, ys) = 0¥ Yx) + e(¥x, ¥s) < &
Operdtor (3) zfejmé zobrazuje C, do sebe.
Vlastnost (C1) operdtoru (3) je z¥ejma, plati-li o(¢» ¥) = + co. Piedpoklidejme
tedy o(@, ) < +co. Potom mime

’ a/“L(l)dl
LF(@) — K | = |9 — v [ L) (e =20+ Den ™ du <

. of Lyt
=< o(p, p) L&) (a+ 1) en  (x — ).
Pritom je &€ (z,, z{,—i—a). Podle predpokladii o funkei L(z) a podle (7) je tedy
oB(9), F(y) < qe(g, y), (g < 1)

Vlastnost (C2) se dé dokdzat odhadem funkee | F(¢) — ¢ [. Pitom zfejmé mi-
jeme @ predpoklidat ve tvaru
—-_;L(I)d('
g=yoe® -+ yp()

kde y(z) je integral ze spojité funkce. Potom mdame nap¥.

) 5 - ;L(l)dl
VE() — 91 = [1 1) g0 + fu g [e 7 dut [ 9@) | = @+ B) (¢ —z).
Vlastnost (C3) se dd dokdzat zcela analogicky, nebot plati

8~ B = [ [L 19— v+ 20 1201 T g

To
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Protoze ¢’ = {(z, @), ¥' = f(z, ), jsou derivace ¢'(x) a y'(z) spojité; dile je g(z,) =
= (@) = Y,. Mame tedy podle (8)

[ F(p) — F(y) | = fL(u) (T —vpl-+1¢E) -y ])du
coi je op&t integral ze spojité funkce.
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Pesome

3AMEUYAHUE O MOCJHEJLOBATEJbHBIX IMPUBJINKEHUR
PEIEHU OBBIKHOBEHHOTO JIU®. YPABHEHUSI
y =, y) R
HH BOPAULRK

B macrosiimieil crarhe MCCHCAYIOTCS MOC/EIOBATe/bHBIC TPHOAMKeLUs] Pe-
mennsA ypasuenus (1), KOTopoe YAoBJETBOPAET HAYAILUBIM TANHBIM ¥(Zo) = Y.
HpuGinscene ¢TpouTest HOBTOPHBIM npnmeucm{cm oueparopa (3). Cxoxumocts
JloKa3piBacTest At yHrumn (2, ¥) uenpepriBuoit B o0nacti {2, = ¥ = 2, + a;

— 00 =y = 400} (0 < a < - oo)u ynosaersopsioeit (2). TTpu vem Li(z) nenpe-
P

t —[Lwydu f

pHBHAS W Takas, uro QyHKIUT J(x) = ’[/(t, Yo) | €% dz orpaumyennas

o
B unrepsaine (o, &, + a). Eein 0 < a < oo, rorja moxno samenuts (2) ue-

pasencrBom (6), ecan L(x) < 1.



Résumé

UNE REMARQUE SUR LES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES
DE LA SOLUTION DE ’EQUATION DIFFERENTIELLE
ORDINAIRE ¢ = f(z, 4).

JAN VORACGEK

L’article s’occupe de I’étude des approximations successives de la solution de
Téquation (1) qui satisfait & la condition initiale y(z,) = %,. Ces approximations sont
définies par application successive de la transformation (3). La convergence est
prouvée pour f(z, y) continue dans {2, <z < %y +a; —0 <y < +oo}, (0 <
< @ = - o0) et satisfaisante (2). Ici L(z) est supposée continue et telle que la fonction

5 e
J(z) =f| flt,yo) e * dt reste bornée dans (%, Z, + @). En cas 0 < a4 < +

on peut remplacer (2) par (b) si L(z) < 1.
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