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ELEMENTARN{ DUKAZ CAUCHYOVY VETY
PRO JEDNODUSE SOUVISLE OBLASTI

Jikf KoukoL, Praha
(Doslo dne 24. Fijna 1984)

Souhrn. V ¢lanku je popséna elementarni konstrukce, kterd dovoluje od Cauchyovy véty
pro interval piejit k Cauchyove& v&t& pro obecnou jednoduse souvislou oblast.

Pismenem E budeme znalit otevienou Gaussovu rovinu. [, F bude kiivkovy
integral funkce F po k¥ivce ¢, (@) geometricky obraz kfivky ¢. Symbolu komp, G
budeme uZivat pro komponentu bodu x mnoZiny G. (Viz téZ [1].)

Budeme vychézet z toho, Ze je jizZ dokdzano, Ze
(1) funkce holomorfni v otevieném intervalu v ném md primitivni funkci.

Na zikladé toho dokdZeme Cauchyovu vétu pro obecnou jednoduse souvislou oblast:

Véta. Je-li F holomorfni v jednoduse souvislé oblasti Q = F, ma F v Q primitivni
funkci.

Je dobfe znamo, Ze tvrzeni véty je ekvivalentni s podminkou, Ze
(2) pro kaZdou uzavienou kfivku ¢ v Q s kone¢nou délkou je [, F = 0.

P¥i pfechodu od speciilniho tvrzeni (1) k obecnému tvrzeni vty vyuZijeme ndsle-
dujiciho lemmatu (viz [2]):

Lemma. Necht Q < E je oblast, kterd je sjednocenim oblasti @, j=1,...,n,
PpFi¢emz

k
3) (U Q)N 241 jeneprdzdnd souvisld mnofina pro kardé k =1,...,n — 1
i=1

(4) F ma v kaZdé oblasti Q; primitivn{ funkci
Pak F md primitivni funkci v celém Q.

Dikaz véty. Bud dina jednodu$e souvisla oblast Q a uzaviena kfivka ¢ v Q
s kone€nou délkou. Zvolme kladné &islo h tak, Ze okoli mnoZiny {¢) o poloméru 4h
je obsaZeno v Q; takové h existuje, protoZe mnoZina {¢) je kompaktni &asti Q.
Sestrojme &tvercovou sit & v E s krokem h a oznalem Q' vnitfek sjednoceni viech
&tverct sité &, které maji neprazdny prinik s {(¢). MnoZina Q' je pak oteviena.
JelikoZ {¢) je omezeni mnoZina, je i Q' omezena. ProtoZe kaZdé€ z € (@) leii zfejme
ve vnittku sjednoceni vSech &tverch sité, které jej obsahuji, je {¢) < Q'. ProtoZe
Stverec je konvexni mnoZina, lze kaZzdy bod z € Q' spojit iseckou alespoii s jednim
bodem {¢). Uvazime-li navic, Ze {(¢) je souvisld mnoZina, vidime, Ze i mnoZina Q'
je souvisld. Tim je dokazano, Ze
(5) @' je omezena oblast, jejiz podmnoZinou je (-
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DokaZeme, Ze

(6) kaZdi omezend komponenta K mnoZiny E — Q' je podmnoZinou Q.
V opa¢ném ptipadg by existoval bod x e Kn (E — Q). ProtoZze Q' = Q,je E — Q.c
c E — @', takZe komp, (E — Q) = komp,(E — Q') = K. MnoZina E — Q by tedy
méla omezenou komponentu coz je spor s predpokladem jednoduché souvislosti
oblasti Q.

Oblast Q' neni obecné jednoduse souvisla; proto budeme postupovat takto:
Oznaéme Q" sjednoceni oblasti Q' se viemi omezenymi komponentami jejiho do-
pliiku. Z pfedchoziho plyne, Ze Q" je Casti 2 a nemd Zadné omezené komponenty
dopliiku. Q" je oteviend mnoZina, nebot E — Q” je rovna neomezené komponenté
mnoziny E — Q'. ProtoZe oblast Q' neni oddglend od Zidné komponenty svého
dopliiku, je mnoZina Q" souvisld. Tim je dokdzdno, Ze Q" je jednoduSe souvisld
oblast.

Snadno se pfitom nahlédne, Ze kaZdé dva riizné body a, be E — Q" lze spojit
lomenou &arou tvaru L, , = UL, = E— Q" s témito vlastnostmi: Je-li 1 < k <

k=0
< m -1, je L, useka spojujici stfedy dvou sousednich Ctverch Q,, Q.+ sité.
Je-li a resp. b stfed &tverce Q; resp. Q,,, je Ly = O resp. L,, = 0; v opacném pripadé
je L resp. L, usecka spojujici bod a se stfedem &tverce Q, resp. bod b se stfedem
¢tverce Q,,.

Uzavér oblasti Q" rozdélme na intervaly, jejichZ vrcholy jsou uzly sité &, vodorov-
né strany maji délku h a svislé strany jsou co nejdelsi. Systém vSech téchto intervall
oznalme .#. Kazdy interval I e # ma tvar {a;a + h) x (b; c); oznaCme pak
I* = (a — h/3; a + 4h[3) x (b; c), * nechf je systém viech I* a n pocet jeho
prvka.

Systém #* ma zfejmé tyto vlastnosti:

(7) kazdy interval I* e .4* je tvaru (a — h/3; a + 4h/3) x (b; c), pfiGemZ body
[a; b], [a; c], [a + h; b], [@ + h; c] jsou uzly sité¢ &, ,

(8) jsou-li(a — h/3; a + 4h[3) x (b; c)a(a — h/3; a + 4h[3) x (b’; ¢’) dva inter-
valy z #*, je bud ¢’ < b nebo ¢ < b’.

DokaZme jesté, Ze

(9) oblast G* = | I* je jednoduse souvisla.

I*e#t
MnoZina G* je sjednocenim mnoZiny Q" posunuté vlevo a vpravo o h/3. Jsou-li
a #+ bdva body z E — G*, Ize je spojit v E — Q" lomenou ¢arou L, , s nahofe uvede-
nymi vlastnostmi; je vSak ziejmé, Ze L, , < E — G*. Tim je souvislost mnozmy
E — G* dokazéana.

DokéazZzeme, Ze v #* existuje interval, ktery ma neprazdny prinik pravé s jednim
ze zbylych intervalu z /*.

Vezméme libovolny interval I* € #*; ma-li neprazdny prinik pravé s jednim
z ostatnich intervald, je tvrzeni spravné. V opa&ném p¥ipadé oznaéme tento interval I
a zvolme interval I3, ktery ma neprazdny prinik s IT. Ma-li I poZadovanou vlastnost,
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tvrzeni plati. V opaném ptipadé zvolme interval I, ktery ma neprazdny priinik
s I3 a je rlzny od IT. Opakovanim postupu bud nalezneme interval poZadované
vlastnosti nebo po nejvyse n krocich dostaneme interval l;", ktery je roven nékteré-
mu I, kde p < q. Necht I7 je interval s nejmensim indexem, pro ktery existuje in-
terval I} = I}, kde p < q. MnoZina G = ‘C) I} je zfejm& oteviena a souvisld.

DokaZeme, Ze G ma omezenou kompo’ngntu dopliiku. Jelikoz
(10) posloupnost I}, I, ¢, ..., I,y je prosta a I} = I},
existuji podle (7) intervaly I, I, k = I, které maji tvar I =(a— h/3 a + 4h/[3) x

(b;¢), If =(a—h/3;a + 4h/3) x (b'; ¢’); podle (8) je bud ¢’ < b nebo ¢ < b’
Z (8) déle plyne, Ze interval (a — h[3; a + 4h[3) x (c¢’; b) resp. interval (a — h/3;
a + 4h/3) x (c; b') nemiZe byt cely podmnoZinou G*, a tedy tim spiSe ne podmno-
Zinou G. Existuje tedy bod z tohoto intervalu, ktery leZi v dopliiku G. Z (10) a ze sou-
vislosti G plyne, Ze komponenta tohoto bodu v E — G je omezend, coZ je spor s vlast-
nosti (9)

Necht I je interval, ktery ma neprazdny prinik pravé s jednim intervalem z .#*.
DokéZeme, Ze pak systém v#* — {I} mé vlastnosti obdobné vlastnostem (7), (8), (9).

Platnost (7) a (8) je zfejma.

DokéZeme platnost (9). Oznadme Gy = | I*. Otevienost G} je zfejma. Kdyby G

*#1
méla dv& rizné komponenty, pak by z (9) plynulo, Ze ob& maji neprazdny pranik s I,
coZ neni moZné. Protoze E — G* je souvisld a neni oddélena od I, je i E — G}
souvisla.

Intervaly z .4* nyni oznadime tak, Ze Q, = I. Q,_, bude ten interval, ktery ma
neprazdny prunik prav€ s jednim intervalem z #* — {Q,,} Po koneéném poétu
kroki zbude jediny interval, ktery oznacime Q. :

Intervaly Q, ..., ©, maji vlastnost (3) a jsou obsaZeny v Q. F je tedy holomorfni
v kazdém ©; a podle (1) tam ma primitivni funkci. Podle lemmatu ma tedy primitivni

funkci i v G* = U ©Q;, takZe [, F = 0. JelikoZ ¢ byla libovolng zvolend uzaviena
i=1

kfivka v Q s kone¢nou délkou, ma Q vlastnost (2). Tim je v&ta dokézéna.
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Pe3wome

QJIEMEHTAPHOE JOKA3ATEJIbCTBO TEOPEMBI KOHI
JJ1 OOAHOCBA3HOI OBJIACTU

MPXU KOYKOJI

B cTaThe OnucaHa 3JeMEeHTapHas KOHCTPYKUMS, IO3BOJISIONIas NepeiTH oT Teopemsl Kowu ans
MHTepBana K Teopeme Komm ans oOuieit OHOCBA3HOM 06nacTu.
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Summary

AN ELEMENTARY PROOF OF CAUCHY THEOREM FOR SIMPLY
CONNECTED REGIONS

Jikf KoukoL

The article deals with the elementary structure which makes it possible to pass from the
Cauchy theorem for an interval to the Cauchy theorem for the general simply connected region.
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