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Časopis pro p stování matematiky, roč. 99 (1974), Praha 

O JEDNEJ SÚSTAVE DIOFANTICKÝCH ROVNÍC II 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava 

(Došlo dňa 27. februára 1973) 

Tento článok nadvázuje na prácu [1], v ktorej sa riešenie sústavy diofantických 
n 

rovnic £ X J = a-x}9 / = 1, 2,. . . , n, vytvoří pomocou riešení optickej rovnice 
n i-=l 

£ l/ai = 1. V tejto úvahe urobíme podobné so sústavou rovnic 

n 

(1) £ xř + k = ajXj , j = 1, 2,..., n , n > 1, fc dané prirodzené číslo *). 

Pod riešením sústavy rovnic (1) rozumieme v ďalšom vždy riešenie v prirodzených 
číslach xl9 xl9..., xn9 al9 al9..., an. 

Veta 1. Všetky riešenia sústavy rovnic (1) dostaneme následovně: 

ai9 i = 1, 2,..., n + fc je řafcé riešenie optickej rovnice 
n+k 

(2) I l/a, = 1 
i = l 

v ktorom 

(3) a n + 1 = a n + 2 = ... = an+k = ř[a1? a2,..., aw] , ř | fc 

a 

(4) *i = an+1\ai9 i = 1,2,..., n . 

Dókaz. Označme v (l) ajXj = an+l9j = 1, 2,..., n, takže x,- = an+1jaj a a n + 1 = 
= f[a l f a2,..., an]. Po dosadení do (1) máme 

(5) t[al9 a29..., a„] X l/«j + fc = *[>!, a2,..., a„] 
i-=i 

*) K případu fc == n = 2 sústavy (1) vedie úloha BA P. KOSTYRKU v Mat. obzoroch /. 2 (1973) 
str. 59. 
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odkial vyplývá t \ fc a ďalej 
n 

(6) Z 1 l f l i + # i . « 2 i„] = l . 
* = 1 

Ak položíme an+1 = a n + 2 = ... = an + k = ř[a1} a2,..., an], móžeme (6) písať v tvare 
(2). Podmienky sú nutné. 

Dosadením (3) a (4) do (l) dostaneme (2). Podmienky sú aj dostačujúce. 

Poznámka 1. Veta 1 platí aj pre fc = 0 a dává vetu článku [ l ] . 

Veta 2. Nech k! = fc/í, 11 fc, k! > 1, I = 1. Čís/a 

(7) (fc'«i,«i, i = l,2,...,n) 

fcáe aj £ř, i = 1, 2,..., n só ěřsla prirodzené, sú riešením sústavy rovnic (l) vtedy 
a len vtedy kedčísla (ši9 ai9 i = 1, 2,..., n) sú riešením sústavy rovnic 

(8) ÍZi + l = ajt;j9 I = l ,2 , . . . ,n . 
i = l 

Dokaž. Dosadením (7) do (1) máme (8) a násobením (8) číslom fc' zase (l). 

Poznámka 2. Riešenia (7) sústavy (1) nazýváme jej triviálnymi riešeniami, ostatné 
jej riešenia netriviálnymi. 

Veta 3. Každé riešenie (xi9 ai9 i = 1, 2,..., n) sústavy (1), pre ktoré platí (2), (3), 
(4) a ešte t > 1 je triviálně. 

Dokaž. Pretožexf = t\ai9 a2,..., an^\ai = t£i9 i = 1, 2,.. . , n platítvrdenie podlá 
vety 2. 

Veta 4. Každé riešenie (xi9 ai9 i = 1, 2,.. . , n), (xf -f-?.,!̂ , í ř = [a l ř a2,..., a^jaj, 
i — 1, 2,..., n) stisfai?j> (1), pre ktoré platí (2), (3), (4) a ešte 

(9) 11 (fc, \ai9 a29..., an]) , ařI | \ai9 a29..., an] , 

Í > 1 , ř = l , i = 1,2,..., n, 
je triviálně. 

Pokaz. Rovnica (6) dá sa na základe předpokladu (9) písař v tvare 

ii/«i + - — k J 1 — ^ r l 

Í--I \ai9a29...9an\\l 
a z riešení tejto rovnice dostaneme riešenia sústavy 

£ Či + fc/í = a ^ , ; = l ,2 , . . . ,n 
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vo formě ({, = a'n+1\ai9 ai9 i = 1, 2,..., n), pričom an+1 = a'n+2 = ... = an+k/l = 
= [ î» «2» • • •> «»]/' = fl«+1/'- Čísla £„ i = 1, 2 , . . . , n sú podlá toho prirodzené právě 
vtedy, keď atl \ \a\9 al9..., fl„], čo platí podlá (9). Podlá vety 2 je teda riešenie (x, = 
= Hi> c*t, i = 1, 2,..., n) sústavy (l) triviálně. Tým je veta dokázaná. 

Poznámka 3. Ak podmienka atl \ \al9 al9..., an~\9 i = 1, 2,..., n neplatí, rieše­
nie (xť, flř) nie je triviálně, lebo nie všetky ^ sú čísla prirodzené. Čísla (Z£„ a,) tvoria 
v tomto případe netriviálně riešenie sústavy (l). 

Ddsledok 1. Netriviálně riešenia sústavy (l) dostaneme právě vtedy, keď t = 1 
A súčasne 

a) (fc, [fli, fl2, ...,aw]) = 1 

flZebo 

b) (fc, \al9 a2,..., flj) = / > 1, ale atl | [fl l5 A2, ..., fln] neplatí pre všetky i = 
= l,2,...,n. 

Příklad. Riešiť sústavu rovnic 

3 
(10) Z x ř + 2 = ajXj , I = 1, 2, 3 . 

i=-l 

3 

Riešenie. Riešením sústavy ]T í>i + 1 = fl^-, I = 1, 2, 3, dostaneme podlá 

vety 2 všetky triviálně riešenia, ako aj netriviálně riešenia podlá bodu b) dósledku 1 
a riešením sústavy (10) netriviálně riešenia podlá bodu a) dósledku 1. Podlá vety 1 a 3 
třeba určiť všetky riešenia rovnice 

do ± + ± + ± + ± _ , , 
a1 a2 fl3 fl4 

a tie riešenia rovnice 

02) ± + ± + ± + ± + ± _ , 
a1 a2 A3 fl4 fl5 

v ktorých al9 a%9 a3 sú nepárne čísla a A 4 = as. 

Riešenia rovnice (11) sú uvedené v článku [2] a spolu z nich plynúcimi $l9 š29 £3 

sú uvedené v tab. 1. Případy (al9 al9 a3> a4) = (2, 3,10,15), (3, 4, 4, 6) dajú netriviál­
ně riešenia podlá bodu b) dósledku 1. 

Rovnicu (12) pišme vo formě 

(13) ± + ± + ±+ 2
 = i 

ax a2 a3 \au a2, a3\ 
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Tab. 1 

aí 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 4 
a2 3 3 3 3 3 4 4 4 5 6 3 3 4 4 
a3 7 8 9 10 12 5 6 8 5 6 4 6 4 4 
û4 42 24 18 15 12 20 12 8 10 6 12 6 6 4 

íi = aJa\ 21 12 9 15 
2 

6 10 6 4 5 3 4 2 2 1 

Í2 = a4/a2 14 8 6 5 4 5 3 2 2 1 4 2 ł 1 

fз = û4/ö3 6 3 2 i 1 4 2 1 2 1 3 1 f 1 

pretože t = 1, a4 = a5 = [ax, a2, a3]. Stačí hladať riešenia ax < a2 ^ a3. Pretože 
5/at ^ 1, je ax ^ 5 a pravdaže a t > 1. Teda je at = 3, 5. 

Akje ax = 3, máme 

1 1 
— + — + 

2 4 2 = - , — ^ ~, a2 = 6, 
a2 a3 [a1 } a2, a 3] 3 a2 3 

a teda a2 = 3, 5. V prvom případe 

2 i 
— + 

1 3 ^\, a3ѓ9, 
a3 {au a29 a 3] 3 a3 3 

teda a3 = 5, 7, 9. Dosadením sa přesvědčíme, že vyhovujú čísla a3 = 5, 9 a dávajú 

(al9 a2, a3) = (3, 3, 5), (3, 3, 9) . 

Akje a2 = 5 obdobné najdeme, že rovnici (13) nemóže byť vyhovené. 

Akje ai = 5, najdeme obdobným postupom jediné riešenie 

0*1, a2, a3) = (5, 5, 5) . 

Z týchto riešení rovnice (13) dostaneme tieto netriviálně riešenia sústavy (10) 

(au a2, a3; xí9 x2, x3) = (3, 3, 5; 5, 5, 3) , (3, 3, 9; 3, 3,1) , (5, 5, 5; 1,1,1) . 

Tab. 2 

aí 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 4 3 3 5 
a2 3 3 3 3 3 4 4 4 5 6 3 3 4 4 3 3 5 
a3 7 8 9 10 12 5 6 8 5 6 4 6 4 4 5 9 5 
xí 42 24 18 15 12 20 12 8 10 6 8 4 4 2 5 3 1 
x2 28 16 12 10 8 10 6 4 4 2 8 4 3 2 5 3 1 
X3 12 6 4 3 2 8 4 2 4 2 6 2 3 2 3 1 1 
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V tab. 2 sú uvedené všetky riešenia sústavy (10), z tabulky 1 sú to riešenia (2££, ai9 i = 
= 1, 2, 3), medzi nimi dve netriviálně riešenia. Dovedná má sústava (10) 17 primitiv­
ných riešení, tj. takých, v ktorých ax ^ a2 :_ a3, xt _: x2 =t x 3, z nich 5 netriviál-
nych. Okrem primitivných riešení sú tu ešte riešenia (aa, ap, ay; xa, x$, xy), kde a, /?, y 
je lubovolná permutacia indexov 1, 2, 3. 
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Zusammenfassung 

ÜBER EIN SYSTEM DIOPHANTISCHER GLEICHUNGEN II 

PAVEL BARTO§, Bratislava 

Im Artikel wird die Lösung des Systems 

n 

£ Xi + k -= ajXj , ; = 1, 2 , . . . , n , n > 1 , 
i = l 

wo fe eine gegebene natürliche Zahl ist, in natürlichen Zahlen at, xt auf die Lösung 
n+k 

der optischen Gleichung ]T l/af -= 1 überführt. 
i = l 
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