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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 99 (1974), Praha

POZNAMKA O POCTE RIESEN{ OPTICKEJ ROVNICE

PAVEL BARTOS, Bratislava
(Doslo dna 7. marca 1973)

P. ERDOs v &lanku [1] uvadza, Ze o poite riedeni diofantickej rovnice Y. 1/x; = a/b
i=1

ni¢ nie je zname. V &lanku [2] sa poet rieSeni rovnice 1/x + 1/y = 1/b vyjadruje
pomocou po&tu d(b) delitelov &isla b. V tejto tivahe sa uréi dolné ohranienie po&tu
rieSeni rovnice

(1) _il/xi=1, n>2

tym, Ze sa stanovi podet (resp. jeho dolné ohranitenie) tych riedeni (1). ktoré moZno
vypotitat podla &lanku [3] a [4].

Pod rieenim rovnice (1) rozumieme tzv. primitivne rieSenie, vyhovujice podmienke
X; £ x, < ... £ X, Vv prirodzenych &islach. RieSenia spliiajice podmienku x, <
< X; < ... < x, nazveme P-rie§eniami, ich podet p(n) a rieSenia, ktoré tito podmien-
ku nespltiaji, Q-rieSeniami a ich pocet g(n).

I. P-RIESENIA

Podla definicie 3 a vety 2 a 9 &lanku [3] dostaneme pre n > 2 tzv. prolongabilné
rieSenia rovnice (1) spliiajice podmienku x; < X, ... < x, nalsedovne:

(2) ao=1, ai=a,_l(l+%), k‘_tla‘_l, k‘<a‘, i=1,2,-..,n—'1

i-1

x;=a,_1+k;_1, i=1,2,-..,n—1, Xp = Qu-1 -
Podmienka k,_, | a}_; vo vete 2 &lénku [3] bude splnen4, ak k;_, | a;_.
Veta 1. Riefenia (2) rovnice (1) sit pro rézne postupnosti {k,}}=2 rézne P-rieSenia.
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Dékaz. Treba dokazat len, Ze rdzne postupnosti {k;} a {k}} daji rozne rieSenia.
PretoZe podla (2) ao = ko = 15 a; = 2, ky = 1, existuje taky index j, 2<j <
Sn-2 % ko=ky ky =k, ... k;—y = kj_,, ale k; + kj. Potom, pravdaZze,
aja, = aj, o platidokoncaprei < j,leboa; = a;_ (1 + a;-4/k;_,) = ajaa,; + a;
pre i > j. Z toho vyplyva, Ze Xj,; — X;,, = a;+ kj—a;— k; =k; — k; # 0.
Tym je veta dokazana.

Lema 1. Nech ay, k; s Cisla urcéené podla (2), j 2 2. Pocet d'(a;) delitelov kj,
 k; < a,, ¢islo a; nie je mensi neZ j + 1.

Dékaz. PretoZe a, = a,(1 + a,/k,) = 2(1 + 2) = 6, je d'(ay) = 3 a lema pre
Jj = 2 plati. Nech plati pre uréité j = 2, dokdZeme, Ze plati pre j + 1. Podla (2) je
ajr1 = ajl + ajk;), teda a;|aj.y, a; < ajiy, a preto d'(a;.q) 2 d'(a)) + 1,
lebo pribudol aspott delitel a;. Pretoze predpokladéme d(a)zj+1,jed (a ,+1) =
2 j + 2. Tym je lema dokazané.

Veta 2. Pre pocet p(n) P-rieSeni rovnice (1) plati
p(n) = 4(n - 1), n>2.

Ddkaz. Veta plati pre n = 3 (s rovnosfou), lebo p(3) = 1 (rieSenie x, = 2,x, = 3,
x3 = 6). DokaZeme, Ze ak veta plati pre nejaké n = 3, plati aj pre n + 1. Z kaZdého
P-rieSenia pre n dostane sa totiZ podla (2) aspoii tolko P-rieSeni pre n + 1, kolko je
potet d'(a,_y), lebo x,4y = a, = a,_,(1 + a,_4[k,—,), takZe p(n + 1) = p(n).
.d'(a,—y) 2 ¥(n — 1)! n = in! Tym je veta dokazanA.

Poznimka. Podla vety (1) nedostaneme vietky P-rieSenia rovnice (1). Napr.
rieSenie (2, 4, 6, 12) rovnice (1) pre n = 4 pomocou vety 1 nedostaneme.

II. Q-RIESENIA

Netiplny pocet Q-rieseni rovnice (1) urdi sa podla vety 2 &ldnku [4], ktord hovori,
Ze rovnica

) YhlE =1, I>1

ma rekurentne uréené rieSenie |

O] Gi=1+4biy &=14bdd by, i=23,.,1-1,
b= bdils s

Toto rieSenie rovnice (3) poskytuje zrejme aj rieenie x,, x;, ...s X, rovnice (1)
v tom pripade, ak b; + b, + ... + b, = n. Oznaliac s, = b, + b, + ... +'b,,
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i=1,2,...,1je tym rieSenim

(5) X1 = X3 = ... xn:‘ﬁl;

xsx+1="‘=xsz=€2; vesd xSl—l+1=xS|-1+2="'=xsl= élf sl=n’

]

a zrejme plati x; < x, S ... £ X,

Veta 3. Riefenia (5) rovnice (1) si rézne Q-riefenia pre v&'etkj: usporiadané'
particieby + b, + ... + b, = n,1 £ 1 < n, &isla n okrem particiin =1 + 1 + ...
..+lan=n.

Dokaz. Particia n =1 + 1 + ... + 1 da podla (4) a (5) tzv. extrémne rieSenie
rovnice (1) urlené rekurentne takto: x; =2, x; =14 x(X; ... X;_y, i = 2,3, oy
wht—1,x, = x;%, ... x,_,. PretoZe pre n > 2 plati pre toto rieSenie x; < x, < ..

.. < x, (pozri [1]), nie je Q-rie3enie.

RieSenie pre particiu n = n dostaneme aj z particie n = (n — 1) + 1 (nie viak
z particie n = 1 + (n — 1), o &om sa podTa (4) Tahko presved¢ime.

Ak vynechime spomenuté particien = 1 + 1 + ... + 1a n = n potom pre kazda,
int particiu (2) n = by + b, + ... + b, plati I = 2 a existuje aspoii jedno také i,
Ze b; 2 2. No zo (4) a (5) je zrejmé, Ze &y, &,, ..., &; zodpovedajice tejto particii st
jednozna&ne urdené a to isté plati o x,, k = 1, 2, ..., n. Dalej dvom rdznym particiam
(a) budu na zaklade (4) a (5) zodpovedat dve rozne Q-riedenia rovnice (1)

Tym je veta dokazanA.

Veta 4. Pre pocet q(n) roznych Q-rieseni rovnice (1) plati
gln)z2""1 -2, n>2.

Dokaz. Podla knihy [5] str. 26~29 je po&et usporiadanych particii &isla n =
=by + by + ... + b, (1 £1 < n)2""1, PretoZe sme vyludili vo vete 3 dve particie,
mame podla tejto vety 2"~' — 2 Q-rieSeni rovnice (1). Rovnost plati pri n = 3,
aviak uZ pri n = 4 je q(n) > 2"~* — 2 (napr. rieSenie (2, 4, 8, 8) rovnice (1) nedosta-
neme pomocou particie 4 = 1 4+ 1 + 2). Tym je veta dokazana.

III.

Zhrnuc vysledky kap. I a II mbZeme vyslovit vetu:

Veta 5. Pre pocet m(n) vSetkych rieSeni rovnice (1) splna]ucwh podmienku
Xy £x; = ... £ x, plati

(6) m(n) = p(n) + q(n) 2 3(n — 1)! + 2" - 2.

Dokaz. KaZdé primitivne rieSenie rovnice (1) je bud P-, bud Q-rieenie. PretoZe
tieto mnoziny su disjunktné, plati dokazovana veta podla vety (2) a (4).

175.



Poznamka 1. Dolné ohranilenie podla vety 5 sa k vy$§im hodnotdm n stava
stile volnej$im, dovody si zrejmé.

- n
Poznamka 2. Nerovnost (6) plati aj pre riefenia rovnice Y. 1/x; = 1/a,, lebo ak
i=1 .
(%1, X2, ..., x,) je primitivne rieenie rovnice (1) je (agxy, 4gX2; ... GoX,) primitivne

rieSenie rovnice Y. 1/x; = 1/a,.
i=1

Poznimka 3. Vzhladom na vetu 1 &lénku [6] plati nerovnost (6) aj pre rovnicu
Y x; = y[*1, X2, ..., X,], ak za jej primitivne riefenia povaZujeme tie, pre ktoré
i=1

plati x; S x, < ... S x,a (X5, %55 .00 %) = 1.
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Zusammenfassung

BEMERKUNG ZUR LOSUNGENANZAHL DER OPTISCHEN GLEICHUNG

PAVEL BARTOS, Bratislava

In der Abhandlung wird gezeigt, dass fiir die Anzahl m(n) der Losungen der
diophantischen Gleichung

ile.lx‘=l, n>2, Xy §.x2§...§x,,,

mn) = Hn — 1)1 + 221 =2
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