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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 98 (1973), Praha

ESTE O NIEKTORYCH DALSICH VLASTNOSTIACH KRIVIEK TRIEDY
P A PP

Jozer OBONA, NIKOLAJ PODTJAGIN, Bratislava

(Doslo diia 20. juna 1970, prepracovane diia 19. augusta 1971)

V tejto praci sa odvozujii rovnice algebraickych kriviek triedy P (definovanych
v préci [1]) v ortogonalnych a polérnych suradniciach. Dalej sa uvédzaji niektoré
vyznamné vlastnosti dotyénic ku krivkam triedy PP (definovanych v préci [2]),
ktoré sa odvozuju z rovnic doty&nic ku tymto krivkdm v ich niektorych vyznamnych
bodoch.

V praci [1] krivky triedy P boli definované parametrickymi rovnicami

(1 x=acosqo + bcos(p + q)w,
y = asin g + bsin (p + q) @,

kde konstanty p, g st nestideliteIné ¢isla, ani jedna z konstant a, b, p, q nie je rovna
nule, priom a, b, g su &sla kladné. Parameter w sa meni v intervale [0,21:).

V menovanej praci bolo dalej dok4zané, Ze rovnice (1) pre a=b, p+ g >0
uréujii epicykloidy a hypocykloidy (presnejSie triedenie pozri [1]), pre a = b,
P+ 29 #+ OruZiccaprea = b, p + 2g = 0 useCku na osi OX, ktora sa nepovazuje
za krivku triedy P.

KRIVKY TRIEDY P V ORTOGONALNYCH SURADNICIACH

Rovnice kriviek triedy P sme Iahko stanovili parametrickymi rovnicami (1).
Aby sme ziskali ich rovnice v ortogonélnych suradniciach, musime z rovnic (1)
vyliit parameter w. Av8ak priama eliminicia parametra nie je vidy moZna, pretoZe
tento postup vedie &asto k rieSeniu algebraickych rovnic vysSicho stupiia. UkaZeme
jeden sposob rieenia tejto ulohy, ktory teoreticky vZzdy vedie k ZelateInému vysledku,
hoci prakticky vyZaduje elementérne, ale veImi zdihavé vypoéty.

PoloZme

(2) x+i.}’=§.

x~iy=mn,
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kde i = /(—1). Z rovnic (1) po Giprave dostivame

. x+iy=ae? + bt
x —iy=ae M9 4 peiPtIe
odkial po dosadeni rovnic (2) a po tprave bude

E=at +b.17%,
n=at14+b. 7@,

kde t = ™.
ZapiSme posledné dve rovnice v tvare
(3) ' E=t (a+b.1),

n=ta+b.t77).
Po vzajomnom prenasobeni dostavame

E.n=(@+b.1").(a+b.t77),

alebo
abt?? + (a? + b2 — &) 1P +ab =0,
odkial
(@ tp=.’,‘.n—az—b2i\/((f.n'—az—bz)z—4a2b2)‘
2ab

Vidime, Ze t* je funkcia premennych &, n a nezavisi od parametru w.

PoloZme teda

(5) P =w
a rovnice (3) nadobudni tvar
(6) P = wia + bw)?,

nPwPte = (aw + b)P.

Tieto rovnice predstavuji krivky triedy P e$te v dvoch rdznych tvaroch: v strad-
niciach £ a n a odtial teda aj v redlnych siradniciach x a y. PretoZe krivky triedy P

A

st redlne, rovnice (6) po dosazeni za ¢ a n zo vzfahov (2), nemézu obsahovat kom-

pexné velidiny.

Ak vydelime prvii rovnicu rovnic (6) druhou, dostaneme elte jeden tvar rovnice

kriviek triedy P v pravouhlych stiradniciach

' + bw\?
7 g = qr . wet2a (2T OWYT
™ 1 (aw+b
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Tato rovnica mi velmi jednoduchy tvar pre a = b, teda
EP =P, wPt24a

Ako priklad uvaZujeme pripad, ked v rovniciach (1) poloZime p = 3, ¢ = 1.
Krivka triedy P je potom krivkou 8-stupiia. Prva z rovnic (6) nadobudne tvar

(8) & =wa + bw)*.
Ak pre zjednodusenie vypoétov poloZime

9) u==¢&¢.n—a?->b?,
v = +./(4a%b? — u?),

potom na zaklade vzfahov (4) a (5) mame

u+v
10 w=- .
() 2ab

Ak tato hodnotu funkcie w dosadime do rovnice (8), potom po jednoduchych
upravach dostavame

2a*b& — u* — 3a’u® — a?(3a? — 4b%) u? — a*(a? — 9b?) u + 2a*b*(3a® — b?) =
= [u® + 3a%u? + a’(3a% — 2b%) u + a*(a® — 3b?)]v.

Po dosadeni za v, umocneni tejto rovnice na druhu a elementarnych, ale dost dlhych
vypoétoch dostaneme rovnicu tvaru

a*be® — [u* + 3au® + a?(3a? — 4b%)u? + a*(a? — 9b?) u — 2a*b?(3a® — b?)] & +
+a*b(u +a> +b?)> =0

a po dosazeni za u z rovnic (9) a potom za ¢ a n z rovnic (2), zdihavym vypodtom
dostaneme koneény tvar krivky v ortogonélnych siiradniciach

(11) (x2 + y2)4 — (a2 + 4b2) (x2 + y2)3 — bz(al - 6b2) (xz + y2)2 -
— 2a%bx(x? — 3y?) + B2(Sa?b? — a* — 4b%) (x? + ?) -
_ bz(az - b2)3 =0.

Priklad nam potvrdil, Ze na vyjadrenie kriviek triedy P v ortogonalnych surad-
niciach treba vykonaf velké mnoZstvo elementarnych operacii.
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KRIVKY TRIEDY P V POLARNYCH SURADNICIACH

Vyjadrenie kriviek triedy P v polarnych siuradniciach budeme hladat cez diferen-
cidlnu rovnicu tychto kriviek.

Vychadzajme zo vzfahov pre polarne siradnice g, ¢

0> =x2 4y, ¢=arctg?
X
a potom

xdy — ydx
12 dp ="~ =
(12) ¢ x2 + y?

3

za predpokladu, Ze sti€asne x a y nenadobudaji nulové hodnoty.
Z rovnic (1) dostdvame

(13) 0% = a? + b? + 2ab cos pw,
xdy — ydx = [a%q + b*(p + q) + ab(p + 2q) cos pw] dw .

Z rovnice (12) potom dostavame
1
do = % [a%g + b*(p + g) + ab(p + 29) cos pw] dw.

Derivovanim rovnice (13) budeme mat

do = —abp sin pw do
(Y
a z poslednych dvoch rovnic teda mame
(14) _d£ _ abp sin pw
de a%q + b*(p + q) + ab(p + 2q) cos pw

Z rovnice (13) méZeme dostat
Qz — a2 _p2
Cos pw = ————
2ab
a potom teda
4a?b? — (g2 — a? — bz)z
2ab '

sin pw =

Diferenci4lnu rovnicu (14) méZeme teda napisat vo tvare

do _ o \/(4azb2 _ (Qz —a? — bz)z)

do 2a%q + 2b%(p + q) + (p + 29) (¢* — a* — b?)’
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alebo vo tvare
(19) (p+29)0* — p(a® —b*)  de
JIe* = (a = b)*][(@ + b)* — "] 0
Této rovnica je teda aj diferencialnou rovnicou algebraickych kriviek triedy P.

Pre a = b (teda pre p + 2q # 0, pozri [1]), tj. pre ruZice, diferencidlna rovnica
(15) ma veImi jednoduchy tvar

= ~—pde.

+ 2

J(4a? - ¢?)
a teda tato diferencidlna rovnica je diferencidlnou rovnicou vsetkych ruZic.

Integral, vyhovujuci diferencilnej rovnici (16) a spliiujuci po&iatoéni podmienku
(pre @ = 0 musi byt ¢ = 2a) je

(17) 0 = 2acos

¢
p+2q

a tato rovnica sudasne definuje aj rovnice ruZic v polarnych stiradniciach.
V pripade, ked a + b (epicykloidy a hypocykloidy) vSeobecnym integralom
rovnice (15) je rovnica

(18) (P + Zq) Qz - p(az - bz) 92
Je* —(a = b)*][(a + b)* — 2*] ¢

Oznaéme integral na Javej strane tejto rovnice ako I a poloZzme z = g2 — a? — b?
a potom budeme mat

=—p¢+C.

_1[(pt29) (a2 + b7 +2) - pla’ — b))

I
2 (a® + b? + z) \/(4a?b? — 2?)

z,

alebo po Ciasto&nej integracii

2 _ 32
(19) I=—£-t2—qarccos—z~——p—(f——-—b-lll,
2ab 2

kde
d

Z
I, = .
' j(az + b? + z) \/(4a?b? — 2?)
Tento integrdl vypo&itame opaf substituciou 1/v =a? + b? + z a po dosazeni,
vypolte integralu dostdvame v p6vodnych premennych
2 _ K2\2 _ (2 2) 2
arccos(a b%)" —(a* +b%e .
a? — b? 2abg?

Il=
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Pre integral I na zéklade vztahu (19) potom budeme mat vyraz

2 _ a2 _p2 2 _ 12\2 _ (42 b2) 02
I=—p+2?'qarccosg 2 -—Earccos(a b9 (a + )Q.

2ab 2 2abp?

Vieobecné riedenie (18) diferenciélnej rovnice (15) mbZeme teda napisat vo tvare

2 _ o2 _ 12 2 _ p2)2 _ (a? + b2)p?
(p + 2‘1) arc cos g____a_.__b_ + parc cos (a ) (a + ) @
2ab 2abp?

=2pp + C.

LubovoInt konstantu C urfime z pocliato€nej podmienky: pre ¢ = 0 musi byt

¢ = a + b. Ak dosadime tieto hodnoty g a ¢ do poslednej rovnice, Tahko vypocitame
C = pn.

Rovnica krivky triedy P v polarnych stradniciach nadobuda koneény tvar

2 2 2 2 2\2 2 2\ 52
0> —a?—-b (a® — b?)? — (a® + b?) ¢
(20) (p + 2g) arc cos —————— + parc cos =
2ab 2abg?

= p(2p + 7).

Pozndmenavame, Ze tato rovnica plati aj pre a = b. Skuto¢ne, v tom pripade nado-
buda tvar

2_2a2
7 = 2p9,

(p + 2q) arc cos e

odkial dostavame

0* = 2a%(1 + cos 2p o),
p+2q

p
p+2q

a tedy aj

@ = 2acos o,
&o sa zhoduje so vztahom (17) pre ruZice.

Podobne ako v praci [3] mdzeme skumat vlastnosti dotyénic ku krivkam triedy P,
vyjadrenych v ortogondlnych stradniciach, kedy je vhodné pouZif tvaru (10), pre

funkciu w. Analogicky je mozné skimat vlastnosti dotyCnic aj v polarnych surad-
niciach.

Niektoré vyznamné vlastnosti doty¢nic kriviek triedy PP.
V préci [2] krivky triedy PP boli definované rovnicami

(21) x=acosqqw + beos(p + q)q'w + ccos(p'q + pg’ +499) w
y = asin gg'w + bsin (p + g)q'w + csin (p'qg + pg’ + q¢') @,
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kde w je parameter, meniaci sa v intervale [0, 27/3); p, g, p’, q' s nestideliteIné
disla, priCom g, g’ st €isla kladné; g je nejvacsi spoloény delitel Cisel g a ¢'; a, b, c,
su TubovolIné kladné &isla.

V spomenutej praci bolo dalej dokazané, Ze pre

agg’ = b(p + q) ¢ + c(p'q + pa’ + qq’) = 0
rovnice (21) uréuju prostu epiepicykloidu, pre

agq’ +b(p +4)q' — (p'q + pg' + q¢') = 0
prosti epihypocykloidu, pre

agq' = b(p +4)q — c(p'qa + pq’' + qq) =0
prostu hypoepicykloidu a pre

aqq’ +b(p + q) g’ + c(p'q + pqg’ + qq’) =0

prostu hypohypocykloidu.
V praci [2] bolo tiez dokézané, 7e pre p=p.p,, p =Pp.P2> 4=17Q-q;
q' = §.q,, kde p je najvacsi spolo¢ny delitel &isel p a p’, potom:

1. Na ka¥dej krivke triedy PP existuje prave p bodov, vzdialenych od potiatku
suradnicovej ststavy na vzdialenost ¢ = a 4+ b + ¢, uréenych vztahom

(22) w=22

p-q

, k=0,1,2,...p—1.

2. Pre ] p2| q; parne na kaZdej krivke triedy PP existuje p rdéznych bodov, vzdia-
lenych od potiatku suradnicovej sistavy na vzdialenost ¢ = |a — b — ¢/ >0,
urenych vzfahom

(23) o=CEEDT o st
2

3. Pre |py|, |p2|, 415 g, neparne na kaidej krivke triedy PP existuje p rdznych
bodov, ktorych vzdialenost od po&iatku stradnicovej ststavy je o = |a - b+ c| >0
a ktoré st definované vztahom (23).

4. Pre |py| . g, parne na kazdej krivke triedy PP existuje p roznych bodov, ktorych
vzdialenost od pogiatku suradnicovej sustavy jé ¢ = [a + b — ¢| > 0 a ktoré su
opat urgené vzfahom (23).

Z rovnic (21) vyplyva, Ze vietky krivky triedy PP st simerné vzhladom na os OX.
Ak P je parne Eislo, tieto krivky su sumerné aj vzhladom na os OY.
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2. Pre smernicu doty&nice ku krivke triedy PP v jej IubovoInom bode (X, y) méme

agq’ cos qq’'w + b(p + q) ¢’ cos (p + q) g'w +
dy~  +cp'q+pg +qq)cos(p'q + pg' + qq)
dx aqgq’singq'w + b(p + q) ¢'sin(p + q) ¢ +

+c(p'q + pqa' + qq’)cos (p'q + pq' + qq') @

-

(24)

Smernica doty&nice v bode w = 0 mdZe byt koneéna len pre

agq +b(p+49)q +c(p’q+pg +4qq)=0,

z toho vyplyva, Ze dotyénica ku kazdej krivke triedy PP v jej pociatoénom bode
o = 0, s vynimkou prostych hypohypocykloid, je vZidy kolma na os OX.

Pocdiatoény bod w = 0 prostej hypohypocykloidy je singularny bod zvratu, v kto-
rom doty&nicou je os OX. Ak p je Cislo péarne, aj doty¢nica v bode sumernom
s bodom w = 0 vzhladom na os OY, je tiezZ os 0X.

1° Body, vzdialené od po&iatku stiradnicovej sustavy na vzdialenost¢ = a + b + c,
sa uréené hodnotami (22) parametra w, pre ktoré mame

cos p'qw = cos pgw = 1.
Vztah (24) v nich nadobuda tvar

dy _[aqq’ +b(p + q)q' +c(r'q + pg’ + q9’)] cos gg'w
dx  [aqq' + b(p + q) a4’ + c(p'q + pa’' + 4q')]sin qg'w

a nema zmysel pre prosté hypohypocykloidy. Pre vietky ostatné krivky triedy PP
v uvedenych bodoch plati

(2 L -emde,
dx singqo

Pre rovnice dotyé¢nic v tychto bodoch potom méame
(26) Xcosqqw+Ysingqg'w=xcosqqow+ ysingqo,

kde x, y st saradnice dotykového bodu krivky PP, vzdialeného od pociatku O na
¢ =a + b + c; X, Yst premenné stiradnice bodov doty&nice. Ak dosadime hodnoty
(22) parametra w, potom pre vetky krivky triedy PP, s vynimkou prostych hypohy-
pocykloid, dostaneme rovnice dotyé&nic

(27) Xcosqqzz—’i—E+Ysinqq22—,fn-=a+b+c, k=01,...,p—1.
p p

Pre p neparne ani jedna z tychto doty¢nic, okrem dotyénice v pociatoénom bode
o = 0, nemdZe byf kolm4 ani na jednu zo siradnicovych osi.
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PretoZe &isla 94, § nemaju spolo&nych delitelov, pre p parne (p = 2k,) doty&nica
v uvaZovanych bodoch je kolmé na os OX len v tom pripade, ked &slo t = kfk, je
celé. PretoZe k < p — 1, musi byt t < (2k, — 1)[ky =2 — 1/k, < 2 a teda t md¥e
nadobudat len dve hodnoty 0 a 1. To znamena, Ze pre p parne kazda krivka triedy PP,
s vynimkou prostych hypohypocykloid, ma len dva body, vzdialené od podiatku
stiradnicovej sustavy na ¢ = a + b + ¢, v ktorych doty¢nice st kolmé na os OX.
Tieto doty&nice st dané rovnicami (25). PretoZe &islo gq, je neparne, st teda dané
rovnicami X = +(a + b + c).

Ak aj p|2 je &islo parne (p = 4k,), doty¢nica v bode, vzdialenom od podiatku
sturadnicovej stistavy ma ¢ = a + b + c je kolmé na os OY vtedy a len vtedy, ked
t = k[k; je celé neparne &islo. PretoZe k < p — 1 musime mat t < (4k, — 1)k, =
=4 — 1/k, < 4 a teda t moZe mat len hodnoty 1 a 3. V pripade, ked P2 je &islo
parne, kazda krivka triedy PP, s vynimkou prostych hypohypocykloid, ma dva body,
vzdialené od pociatku suradnicovej ststavy na ¢ = a + b + ¢, v ktorych doty&nice
si kolmé na os OY. Su dané rovnicami (25) pre k = k, a k = 3k,, teda Y =
= +(a + b + c).

2°. 'V bodoch, vzdialenych od pogiatku siradnicovej siistavy na ¢ = [a — b — c|,
tj. pre |p,| . 4, parne, urSenych vztahom (23) méame

cospgw = —1, cosp'qw=1.
Vztah (24) pre tieto body nadobuda tvar

dy _ [agq —b(p+49)q —c(p'qg + pg' + qq')]cos qq'w
dx [agq’ — b(p + 9) ¢’ — c(p'q + pa’ + qq')]sin gq'w

a nema zmysel pre prosté hypoepicykloidy. Pre vietky ostatné krivky triedy PP pre
uvedené body plati vztah (25).

Pre doty&nice v tychto bodoch potom plati rovnica (26). Ak do nej dosadime hod-
noty (23) parametra o pre doty&nice v bodoch, vzdialenych od po&iatku suradnicovej
sustavy na ¢ = |a — b — ¢| u vietkych kriviek triedy PP, s vynimkou prostych
hypoepicykloid, dostaneme koneéne rovnice

2k + )= (2k+1)n=a

(28) X cos qq, + Ysin qq, —-b-—c,

k=01,..,p—1.

3°. Pre |p|, |p2l> 41, 4, neparne, mame v bodoch, vzdialenych od poéiatku stirad-
nicovej sistavy na ¢ = |a — b — c|, ur€enych vztahom (21)

A cospg'w = —1, cosp'qw = —1.
Vztah (24) pre tieto body nadobuda tvar

dy _ _[2qq' = b(p + q) g’ + c(p'q + pg’ + gq')] cos gq'w
dx [agq’ = b(p + @) ¢ + c(p'q + pg’ + 4q')] sin qg'w
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a nema zmysel pre prosté epiepicykloidy. Pre ostatné krivky triedy PP v uvedenych
bodoch znovu plati vzfah (25).

Pre rovnice dotynic v tychto bodoch plati zase rovnica (25) a po dosadeni do nej
hodnét (23) pre dotyénice v bodoch, vzdialenych od po&iatku stradnicovej sustavy
nag = [a —b - c| > 0, pre vsetky krivky triedy PP, s vynimkou prostych epiepi-
cykloid dostaneme teraz rovnice

(29) X cos qq, (w M =a

+ Ysin qq, -b+ec,

k=01,2..,5—1.

4°. Pre |p,|. g, parne v bodoch, vzdialenych od pogiatku siradnicovej sustavy
na g =.|a + b — c|, uréenych vztahom (23), méme

cospgw =1, cospqow = —1.
Vztah (24) potom nadobuda tvar

dy _ _[299 +b(p +q) g9 — c(r'qg + pg’ + qq)]cos gg'w
dx [agq’ + b(p + 9) 4’ — (p'q + pq’ + qq')] sin qq'w

Nem4 zmysel pre prosté epihypocykloidy. Pre ostatné krivky triedy PP, pre uvedené
body platia znovu vztahy (25) a (26). Ak dosadime do rovnice (26) hodnoty (23)
parametra o, pre doty&nice v bodoch, vzdialenych od podiatku suradnicovej sustavy
na g = [a +b - c| > 0, pre vSetky krivky triedy PP, s vynimkou prostych epi-
hypocykloid, dostaneme rovnice

2k + ) n (2k+1)n

(30) X cos qq, + Ysin qq, =a+b-—c,

k=01,2..,p—1.

Ak porovname rovnice (28), (29) a (30) vidime, Ze sa lilia len ich pravymi stranami.
MoéZeme ich teda zapisaf v spoloénom tvare

2% + 1
+Ysinqq2(-—+—)"=m, k=0,1,2,..,5—1.

i
(31) X cos qq; (2k+ 1=

kde u kriviek triedy PP v pripade 2° m =a — b — ¢, vpripade 3°m =a — b + c,
v pripade 4° m =a + b —c.

Rovnice (31) platia pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych hypoepi-
cykloid v pripade 2°, prostych epiepicykloid v pripade 3° a prostych epihypocykloid
v pripade 4°.

Pre a — b —c =0 v pripade 3°, pre a — b + c =0 v pripade 3° a pre a +
+ b — ¢ = 0 v pripade 4° mame tedy m = 0. Krivka prechadza po&iatkom suradni-
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covej sustavy. Doty&nice v tomto pripade sti uréené pre vietky uvedené pripady jedi-
nym tvarom rovnic

2k + ) n 2k+Dm _

X cos qq, + Ysin qq, 0, k=1,2,..,p—1.

Pri vySetrovani podmienok, pri ktorych su dotyénice kolmé na stiradnicové osi
v pripadoch 2°, 3° a 4° vychadzame zo spoloéného tvaru rovnic dotyénic (31) a postu-
pujuc analogicky ako v pripade 1° aviak presne tak, ako to bolo uvedené v praci [3]
pre krivky triedy P, méZeme dokazaf, Ze:

1. Pre p parne doty¢nice v bodoch, vzdialenych od podiatku suradnicovej stistavy
na ¢ = m nemdzu byt kolmé na os OY. Kazda krivka triedy PP, s vynimkou hore
vymenovanych pripadov, ma len v jednom z uvedenych bodov doty¢nicu kolmu na
os OX, a to pre qq, parne jej roynica je

(32) X=m
a pre qq, neparne
(33) X=-m.

2. Pre p parne dotyénica v bodoch, vzdialenych od pociatku suradnicovej sustavy
na ¢ = m nemdze byt kolma na os OX. Kazda krivka triedy PP, s vynimkou hore
vymenovanych pripadov, ma dva a len dva z uvedenych bodov, v ktorych doty¢nice
st kolmé na os 0Y, ak p je parne a $p neparne &islo.

Ich rovnicesu Y = +m.
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Résumé

ENCORE SUR QUELQUES PROPRIETES NOUVELLES DES COURBES
DES CLASSES P ET PP

NIkoLAJ PODTIAGIN, JoZEF OBONA, Bratislava

Les courbes algébriques en question ont été définies dans Iarticle [1] par les équa-
tions (1) ol w est un paramétre réel, w € [0, 27), a et b sont deux constantes positives
arbitraires, et p, g deux nombres entiers sans diviseur commun, g étant de plus
positif.
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Dans le présent arrticle, nous démontrons que les équations paramétriques (1)
des courbes de la classe P deviennent les équations (6) en coordonnées &, n par la
substitution (3), tandis que la substitution (2) les transforme en équations en co-
ordonnées rectz;ngulaires. Nous trouvons les équations (20) de ces courbes en co-
ordonnées polaires; (15) est 'équation différentielle des courbes de la classe P. -

Nous étudions aussi des propriétés nouvelles des courbes de la classe PP, dont la
définition a été donnée dans [2] au moyen des équations (21) ou w est un paramétre
réel, w € [0, 2n/q), p, q et p’, ¢’ sont deux paires de nombres entiers sans diviseurs
communs, g et g’ étant positifs; g est le PGCD des nombres g et ¢'; a, b, ¢ sont
des constantes positives arbitraires.

Nous trouvons les équations des tangentes aux points situés a une distance de a +
+ b + ¢ de origine

X cos qq,(2kr)[p + Ysin qq,(2kn)[p=a +b+c, k=0,1,...,p—1;

ici, p est le PGCD des nombres |p| et p'; g, étant défini par 'égalité g’ = gq,. Ces
équations sont valides pour toutes les courbes de la classe PP a l’exception des
hypohypocloides. Il en résulte que dans le cas ol p est impair, ces tangentes (a I’excep-
tion de la tangente en w = 0) ne peuvent pas étre perpendiculaires aux axes des
coordonnées. Si p est pair, les courbes de la classe PP — excepté les hypohypocycloi-
des simples — ont chacune deux points distants de a + b + ¢ de I’origine, avec des
tangentes perpendiculaires & 'axe OX. Mais si p/2 est pair aussi, la courbe a de plus
deux points situés a une distance de a + b + ¢ de P'origine et ou les tangentes sont
perpendiculaires a ’axe OY.

Nous trouvons les équations des tangents en des points distantsdem =a — b — ¢,
soit dem = a — b + c, soit encore de m = a + b — ¢ de I'origine

X cos qq,(2k + 1) n/p + Ysinqq,(2k + ) n/p=m, k=0,1,...,p— 1.

Ces équations sont valides pour toutes les courbes de la classe PP, a I’exception des
hypoépicycloides simples pour m = a — b — ¢, des épiépicyloides simples pour
m = a — b + ¢ et des épihypocycloides simples pour m = a + b — c. On en voit
que dans le cas ou p est impair, les tangentes en question ne peuvent pas étre perpen-
diculaires a ’axe OY. Cependant, la tangente en un de ces points est perpendiculaire
a l'axe OX.

Dans le cas ou p est pair, les tangentes en ces points ne peuvent pas étre perpendi-
culaires & I'axe OX. Mais si p est pair et p/2 impair, la courbe de la classe PP a deux
points distants de m de I’origine et ot les tangentes sont perpendiculaires a I’axe OY.
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