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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

LJAPUNOVOVA METODA V TEORII OMEZENOSTI
LINEARNICH REGULOVANYCH TOKU

FrRANTISEK TUMAJER, Liberec

(Doslo dne 16. tinora 1972)

1. Oznaéeni. Symbolem P oznadime netrivialni redlny linearni normovany prostor,
jehoZ nulovy prvek je o a norma | ||, R neprazdnou podmnoZinu mnoziny reélnych
gisel, R* mnozinu kladnych &isel, m = {(0, 9) € P x R : 3 € R}, U neprazdnou mno-
Zinu, a ¢ tok na P nad R s domaint = {($,x,a)e R x P x R: 3 = a} = D, tj.
zobrazeni t : D — P, jeZ méa nasledujici vlastnosti (ptitom definujeme 4t,x = #(3, x, @)):

(1) (o x, @) e D = ,t,x = x,
(i) ,t5 0 ptex = ,t,x pro viechna y = f = o v R a kazdé x € P.

Symbolem {#“ : u € U} oznagime linearni regulovany tok na P nad R x U (viz préace
[1]), jenZ je definovéan timto zpiisobem:

(i) Pro kazdé u e U je t* tok na P nad R a jsou-li u € U, v e U, pak domain ¢* =
= domain ¢’ = D,

(ii) (B, x,a)e D, (B, y,®) € D, ue U, A, p realna &isla = pt4(Ax + py) = Aytix +
+ Bty ’

(iii) (B, x,0)e D, ueU, ptix = 0=>x = o,

(iv) U je takova neprazdna mnozina, Ze pro kazdou posloupnost u*e U, x,_, € P,

= 1,2,... apro kazdé d€leni oy < a; < ... mnoZziny R, pro které x, =
k =1,2,..., existuje alespoil jeden prvek u € U takovy, Ze 4t _ x,_; je definovéno
na {oy_,, > N R rovnosti gt* x,_, = ot x,_,prok=1,2,...

A —1 Ak -1

uk
tak_lxk~ 1

Rikdme, %e {t*:ue U} je lokdlni, ptipadng globdlni, pravé kdyZ mnozina R
nem4 maximum, pfipadné je shora neomezena. Rikame, ze {t* : u € U} je staciondrn,
pravé kdyz pro kazdé (x,u)e P x U, aeR, e R, « < B a pro viechna 9eR je
p-sla—gX = glix = g gtt,gx. Je-li ddno oe RuU {—oo} takové, Ze (o, +o0) N
N (R — {o}) je neprazdné mnoZina, pak oznatime # = {6, +0)"Ra E = (P —
—{0}) x &
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2. Definice. Rikame, Ze parcidlni zobrazeni ¥: P x R — R* je ljapunovskou
funkci linearniho regulovaného toku {¢“ : u € U}, pravé kdyZ plati

y=glax, ueU, (x,a)edomainV, (y,pB)edomainV=V(y,p) < V(x,0a).

3. Definice. Rikame, Ze {t" ‘ue U} je na E omezeny vzhledem k mnoZiné m,
pravé kdyz existuje zobrazeni ¢ : E - R* takové, e plati
(1) (9, x,0)eD, (x,0)eE, uelU = |stix]| < o(x,a).

Rikame, Ze {t*:u € U} je na E stejné omezeny vzhledem k mnoZin& m, pravé kdy?
existuje zobrazeni { : # x R* — R* takové, Ze plati

®) %, x,0)eD, (x,0)eE, |x|=Lw, ueU= |six| £ {(«, »).

Rikame, Ze {t*: u € U} je na E stejnomérné omezeny vzhledem k mnoZin& m, pravé
kdyZ existuje zobrazeni { : R* — R™ takové, Ze plati

(3) (9, x,0)eD, (x,0)eE, |x| Lo, uelU= |gx] < (o).

Rikame, Ze {t* : u € U} je na E stejné asymptoticky omezeny vzhledem k mnoZin& m,

pravé kdy? je na E stejné omezeny k m a existuji konstanta x € R*, zobrazenit : # x
x R* — R* takové, Ze plati
(4) 8, x,0)eD, (x,0)eE, |x|Sw, 92a+ o 0),

ueU= |gix] < x.

Rikame, Ze {t* : u € U} je na E stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k mno-
#in& m, pravé kdyz je na E stejnomérné omezeny k m a existuji konstanta x € R*,
zobrazeni 7 : R* —» R* takové, Ze plati

(9 GxDed. (xdeE, xS0, 9za+da),

uelU = [tix] < x.

Poznamka k definici 3. Existuje-li konstanta » a zobrazeni~ tak, %e plati (4),
pak ke kazdému x € R* existuje t zdvislé na x takové, Ze je splnéno (4).
Samoziejmé plati taZ poznamka o konstant& » a zobrazeni 7 ve vztahu (5)

4. Véta. Linedrni regulovany tok {t* : u € U} je na E omezeny vzhledem k mnoZi-
né m, prdvé kdy? existuji

(6) konstanta e R*, parcidlni zobrazeni V:E — R*, parcidlni zobrazeni
a:R* - RY, a rostouci, a(v) > +00 pro v —».+

a majici ndsledujici vlastnosti:
(i) ¥ je liapunovskd funkce s domain V = {(x, a) € E : | x| 2 8},
(ii) (x, @) € domain ¥ = a(|x]|) < V(x, «).
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Dikaz. Necht {t*: u e U} je na E omezeny vzhledem k m. Zvolme 6 € R* a defi-
nujme parcidlni zobrazeni

(7) V:E->R*:V(x,«) =sup {||stix| :ueU, a<9eR} pro |x|| 234,
(8) a:R* >R :a(v)=v A
a ukaZme, Ze maji vlastnosti (i), (ii).

Ad (i): Necht je dano (x, «) e domain V. Pak podle (1) ze vztahd (9, x, ) € D,
ueU plyne |stix|| < o(x, &), takZe je V pfedpisem (7) skutein& definovano. Dale
pro y = stox a kazdé z = ,tpy existuje w € U takové, Ze plati z = gt;’x. Odtud plyne

V(y, B) = sup {||stpy| :ueU, p<9eR} <
S sup {|sfax| :ueU, « £ e R} =V(x,a),
takZe V je ljapunovskou funkci.
Ad(ii): Ztejmé plati
[x]| € {|stix]) :u €U, « < e R},

takZe "x” S V(x, ).
Necht existuji parcilni zobrazeni (6) s vlastnostmi (i) a (ii). Definujme zobrazeni
¢ : E - R* tak, aby byl spln&n vztah

(o) i)

a ukaZme, Ze ¢ splituje (1). Necht jsou dany (9. x, «) € D, (x, o) € E, u € U. Pak pro

(st: ﬁ X, 9) € domain V
o(feg]) =¥ (g meY)= (> o) = o (fg o).

takZe ||stix|| < o(x, ). Je-li

plati

1y J x
Sta T
Il
pak [sfix| < x| £ @(x, ®). Je tedy {t* : u € U} na E omezeny vzhledem k m.

5. Disledek. Nechr {t* : u € U} je staciondrni linedrni regulovany tok na P nad
R x U. Necht pro kaZdou trojici ueU, aeR, Be R, a £ B a libovolnou linedrni
invariantni mnoZfinu A < P plati gt;A = A. Necht pro kaZdé ueU je tok t* na
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(P — {0}) x R omezeny vzhledem k mno%iné m. Potom existuji zobrazeni V :
:(P — {0}) x R > R*, zobrazeni a: R* - R*, a rostouci, a(v) > + 00 pro v—
— +00, s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) V je liapunovskd funkce,

(ii) (x, @) € domain V = a(||x]) < V(x, «).

Dukaz vyplyva z prvni &asti diikazu pfedchéazejici véty a z ditkazu véty 2.2 prace [1].

6. Véta. Linedrni regulovany tok {t*:u e U} je na E stejné omezeny vzhledem
k mnoZiné m, prdvé kdyZ existuji

(9) konstanta de€ R*, parcidlni zobrazeni V:E — R*, parcidlni zobrazeni
a:R* - R, a rostouci, a(w) - + 00 pro w - +00 a parcidlni zobrazeni
{o:# x R* > R

s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) V je liapunovskd funkce s domain V = {(x, «) € E : |x|| 2 8},
(i) (x, o) € domain ¥V = a(|x[|) < V(x, «),
(iii) (x, «) € domain ¥, x| £ @ = V(x, «) < {o(a, o).
Dikaz. Necht {t*:u e U} je na E stejn& omezeny vzhledem k m. Zvolme d e R*

a definujme parcilni zobrazeni V : E — R™ vztahem (7), parciélni zobrazenia : R* —

— R™ pfedpisem (8) a )

(10) {o:® x R* > R : {o(a, w) = {(o, ) .

Nyni dokéaZeme, Ze V, a a (10) maji vlastnosti (i), (ii), (ii1). Parcialni zobrazeni V a a

maji ziejm& podle 4.Ad (i), 4.Ad (ii) vlastnosti (i) a (ii). Z (2) pak plyne, Ze V je pfed-

pisem (7) skute¢n& definovano a ma vlastnost (iii).

Necht existuji parcialni zobrazeni (9) s vlastnostmi (i), (ii) a (iii). Definujme zobra-
zeni { : # x R* —» R™ tak, aby byl spIn&n vztah

a (g Yo, w)) 2 {o(e, 6)

a ukaZme, Ze { splituje (2). Necht jsou dany (9, x,a) € D, (x,2) € E, ||x| £ w, ueU.
Pak pro

(st: 3 X, 8) € domain V
)

(lep) = (o g e0) =
("—” %, az) < lwd) < a (5 U, w)),

plati
]

st:"‘x
w

lI/\

(

)
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takZe "st:x" < (o, w). Je-li

<6,

-

é
sle— X
)

pak |stix| < o < {(o, w). Je tedy {t*: u e U} na E stejné omezeny vzhledem k m.

7. Disledek. Necht {t*:ue U} je lokdlni linedrni regulovany tok na P" nad
R x U, kde P" je n-rozmérny linedrni normovany prostor. Nechf pro kaZdé ue U

jetok t“na (P" — {0}) x Romezeny vzhledem k mnoZiné m. Potom existuji konstanta
o €R, ljapunovskd funkce V:(P" — {o}) x ({o, +©) " R) > R* a zobrazeni
a:R* - R*, a rostouci, a(®) - + 00 pro o - + o, {,:({o, +0©) " R) x R* >
— R* takové, Ze plati 6(ii), 6(iii).

Duikaz vyplyva z véty 2.7 prace [1] a z prvni &asti dikazu pfedchazejici véty.

8. Véta. Linedrni regulovany tok {t“:ue U} je na E stejnomérné omezeny

vzhledem k mnoZiné m, prdvé kdy? existuji

(11)  konstanta &€ R*, parcidlni zobrazeni V:E — R*, parcidlni zobrazeni
a:R* - R*, a rostouci, a(y) > + o0 pro y — +o a parcidlni zobrazeni
Co : R+ hd R+
s ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) V je liapunovskd funkce s domain ¥V = {(x,a) € E : |x|| = &},
(ii) (x, «) € domain ¥ = a(||x|) = V(x, a) < Lo[|x]).
Véta vyplyva z ditkazu véty 6 a z toho, Ze zobrazeni { v (3) a parcialni zobrazeni ,
v (11) nezavisi na a.

9. Disledek. Nechf jsou splnény predpoklady diisledku 7 a necht {t*:ue U} je
staciondrni. Potom existuji ’

(12) zobrazeni V:(P" — {o}) x R —» R", zobrazeni a:R* - R™", a rostouci
a(y) > + oo pro Y > +0o a zobrazeni {, : R* - R*

S ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) V je liapunovskd funkce,
(ii) (x, @) € domain Ve a([[x[)) £ V(x, «) = Lo([|x])-
Diikaz vyplyva z disledku 2.8 préce [1], z prvni &asti dikazu véty 6 a z toho, Ze

{t*: u € U} je stacionérni.

10. Véta. Linedrni regulovany tok {t* : u € U} je na E stejné asymptoticky omeze-
ny vzhledem k mno%iné m, pravé kdy? existuji parcidlni zobrazeni (9) s vlastnostmi
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6(i), 6(ii), 6(iii), konstanta x, € R* a zobrazeni vy : # x R* — R* majici vlastnost

(iv) (x, ®) €E, |x]| £ @, 9 2 a + 7o(2, w), ue U,
(stax, 9) € domain V = V(styx, 9) < .

Dikaz. Necht {*:ue U} je na E stejn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.
Pak z véty 6 plyne, Ze existuji parcialni zobrazeni (9) s vlastnostmi 6(i), 6(ii), 6(iii).
Poloime %, = % a zobrazeni 7,: % x R* — R* definujme pfedpisem ,(x, ) =
= 1(o, w), kde x a 7 jsou z (4). Pak pro kazdé (8, x,x)e D, (x,2) € E, ||x|| < w,
ueU, 9 2 o+ 1o(e, ) je [|stix] < %o a vzhledem k (7) také V(stix, 9) < xo. Odtud
plyne, Ze parcilni zobrazeni ¥ ma vlastnost (iv).

Necht existuji parcialni zobrazeni (9) s vlastnostmi 6(i), 6(ii), 6(iii), konstanta
%o € R* a zobrazeni 7, : # x R™ —» R* majici vlastnost (iv). Z vlastnosti 6(i), 6(ii),
6(iii) vyplyva podle vty 6, Ze {t*:ue U} je na E stejnd omezeny vzhledem k m.
Definujme konstantu x > & tak, aby byl splnén vztah a(x) = %, a za zobrazeni t
zvolme 7,. UkaZme nyni, Ze » a 7 spliiuji (4). Necht jsou dany (9, x, «) € D, (x, «) € E,
|x]| £ @, 9 2 « + ©(a, ®), u € U. Pak pro (stix, 9) € domain ¥ plati

a(||stex]]) = V(stix, 9) < o < a(x),

takZe |sfax|| < ». Je tedy {t*:ueU} na E stejné asymptoticky omezeny vzhle-
-dem k m.

11. Disledek. Nech? {t*:u e U} je globdlni linedrni regulovany tok na P" nad

R x U, kde P" je n-rozmérny linedrni normovany prostor. Necht {t*:ueU}

jena E=(P"— {o}) xR stejnomérné omezeny vzhledem k m a necht pro ka*dou

trojici ue U, ae R, xe P" je lim |ytiax| = 0. Potom existuji ljapunovskd funkce
8-+

V:(P"— {0}) x R—> R*, zobrazeni a:R* — R*, a rostouci, a(y) > +o pro
Y = +00 aly:RY > R" svlastnosti 8(ii), konstanta x, € R* a zobrazenit, : R X
x R* = R* majici vlastnost:

(x,®)edomainV, x| £ w, 92 a+ (e, w), IR,

ueU =V(gx, 9) £ %, .

Duikaz vyplyva z véty 2.14 prace [1] a z prvnich &4sti dikazi vét 8 a 10.

12. Vé&ta. Linedrni regulovany tok {t* : u € U} je na E stejnomérné asymptoticky
omezeny vzhledem k mnoZiné m, prdvé kdy% existuji parcidlni zobrazeni (11)
s vlastnostmi 8(i), 8(ii), konstanta x, € R* a zobrazeni 1o : R* - R™ majici vlast-
nost

(i) (x, ) €E, ||x| S ¥, 9 2 a + 14(¥), ueU,
(stax, 9) € domain V = V(st4x, 9) < 3.
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Dikaz vyplyva z véty 8, ditkkazu véty 10 a z toho, Ze zobrazeni t a 7, nezavisina a.

13. Diisledek. Nech? jsou splnény pFedpoklady diisledku 11 a necht {t*: u € U} je
staciondrni. Potom existuji zobrazeni (12) s vlastnostmi 9(i), 9(ii), konstanta
%o € R* a zobrazeni 1y, : R* - R* majici vlastnost '

(iii) (x, «) e domainV, x| S ¥, 9 2 a + 1(¥), S€R, ue U = V(4tex, 9) < %o.
Diikaz vyplyva z disledku 2.15 prace [1], z pfedchazejici vty a z disledku 9.
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Summary

LIAPUNOV’S METHOD IN THE THEORY OF THE BOUNDEDNESS
OF LINEAR CONTROL FLOWS

FRANTISEK TUMAJER, Liberec

The properties of the boundedness of the linear control flow which is an immediate
generalization of the notion of the linear control system of differential equations
which is studied in the paper byJ. Kulera, I. Vrko&: Note on stability of a linear homo-
geneous control system are studied. Various types of boundedness are characterized
by means of Liapunov’s functions. Furthermore, some sufficient conditions for certain
types of the boundedness of the linear control flow with respect to a given set are given.
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