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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 97 (1972), Praha

O VNORENI DICHOTOMICKEHO STROMU DO KRYCHLE

IvaN HAVEL, PETR LIEBL, Praha

(Doslo dne 2. listopadu 1970)

Trivialni nutnou podminkou pro vnofitelnost kone¢ného grafu ¥ = (V, E)
do n-rozmérné krychle je, aby |V'| < 2" V pfipadg, Ze % je had (viz [1]), je tato pod-
minka rovn&z postadujici (viz [2]). Na druhé stran& nemiiZe byt n men3i neZ maxi-
malni stupeii uzlu v ¢. Vznika zajimava otazka: jak souvisi minimalni dimense n
se strukturalnimi vlastnostmi grafu, napf. se stupni jeho uzli. V ¢lanku je tento
problém feSen pro tfidu tzv. uplnych dichotomickych stromit 9,. UkézZe se, Ze zde je
minimalni dimense pfislu§né krychle pfesné o jednitku vé&tsi, neZ vyZzaduje odhad
podle poétu uzli.

V dal§im bude N oznafovat mnoZinu viech pfirozenych &isel.

Definice 1. Bud % = KV, E) graf, konecny nebo nekoneény. Zobrazeni y : E - N
nazveme C-ohodnocenim grafu 4, jestlize plati

a) Je-li (e1s --., €,) posloupnost hran prosté konecné otevrené cesty v 4, pak
existuje i € N takové, Ze se v posloupnosti cisel (Y(e,), ..., Y(e,)) vyskytuje i lichy
pocet krat.

b) Je-li (fy, ..., f;) posloupnost hran prosté uzavfené cesty v 4, pak se kazdé
cislo z posloupnosti (Y(f4), ..., Y(fs)) vyskytuje v této posloupnosti sudy pocet krat.

C-ohodnoceni grafu % nazveme jeho C,-ohodnocenim, jestlife E zobrazuje do
mno%iny {1, 2, ..., n}.

Definice 2. Rikdme, e graf ¥ = (V, E) je cdstecnym podgrafem grafu 4 =
= (V',E) jestlize VSV ,ES En(VxV).

Definice 3. Oznac¢me € mnoZinu grafi, pro nés existuje C-ohodnoceni, €, mnoZinu
grafii pro né? existuje C,-ohodnoceni, € mnoZinu grafi takovych, e kazdy jejich

konecny cdstecny podgraf je v €.

Poznimka. Je-li ¥ koneény, pak z & € € vyplyva ¢ € €, pro jisté n. Déle je zfejmé
Ug, cCcC.
n
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Definice 4. Krychli dimense n rozumime graf X', = V,E), kdeV = {1,2,3, ...
n
..., 2"} a(a, b) € E prdvé kdy? existuje prdvé jednop € {1, ..., n} tak, fea = Y £2'"",
n i=1
b=Y¢e2"' g =c¢ proi=* p,e¢, * ¢, kde ¢, ¢; nabyvaji hodnot 0,1.

i=1
A, ma, jak zndmo, n . 2"~ ! hran a kaZdy uzel je stupné& n.

Definice 5. Oznacéme R, mnofinu cdstecnych podgrafi A", a & mnoZinu grafi
takovych, %e ka%dy jejich konecény &dsteény podgraf je v K, pro néjaké n.

(15) -

(1.41...\
(1,3) (2.3)..
(1,2) (2,2) (3,2) (4,2)
/  \ 7/ '\ /7 N\ VAN
14 (20034 41 (54)  (64) (F1) (8.1)..
Obr. 1

Véta 1 préce [2] fika v naSem oznadeni, Ze

1) K], <¢,
(2 Fsouvislya9e€,>%e 8K,
(G) € =8

Z této véty ihned vyplyva, Ze libovolny strom je v K.
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V [2] je déle formulovan nasledujici problém: k danému kone&nému stromu J~
nalézt minimalni n takové, aby bylo 7 € K,. (Je-li 7 nekone&ny strom, pak takové n
oviem neexistuje). NiZe je tento problém fesen pro tplné dichotomické stromy (pro
nejjednodusi stromy — hady — byl jiz fesen v [2]).

Definice 6. Smérem nahoru nekonecny uplny dichotomicky strom je graf @ =
= (V,E), kde V={(i,k)|ieN, keN}, E={(2r - Ls), (r,s+1)|reN,
seNyu {((2r,s), (r,s + 1)) | reN, se N} (viz obr. 1).

Hrany ((, 5), (B, s + 1)) budeme nazyvat hranami s-té iirovoné.

Definice 7. Uplny dichotomicky strom o n drovnich je graf 9, indukovany gra-
fem @ na podmnoZiné jeho uzli {(i, k) | k<sn+1,i< 2n+1-k}_

Poznimka. 9, ma zfejmé 2"*' — 1 uzld, z toho 2" uzld stupn& 1,2 2"+1 _ 5 pran.
Obr. 2 ukazuje 2,.

Obr. 2
Véta. 2, € R,. 2,€R,,.,29,¢K,,,pron > 1.
Diikaz. Definujme ohodnoceni  grafu @ takto:

¥((@2r - 1,2m — 1), (r,2m)) = 1 } ms i

¥((2r, 2m — 1), (r, 2m)) = 2m + 1
W(@r = Lo2m),(n2m + 1)) =2m -1 m>1
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v
i

¥((2r, 2m), (r,2m + 1)) = 2m + 2 m
Y((2r - 1,2),(r,3)) =2

pro viechna re N (viz obr. 3).
Dokazeme nejprve, Ze i je C-ohodnocenim 2.

/

1

/

AN AN

4 2 4 2 4 C

2 :
f(‘s ® d)bb 41 ’(35 41\31, dfgb o)bb d& d1>b¥

Obr. 3

Bud p = (ey, ..., e,.)‘posloupnost hran néjaké kone&né cesty v 9 takové, Ze v po-
sloupnosti y = (¥(e,), ..., Y(e,)) se kazdé &islo vyskytuje sudy pocet krat. Je zfejmé,
Ze p neobsahuje dvé hrany téZe rovn€. V opa&ném pfipad& totiz budiz s nejvyssi
uroveii takova, Ze p obsahuje aspoit 2 hrany Grovné s. Pak Jsou tyto hrany nutng pravé
2 a jsou sousedni. p navic neobsahuje hrany Urovng vy$3i ne¥ s. Prave jedné ze dvou
sousednich hran urovng& s pfifazuje Y &islo s + 2, které se nevyskytuje na hranach
niZ§ich urovni — spor.
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Z definice Y je vidét, Ze kazdé sudé &islo se vyskytuje jen na hranach jediné urovné,
a proto nemiiZe byt obsaZzeno v y. Kromé& toho nemiZe p obsahovat Zddnou hranu
urovné 2. Bud 2n + 1 nejmensi liché ¢islo z y, které je vétsi nez 1. To se vyskytuje na
hranach Urovné 2n — 1 a 2n + 2. p tudiZ obsahuje po jedné hrané téchto urcvni.
Obsahuje tedy i hranu Grovn& 2n (plyne ze souvislosti cesty).

Avsak v p nejsou hrany urovné 2, je tedy n > 1; y pfifazuje hrané urovné€ 2n
(n > 1) liché &islo 2n — 1 — spor.

Dale zobrazuje  zfejm& mnoZinu hran grafu 9, do mnoziny {1,...,n + 2} a je
tedy 2, € €, ,. Podle vy3e citované véty 1 z [2] je koneén& 2, € K, .

Kromég trividlniho 2, € K&, je tfeba jest€ dokézat, ze 2,¢ K,,,. Provedeme
to sporem. Nechf tedy n > 1 a @, je fasteénym podgrafem J¢,.;. Nazveme
hrany A, ;, které nejsou hranami 2,, ,,novymi*“. Novych hran je (n + 1) " —
—(2"** —2) = (n — 1)2" + 2. Z4dna nova hrana nespojuje dva uzly stupn& 1
grafu @,, nebot by vznikla kruZnice liché délky, ktera, jak znamo, se v ., ne-
vyskytuje. Jsou tedy nové hrany, incidujici s navzajem rtiznymi uzly stupné 1 grafu 9,,
navzjem riizné a jejich podet je n.2". Musi tudiZ platit n.2" < (n — 1) 2" + 2,
to vSak je spor s pfedpokladem n > 1. Q.E.D.
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Summary
. EMBEDDING THE DICHOTOMIC TREE INTO THE n-CUBE

IvaN HAVEL, PETR LIEBL, Praha

The following theorem is proved: The complete dichotomic tree 9, (n > 1) can
be embedded into the graph of the n + 2-dimensional cube but not into that of the
n + 1-dimensional one.

Here 9, = (V,E), where V={1,..,2"*' — 1}, E={(p,q); 1S p=2"- 1,
b =2porq=2p+1}. L
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