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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

DVE VETY O LAPLACEOVE TRANSFORMACI REALNYCH
PERIODICKYCH FUNKCI

MiLo§ NovoTrny, Praha

(Doslo dne 10. dubna 1967)

Pokud nebude feeno jinak, budeme pod mérou resp. integrdlem rozumét Le-
besgueovu miru resp. Lebesguetv integrdl v E,. Tzv. zobecnéné nevlastni nebo ne-
absolutné konvergentni integrdly nebudeme nikde potfebovat. Komplexni funkci f
nazvem lokdlng integrabilni, jestlize [; |f(f)] d < + oo pro viechna a, b takovd, Ze
-0 <a<b< +oo.

Jestlize q € (0, + oo), oznacime U(O, 27r) mnozinu vSech méfitelnych komplexnich
funkei v <0, 2n) takovych, Ze [3™|f(#)|?dt < + 0. Misto L*(0, 2n) budeme psit
struéngji L(0, 2n).

Pro vSechna konetnd komplexni p, pro n&: existuje integrdl [§ f(f) e~ dt
z redlné nebo komplexni funkce f, nazveme tento integrdl Laplaceovym integrdlem
nebo Laplaceovou transformaci funkce f.

Z teorie Fourierovych fad je vieobecné zndma véta, Ze Fouriertiv rozvoj periodické
+ o0

redlné lokdln& integrabilni funkce f(f) & ao + Y, (az cos kt + by sin ki) lze bez
k=1

ohledu na jeho konvergenci integrovat ¢len po Elenu od nuly do libovolného x €
€(— o0, + ). DokdZeme, Ze tento Fourier@v rozvoj lze dokonce podrobit Lapla-
ceové transformaci ¢len po €lenu. Z toho odvodime nutnou a postacujici podminku
pro to, aby funkce F(p) byla pro Re p € (0, + o) Laplaceovym integrélem redlné
funkce tfidy L(O, 2n) s periodou 2r, a déle vzorec pro rozklad analytického pokra-
Covdni tohoto Laplaceova integrdlu na ¢dste€né zlomky s redlnymi koeficienty.

Nejdiive uvedeme dvé pomacné véty.

1. Lemma. Pfedpoklddejme:
1) Plati

IH kéfk(t) dt =k§=i:f »fit) dt pro kazdé be<a, + ),

284



kde vSechny integrdly konverguji.

2) Konverguje integrdl [, ka(t) dta rada j"+°° file) de.

3) lim Z Jo® fut)dt = 0.

b=+ k=0
Potom

(1) " ’if,‘(t) dt =k§: +m)f,‘(t) dt.

Diikaz. Z pfedpokladu 1) aZ 3) plyne, Ze

+o +o b + +w +o

) ; flp) dt = Z fud) dt + Z‘, fil?) dt

pro bela, +),

+oo + 0

3) j‘ fa =3 J 1) dt + z fk(t) dt

+w +o

(4) lim Y fi(t)dt =0.

b+ Jp k=0

Podle 1) a 2) miZeme odecist (3) od (2). Podle 1) vyjde
+o +o© + o0 + o0 +o +oo + o0
Taa-3 [ aoa= [ Sa0a- zo I ) dt
b

a = = a b
pro b e<a, + ). ProtoZe levd strana nezdvisi na b a pravé strana podle (4) a (3)
konverguje k nule pro b — + oo, musi platit (1).
2. Lemma. Pfedpoklddejme:
1) —o<ash< +oo.

2) Redlnd lokdlné integrabilni funkce f md periodu 2n a Fourieriw rozvoj
+ o
f(t) = ao + ¥ (a, cos kt + by sin kt) .
k=0

3) Redlnd funkce ¢ md koneénou variaci v {a, b). Potom

j :f(:) o(t) dt = aq f:ga(t) ar +§: [ak ﬁq,(t) cos ki dt + by j ’

o(t) sin kt dt] ,

kde vSechny integrdly konverguji.

Dukaz viz [1], str. 220—221.
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3. Odvodime je$té nékolik dalfich pomocnych vysledkii. V§ude v tomto odstavci
bude znamenat k celé a p konené komplexni &islo.

Jestlize R € <0, + o) a jestliZe k, je nejmensi celé &islo vEt$i neZ R, snadno zjistime,
Ze .

) -

K21 |k
k? + p?

K- Rk |k*+ pY = ki - R?
pro k>R a |p|<R.

=

Jestlize Re {0, + ) a |a] < 4 < +oo prok = 1,2,..., plyne z prvni nerovnosti
podle majorantniho kriteria, Ze fada ). (pa,/k* + p?) konverguje absolutn& a stej-
k>R
nomérné pro viechna |p| < R. JestliZe |a,] £ A < +o0 pro k = 1,2,..., konverguje
+
tedy fada Y (pa,/k* + p*) absolutng pro kazdé p + +i, +2i,....
k=1
Z druhé nerovnosti (5) ddle plyne, Ze ke kaZdému p + +i, +2i,... existuje
B (0, + ) takové, Ze |k*/(k* + p*)| < B pro viechna k = 1,2, ....

4. Véta. Predpokladejme:

1) f je redlnd lokdlné integrabilni funkce s periodou 2m.
+ o

2) f(1) = ao + Y. (ax cos kt + by sin kt).
k=1

Potom pro Re p € (0, + ) Ize Fourierovu Fadu pro f podrobit Laplaceové trans-
formaci clen po CElenu, tj.

+ o0 + o + + o0
(©) f f(e™dt = aoj e Pdt + ) (a,‘j e P cos kt dt +
0 0 k=1

0

+o© + oo

+ b e P sin kt dt =EO—+ZM pro Repe(0, +),
0 p ¥=1 k*+ p?

kde vSechny Laplaceovy integra'iy konverguji.

Dikaz. Pro kaZdé Te<0, +) a kaZdé p = x + iy, kde x, y e (— o0, +0),
maji funkce @4(f) = Re e™? = ™™ ¢0s yt a ¢,(f) = Im e™?* = —e™ " sin yt koned-
nou variaci v €0, T), takZe podle 1), 2) a 2. lze Fourierovu fadu ze 2) vyndsobit
funkci ¢, nebo funkci ¢, a integrovat ¢len po &lenu od nuly do T; viechny integrély
ptitom konverguji. Z obou takto ziskanych vysledkil plyne ihned, Ze

T T + o T T
) Jf(t) e Pdt = aoj' e7Ptdt + Y (akf e~ P cos kt dt + bkf e P sin kt dt)
V] o

k=1 0 0
pro Te{0,+wo) a p=* o0,
kde vSechny integrdly konverguji.
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Zvolme nyni aZ do konce diikazu pevné libovolné p = x + iy takové, Ze Re p =
= x€(0, + ) a ye(—oo, +00). Funkce e je pak omezend v <0, + o). Podle 1)
mé |f| periodu 2z a podle 2) |f| € L(0, 2), takZe |f| je m&fitelnd v <0, 27). Existuje
tedy integrdl ¢ ® |f(f)] e~ dt. Podle 1)

+o0 pP2n(a+1)

j:wlf(t)[ e~ dt =a§0 ) |f(t)| e~* dt =

{3

+o0 M2nm + 2n
= Zo lf(u + 27t0()| e~ Xwt2ma) g, zo(e—an)aJ If(u)l e ™ duy =
a= a= o

0
1 2 1 2n
=—— | |fW|e™du £ ——— | |f(u)|du < +o0,
2nx 2nx
1—e 0 1—c¢ 0

takZe integrdl vlevo dokonce konverguje. Tedy také
+ o0

(8) J f(t)e~Pdt konverguje pro Re pe(0, +o0).
0

ProtoZe funkce e cos kt a e” P sin kt (k = 0, 1, ...) maji v <0, + o) integrabilni
majorantu e~ *’, rovn&Z viechny integrdly na pravé stran& (6) pro Re p € (0, + o)
konverguji.

Z 1) a 2) plyne podle Riemann-Lebesgueovy véty, Ze koeficienty a, a b, pro
k — 4 oo konverguji k nule. Existuje tedy 4 € (0, + o) takové, Ze
) la] =4, |b]<4 pro k=1,2,....

Podle véty o integraci Fourierovy fady
+ o0

(10) 3 % konverguje .

k=1

Z Re pe (0, +o0) a z(9) plyne podle 3., Ze fady

+ o0 pak + o0 pbk
11 —_— ————  konverguji absolutné
(1) kgl k* + p? kgl k* + p? &Y

a e k danému p lze nalézt B € (0, + o), spltiujici nerovnosti

(12)

k2
k?* + p?

B pro k=1,2,....

Oznaime ,(u) = Re u?[(u® + p®), ¥ (u) = Im u?/(u? + p?) pro ue(l, +).
Funkce ¥, a Y, i jejich derivace ¥} a y; jsou tedy raciondlni v (1, + o), takZe deri-
vace Yy a ; zachovdvaji pro velkd u € {1, + o0) svd znameni. Existuje tedy pfirozené
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&islo k, takové, Ze posloupnosti

k2 + 0 kz +
(13) {Re } , {Im 2} jsou monotonni.
1 k=

k=k k* + p
Z (10), (12) a (13) vychdzi podle Abelova kriteria, Ze fada

+ o0 kbk + 00 bk k2 + o0 bk k2
14 = — Re + i — Im
( ) k=zkl k? + p2 k=ks k k? + Pz kgkl k k? +

konverguje.

Tedy podle (11) a (14) také fada

+ o
Ao pa, + kbk
(15) G0 | 3 %t Kb

p k=1 K>+ p

+ o + + o0 + 00
= aof e Pt +kzl (akf e P cos kt dt + bkj e P'sin kt dt)

0 ] 0

konverguje pro  Re p e (0, + ).

Z Re pe(0, +o0) a (11) dostdvame, Ze

+ oo
(16) P oskT| < —L— < 40w,
k=1 k*> + p? T k=1 |k + p?
+ + o0
—f;b—ska §Z pb" < 4w pro Te(—o0, +o).
k=1 k2 + p? k=1 |k + p?

Z 1), 2) a véty o integraci Fourierovy fady plyne, Ze fada

—b,cos kT + a, sin kT

p konverguje stejnomérné pro Te(— o0, +00).

(17) Z

Z (12), (13) a (17) plyne podle Abelova kriteria, 7e také fada

12 —bycoskT + apsin kT k?
k=1 k k* + p?

konverguje stejnomé&né pro Te(—o0, +00),

takZe jeji soudet je spojitd komplexni funkce prom&nné T's periodou 2z v (— 00, + c0).
Existuje tedy C € (0, + o0) takové, Ze

*® _b,cos kT + a,sin kT  k? |
1) |y —= L 2; S C pro Te(—o, +m).

k=1 k k* +
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Ale podle (16) a (18) existuje D € (0, + o) takové, Ze

+ o0 + o0 + +
aoj e ?dt + ), (a,,J~ e P cos kt dt + bkj e P sin kt dt)
=

T =1 T T

e PT +o e PT
= |a, . +k§1 [ak m (pcos kT — ksin kT) +
e PT
+ bk~kz—_—+_—p2-(k cos kT + psin kT):II =
~TRep |4 < pay

= e

p k=1k*+p
_‘g’ —b,cos kT + a, sin kT  k?
k=1

takze

+ o0 + o0 + o0
(19) lim l:aoJ‘ e ?dt + ), (akf e P cos kt dt +
k=1 )

T-+ o0 T T

k__sin kT —
2

+ o0
pb
cos kT + ), ———
2 k;I k* + p

p e 2{ < De"™¢? pro Te(—o0, +o),
p

+
+ bkj e P sin kt dt)] =0 pro Repe(0, +).

T

Ale z (7), (8), (15) a (19) plyne podle 1. ihned vzorec (6). Tim je v&ta dokdzdna.

5. Kfivku, rovnici kfivky, bod kfivky a jednoduse uzavienou kfivku v komplexni
roviné a stejné tak rovnost kfivek, rovnost kfivek aZ na znaménko (,,aZ na orienta-
ci®), soudet kfivek a integrdl z komplexni funkce po kfivce v komplexni roving
definujem obvyklym zpisobem ([3], str. 38—40. a 91.). V daliim textu bude ze sou-
vislosti vZdy zfejmé, kdy jde o Lebesguetv integrdl v E, a kdy o integrdl z komplexni
funkce po kfivce v komplexni roving.

Déle budeme piedpoklddat znalost Jordanovy véty, podle niZ jednoduse uzaviend
kfivka v oteviené komplexni roviné d€li uzavienou komplexni rovinu na dvé oblasti,
z nichZ jedna je omezend, druhd neomezend a jejichZ spole¢nou hranici je mnoZina
vSech bodll dané kiivky; omezenou oblast z pfedeslych dvou nazvem vnitfkem dané
kfivky.

6. K dal$im dikaztim budeme potfebovat tuto modifikaci Cauchyho véty o rozkla-
du meromorfni funkce na ¢dsteéné zlomky:

Véta. Predpoklddejme:

1) Funkcey je holomorfniv celé oteviené komplexni roviné aZ na body zy, z,,... +
# 0, o0, v nichZ md pdly.
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2) C,, C,, ... jsou jednoduse uzaviené krivky v oteviené komplexni roviné, spliu-
jict tyto podminky:

a) Zddnd z k¥ivek Cy, C,, ... neobsahuje body z,, z,, ... .
b) Vsechny body kfivky Cy leZi ve vnitiku kfivky Cysy (k = 1,2, ...).
c) Ke kaZdému z + oo existuje k takové, Ze bod z leZi ve vnitiku kfivky C,.

3) I, je mno%ina viech pFirozenych Cisel k takovych, Ze bod z, leZi ve vnitrku
kfivky C, (n = 1,2,...).

4) Existuje nezdporné celé éislo m takové, e

I 2D g kazdé ,
k:ijcka(C—Z)dC 0 pro kaZdé z +

5) HY(1/(z — z,)) je hlavni &ist Laurentova rozvoje funkce Y v okoli bodu z < z,
(k=1,2,..).

6) PY(z) je soucet pronich m ¢lenit rozvoje funkce HY(1/(z — z,)) v potencni Fadu
v okoli bodu z =0 (k = 1,2,...).

Potom

W) =5 YOry jim ¥ [Hf( ! ) - Pt(z)]
= k! n>+o keln zZ— 2z

pro z &% z4,25,...,00.

Dikaz je zcela obdobny jako u véty (4.7) v [3], str. 296.

7. Véta. Funkce F vyhovuje vzorci
+ o
(20) F(p) = I f(HePdi pro Repe(0, +oo),
0

kde f je redlnd lokdIné integrabilni funkce s periodou 2=, tehdy a jen tehdy, jsou-li
splnény tyto podminky:

1) F(p) = _l_C(_pz_ pro Re pe (0, + ).

- e-—2np

2) C(p) je celd transcendenta.
3) C(p) je rediné pro p € (— o, + ).
4) lim C(p) = 0.

p+w
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5) Existuje M €0, + o) takové, %e

a) |C(p)| £ Me™2"*” pro Re p € (— o0, 0),
b) |C(p)| £ M pro Re pe(0, + o).

6) Cisla

(21) ao=2ic(o), a = L1ReC(ki), b= -tImCki) (k=1,2..)
T T T

jsou Fourierovy koeficienty redlné lokdlné integrabilni funkce f s periodou 2m,
+ o0

takze f(t) ~ aq + Y, (a, cos kt + b, sin kt).
k=1

V tom pfipadé Ize rozloZit analytické pokracovdni Laplaceova integrdlu (20) na
Cdstecné ziomky s redlnymi koeficienty podle vzorce

(22) —C(’i—= 4y pawt kb ”“"+kb" pro p+ 0, +i, +2i,...,
1 — e~ 2% k=1 2

Diikaz. I. Necht plati vzorec (20) kde f je redlnd lokdIné mtegrabllm funkce s pe-
riodou 2z. Potom

2n(a+1)

* +o (27
F(p) = z f(t) e Ptdt = Z f(u + 27[&) e—p(u+21m) du =
=0 2=0Jo _ .

2na

+Z( 2np)¢ 2’}(14) e~ Pdy = _C_(’L pro RepE(O, +<X)) ,

0 1 - e_"

kde

(23) C(p) = J:nf(t) e Pt dt,

takZe je splnéna podminka 1).

Z (23) plyne ihned 3) a podle zndmych v&t o Laplaceovych integralech ([2], str. 145.
a 162.) rovn&Zz 2) a 4). ProtoZe fe L(0, 2n), konverguje integrdl M = [3" |f(¢)| dt;
z toho a z (23) plynou ihned odhady v 5). Z (23) plyne rovn&Z ihned 6).

II. Necht jsou splnény podminky 1) aZ 6). Zavedme oznadeni (21). Potom podle
6) a 4.

(24) J‘ f()e?dt = %o +kz1 pa" + kby pro Repe(0, +).

2

Funkce

(25) a(p) = —0)_

1 — e 2
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jepodle 1) a 2) holomorfni v celé oteviené komplexni roving s vyjimkou bodé p = ki
pro k celé, v nichZ md odstranitelné singularity nebo pdly. Snadno zjistime, Ze
res ®(p) = C(ki)[2n pro k celé, takZe podle 3) a (21) res ¢(p) = ao, fes @(p)
p=ki

= (a, — ib) 4 res @(p) Ya, + ib) pro k =1, 2 . Laurentovy rOZVO]e
funkce @ v okoli bodﬁ p = ki pro k celé maji tedy hlavni &dsti '

(26) H°(1) =,
p p
()1, () e

p — ki 2 p—ki

Zabyvejme se nyni funkci
@) =) - T

Podle pfedchoziho je funkce ¥ holomorfni v celé oteviené komplexni roving s vy-
jimkou bodu p = 0, v némZ m4d odstranitelnou singularitu a tedy kone¢nou limitu,
a bodld p = ki (k= %1, +2,...), v nichZ md odstranitelné singularity nebo pdly.
Definujeme-li tedy y(0) = hm l/l(p) bude funkce ¥ holomorfnii v bodé p=0, a protoZe

funkce ao/p je holomorfm v bodech p=ki(k = 1, +£2,...), jsou podle (26) a (27)
hlavni ¢dsti Laurentovych rozvoji funkce ¥ v okoli bod p = ki (k = +1, +2,...)

H,'f( ! ):1“___k“’f*, H’£k< ! > Lot b g _y,9,..).

p — ki 2 p—ki p + ki 2 p+ ki

Rozvoje téchto hlavnich &dsti v potencni fadu v okoli bodu p = 0 maji tedy prvni
Cleny

ak—ibki P, = _a,,+ibki (k

P! = ]
2k 2k

=1,2, ),
takZe

@) [Ht (p - ki) - Pt] ¥ [Ht* <P : k") ) Ptk]

pak+kbk bk
Ll
k* + p? k

=1,2,..).
Zvolme nyni pevn& libovolné x € (0, + o) a oznatme

(29) Ry = J(x* + (k+ 33, o= arccos—;i (k=1,2..).
k
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Necht kfivky C( a7z C{*) maji v tomto potadi rovnice

(30) p = Rie pro @ e~ P
p=¢+(k+1%)i pro &el—x,x),
p = Re™® pro @eln — @+ @),

p=¢—(k+3)i pro ¢£el—x,x)
(viz obr. 1.1) a k¥ivky C, spliiuji podminku
(31) Ce=CP -CP+CP+CP (k=1,2,..).

Imp
-G

0*)[

G

0
k

k+

Mo
o

Rep

X 0 X X

o -(k+)i
Cm
k

Obr. 1.

Ktivky C, jsou zfejmé jednodu$e uzaviené a Zddnd z nich neprochdzi body p =
= 0, +i, +2i,.... Déle vSechny body kfivky C, leZi ve vnittku kf¥ivky C, (k =
=1,2, ) a ke kazdému p + oo existuje k takové, Ze bod p leZi ve vnittku kfivky C,.
Jestlize Re { e{x, + ), plati |1 — e™?%| 2 1 — e72"™"% > 1 — ¢72™ a podle 5)
je |C()] £ M, takZe podle (25) |®(()| < M[(1 — e ™). Jestlize Re{e(— oo, xD,
plati [ — 72| 2 72" — 1 a podle 5) je |C(¢)| £ Me™2™*%, takZe podle (25)
opét
—2nRel
00)] = B = e S

2nRel _ 4 1 — e2Ret = 1 — e—2nx'

Specidlng plati tento odhad pro kaZdy bod { k¥ivek C{*’ a C{*. Takové { spliiuje ddle
podle (29) nerovnost |{ — p| = R — |p| = /(x* + (k + 3)*) — |p| pro velkd k,
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takZe podle Cauchyho nerovnosti

(32) J’ _pﬂg_ (—) prokazdé p+ o (x=1,3).
Cr(® C(C - P) k=+w \K
Je-li { bodem kfivky C{? neba C{*, pak podle (30) e™2" = —e~2® pro n&které
Ee(—x, x), takZe |1 — e‘z"‘] 2= 1 + e~ 2™, Dile podle 5) |C(C)] < Me*™, takZe
podle (25) plati |#({)] £ Me*™|(1 — ™). Konetn& podle (29) a (30) |¢] = k + %
|C - p| =2k+3- l p| pro velkd k, takze podle Cauchyho nerovnosti

(33) j‘ D ‘15(0 dd= 0 (%) prokaZdé p+ o (x=2,4).
k=>+o©

Cr(® C(C - P)
Z (31) aZ (33) dostdvdme odhad
(34) s Cde}—(C)p) df = . o (i) pro kazdé p + .
Cx >+

Podle (29) a (30) plati pro kaZdy bod { k¥ivky C, nerovnost |{| = k + }. ProtoZe
délka kiivky C, je podle (29) a (30) mensi neZ 2m \/(x* + (k + 1)?) + 4x, ddvd
Cauchyho nerovnost dalsi odhad

ao
p—t

4 1 ,
3 dt= 0 (— kazd .
(35) . W=D ¢ 2 (k’) pro kazdé p + o

Z(27), (34) a (35) plyne kone&ng vzorec

lim () dt =0 kazdé p +
e . C(C _ p) pI'O azZ )4 0 .

Tim jsme ovéfili pfedpoklady véty z 6. pro m = 1, takZe podle (27) a (28)

C(p) G _ -
lTe—“z_"” - = 'ﬁ(P) =

s )] e) -

) o [pa, + kb, b, . .
= Y(0) + lim = = ro %+ 0, +i, +2i,..., 00
./l( ) n= + o kgl( kz + p2 k P P

UvdZime-li je3t&, Ze z 6) plyne podle véty o integraci Fourierovy fady konvergence
+ ® .
fady Y bk, dostdvame tak vzorec
k=1
' C(p ao pay + kb, Py )
&) S Yty -5

pro p %0, +i, i21,..., [04)
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Z toho plyne ddle dosazenim podle 1) a (24), Ze

+ o

(37) F(p) = J': t’of(t) e P dt + y(0) _kgi % pro Repe(0, + ).

Ale podle 1) a 4) F(p) pro p — + oo konverguje k nule. Ddle podle zndmé vty ([2],
str. 162.) rovn&Z integrdl [5 © f(f) e "#' dt pro p — + oo konverguje k nule. V (37) musi
tedy platit

+ o bk

¥ - X =0,

k=1 k

coZ dosazeno do (36) a (37) ddvd vzorce (20) a (22), které jsme méli dokdzat.

Podminky 1) aZ 6) jsou tedy dostadujici k platnosti vzorce (20). ProtoZe podle 2)
je funkce (25) holomorfni v oteviené komplexni rovin& aZ na body 0, +i, +2i,...,
v nich méd odstranitelné singularity nebo jednoduché pély, pfedstavuje podle 1)
vzorec (22) rozklad analytického pokragovéni funkce F na &dste¢né zlomky s redlny-
mi koeficienty. Tim je v&ta dokdzdna.

8. Malym zesilenim pfedpokladii o funkci f 1ze dosdhnout toho, aby rozklad (22)
analytického pokracovani Laplaceova integrdlu (20) na &dsteéné zlomky s redlnymi
koeficienty konvergoval absolutné a po odstranéni koneéného po&tu poddteénich
¢lentl stejnomérné:

Véta. Predpoklddejme:

1) f je redlnd lokdIné integrabilni funkce s periodou 2m.

+
2) f(t) = ao + . (ax cos kt + by sin kt).
k=1

3) Iiadz;i0 bi/k konverguje absolutné. (Z [1], str. 216, plyne, Ze tento pFedpoklad
je jisté spl;c—}’rt v pFipadé, kdy f e I)(0, 2n) pro nékteré q € (1, + ©).)
Potom plati:
I. Rada
(38) . & pa, + kb
p k=1 k* + p?

konverguje absolutné pro p % 0, +i, +2i,..., .
II. Jestlize R €40, + ), fada

(39) pa, + kb,
>R k% + pz

konverguje stejnomérné pro viechna [pl <R
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Dukaz. Z 1) plyne fe L(o, 2n), takZe podle Riemann-Lebesgueovy véty koefi-
cienty a, a b, konverguji pro k — + oo k nule. Existuje tedy 4 € <0, + o0) takové, Ze
plati (9).

Nechf R € <0, A+ o) a nechf k, je nejmensi pfirozené &islo vétsi nez R. Potom podle

() a 3.
)

Z toho a ze 3) plyne, Ze fada (39) konverguje absolutng a stejnomérné pro viechna
|p| < R, takze plati IL.

k2
k2 + pz

!Pak + kb,

b
]k2+p2

k

by

k

IIA

ki__ (AR
= k2 — R2\ k?

+ p?
proceld k>R a |p|<R.

Zvolme nyni pevné libovolné p takové, Zze p + 0, +i, +2i, ..., 0, a k nému libo-
valné R e { |p|, + ), takZe |p| < R. PiSeme-li pak je3ts

b

fl_9++®pak+kbk= 9 ¥ pa, + kb, + pay + kb
p k=1 k2 4+ p? 1<ksr k% + p? >R k% 4+ p?

obsahuje zdvorka vpravo koneény pocet koneénych &lend, a jak jsme prdvé zjistili,

fada vpravo konverguje absolutné. Tedy plati I. a véta je dokdzdna.

9. Na zdvér probereme jesté otdzku, jak ov&fit podminku 6) z véty 7., tj. jak zjistit,
zda &isla (21) jsou Fourieravy koeficienty n&jaké funkce f, a jak tuto funkci uréit.
Vedle elementdrni véty, fikajici, Ze trigonometrickd fada

+ o0
(40) ao + Y. (a, cos kt + by sin kt),
k=1

kterd konverguje stejnomérné v {0, 2n)>, je Fourierovou fadou svého soudtu, lze
s vyhodou pouZit je§té t&chto vét:
+ o
L. Riesz-Fischerova véta. Nechf konverguje fada Y (ai + by). Potom fada (40)
k=1

je Fourierovou Fadou jisté funkce f e LZ(O, 2m) a tato funkce f je limitou posloup-
nosti ¢dstecnych souctit Fady (40) pFi metrice v prostoru I2(0, 2r).

Ditkaz viz [1], str. 74.

l] Pfedpokla'dejme 1) lim g, = lim b, = 0.2) Konverguji fady Z |ak — G|
k= + k= + o
a Z Ib,, — bys1|- (Podle 1) je tento pFedpoklad spinén mimo jiné v prlpade, e
posloupnostl ay, a5 ... a by, b2,.. jsou monotonni.) 3) Pro jisté pe(l, +)
+a

konverguji rady Zk" 2a? a Zk" ’bf. Potom Fada (40) konverguje aspori pro
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te(0, 2n), jeji soucet patfi do IP(0,2n) a Fada (40) je Fourierovou Fadou tohoto
svého souctu.

Dikaz. Konvergence fady (40) pro t € (0, 2) plyne z 1) a 2) podle [1], str. 95.
a 649.

Necht p = 1. Potom podle 1), 2), 3)a [1], str. 649. a 652., je fada (40) Fourierova,
takZe podle [1], str. 650., jeji soudet patfi do L(0, 2n). Z toho a z konvergence fady
(40) pro t € (0, 2m) plyne podle zobecnéni du Bois-Reymondovy véty ([1], str. 790.),
Ze fada (40) je Fourierovou fadou svého soutu.

Necht p e (1, + ). Potom podle 1), 2), 3) a [1], str. 649. a 657., patfi soudet Fady
(40) do I2(0, 2m) a tedy podle Holderovy nerovnosti i do L(0, 2). Zbytek diikazu je
pak stejny jako v pfipadé p = 1. '
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Zusammenfassung

ZWEI SATZE UBER DIE LAPLACE-TRANSFORMATION
REELLER PERIODISCHER FUNKTIONEN

MiLo$ NovoTny, Praha

Im Artikel sind folgende zwei Sitze bewiesen:

Satz 1. Sei f eine reelle lokal integrierbare Funktion mit der Periode 2n und
der Fourierschen Reihe (40) Dann kann die Laplace-Transformation von f fiir
Re pe(0, + ) durch gliedweise Laplace-Transformation der Reihe (40) ohne
Riicksicht auf ihre Konvergenz gewonnen werden, d.h. es gilt die Formel (6).
Dabei konvergieren alle Laplaceschen Integrale in (6) absolut.

Satz 2. Die Funktion F geniigt der Formel (20), wo f eine reelle lokal integrierbare
Funktion mit der Periode 2m ist, genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind: 1) F(p) = C(p)/(1 — e~?) fiir Re p € (0, + ). 2) C(p) ist eine ganze Funk-
tion: 3) C(p) ist reell fiir p e (— o0, + ). 4) Es existiert ein derartiges M € €0, + ),
dap |C(p)| £ Me™*™* fiir Re pe(—o0,0) und |C(p)| < M fiir Re p e {0, + )
ist. 6) Die reelle lokal integrierbare Funktion f mit der Periode 2n erzeugt die
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Fouriersche Reihe (40) mit den Koeffizienten (21). Ist das der Fall, besitzt die
analytische Fortsetzung des Laplaceschen Integrals (20) eine Partialbruch-

entwicklung von der Form (22). Wenn noch Z |b k| < 400, was mindestens fiir
fe {0, 2n) mit q€(1, + o) eintritt, konvergzert die Reihe (38) fir p + 0, +
+2i, ..., © absolut und die Reihe (39) fiir |p| < k gleichmdpig.

Der Beweis des Satzes 2. folgt aus dem Satz 1. und einer Modifikation des Cauchy-
schen Satzes iiber die Partialbruchentwicklung einer meromorphen Funktion.

Um die Bedingung 5) im Satz 2. zu priifen, kann man auBer mehreren Elementar-
sdtzen iiber trigonometrishe Reihen und dem wohlbekannten Riesz-Fischerschen
Satz noch den folgenden — im Artikel bewiesenen — Satz beniitzen:

Satz 3. Man setzt voraus: 1) lim a, = lim b, = 0. 2) Es konvergieren die
k= + k> +o©
+ + o0
Reihen Y. |a, — ay.,| und Z |bk — bys4|. 3) Fiir ein p e {1, + o) konvergieren noch
k=1

+ o0

die Reihen Zk" 2a? und Zk" 2b. Dann konvergiert die Reihe (40) fiir alle

te (0, 2n), lhre Summe gehort zur Funktionenklasse I7(0, 2rt) und (40) ist die Fou-
riersche Reihe ihrer Summe.
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