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éasopis pro péstovdni matematiky, ro&. 88 (1963), Praha

ZOBECNENI GULDINOVYCH PRAVIDEL

ZBYNEK NADENIK, Praha
(Doslo dne 29. prosince 1961)

Pro integrél stfedni kfivosti, povrch a objem t€lesa ohranieného obdalkou
jednoparametrového systému konvexnich valcovych ploch jsou odvozeny
vzorce analogické Guldinovym formulim.

Uvod. Podr#ujeme viecka oznaleni, pojmenovéni a pfedpoklady z ivodu k praci
[1]. Pro integral stfedni k¥ivosti M a povrch O obalky S jednoparametrového systému
konvexnich valcovych ploch s opérnou funkei h(a, y) a pro objem V télesa ohranice-
ného plochou S (ktera je homeomorfni s torem) byly nalezeny vzorce (viz (*), (1) a

(©) v [1])

a rP2n
M=ans—ff hcosydyda,
c oJo
a r2m 2

0] =JLds-—lJ~ f {2h2—(@> —wz}cosydyda,

c oJo oy

2

V = J‘Fds———jj‘ <h+ah){h2 /ah>—w}cos'ydyda.

c oJo \a?

Pro kaZdé a € €0, a) necht Ty(«) resp. T(a) resp. Ts() znamend t¥%i§t& kiivosti
normélniho fezu x(«) obalové valcové plochy A(«) normélni rovinou v(x) zékladni
kiivky C v jejim bod& P(«) resp. t&%i¥t€ kiivky x(«) resp. t&Zi§té oblasti #(«) ohrani-
gené Zarou k().

Véta 1. LeZi-li bod Ty resp. T, resp. Ty pro kaZdé a € 0, a) na binormdle v bodé P
kfivky C, je

a r2m
M=nfds resp. O=des+1Jf w2 cos y dy da
C C 2 0JO
1 a P2n aZh 5
resp. - V=| Fds + - h+ —|w*cosydyda.
c 2J0Jo oy

Je-li zékladni k¥ivka C kruZnice a normaélni Yez «(«r) nepromé&nna k¥ivka pevng spjata
s priivodnim trojhranem k¥ivky C p¥i mé&nicim se « € <0, a), pak podle (4) z tivodu
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v [1] je w = 0, takZe ve vzorcich z véty 1 vymizi dvojnisobné integraly a vzorce pie-
jdou v GuLDINovy formule.

Véta 2. Necht charakteristiky vSech vdlcovych ploch A(x) jsou rovinné kFivky. Pak
pFimka prochdzejici bodem Tj(t) rovnobézné s povrchovymi pFimkami vdlcové plochy
A(a) vytvori pfi ménicim se a €40, a) a kazdém i = 1,2, 3 rozvinutelnou plochu.

Spliiuji-li jesté hrany rozvinutelnych ploch z véty 2 — oznaéme je Cy, C;, C; —
poZadavky kladené za zékladni kfivku C v tivodu v [1], m&Zeme kteroukoliv z nich
vziti za zakladni kiivku C a uvddomime-li si jeit8, Ze podle (1,2) z [1] pfedpoklad
z v8ty 2 znamend ow(a, y)/dy = 0 pro viecka o € €0, a), plyne snadno z véty 1, Ze
M = fc,nds;, O = [¢,Lds,, V= [c,Fdss; ds; znamenid oviem diferencial
oblouku kfivky C; (i = 1, 2, 3).

1. Dikaz véty 1. Zvolme v roving v(d) soustavu pravouhlych soufadnic x, y tak,
Ze osa x je v hlavni norméle a osa y v binormale kfivky C a orientujme je souhlasné
s vektory n(«) a b(«). Pro soufadnice x;, y; bodu T{a) (i = 1, 2, 3) plati:

(1.1) x1=——1—J‘x.—1-.da, y1=—1—- y.l.do,
2nj, r ), r

(1,2) x27= L xdo, Y2 = . ydo,
L X L K

(1,3) %= = | Xdo, ya == | Ydo;
Fla Fla

zde

(1,4) x. = h(a, y)cos y — éﬁ-(g;’l)-siny, y =h(o, y)siny + i}%wcos y
Y

jsou soufadnice bodu k¥ivky x(«), r = h + 62h/dy? jeji polomér kiivosti a do = r dy
diferenciél jejiho oblouku. Déle je X = tx, Y = ty,

2
dg=(a_¥_92’_a_’£al)dydt=th<h +%——f—>d}:dt, kde te{0,1>;
. _

je-li pogatek P(e) bodem oblasti &, jsou X, Y soufadnice bodu z oblasti % a dg plodny
element oblasti 4.

PFi vypodtu soufadnic x;, y; (i = 1, 2, 3) budeme u¥ivat elementarnich parcialnich
integraci a okolnosti, e funkce h(c, 7) je periodickd v argumentu y s periodou 2.
Z (1,1) tak plyne

1 2x B gﬁ . _ _]; 2n
(1,5) X, = — hcosy sin y | dy hcosydy,
2 ), oy

TJo
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a déle z (1,2) dostaneme

2n 2
x2=—1- h+?——’z hcosy—@-siny dy =
LJo ay? ay
2n 2
=l h hcosy—%siny —@ @cosy—hsiny +-1— 6_@ cosyydy,
L]J, dy oy \dy 2 \dy

takZe

2n 2
(1,6) X = L om2 — (28 } cosydy.
oL ), 3y

Podobné z (1,3) plyne

2n 2
x3=—1~ h h+a—ﬁ hcosy—?ﬁsiny dy =
3F J, dy? dy
1 2

T 2 3 2
= — h? h+a—ﬁ cosy+1h2 2;—l+(—3—h siny + h+a—h cosy |Sdy.
3F J, dy* 2 oy oy oy?

Aviak
2n 2z 2 2
f hzéﬁsinydy =f I:Zh(ﬂl-) + hzé—g:lcosvd?,
o Oy 0 oy oy

27 3 2% A2
J\ hZQSIH'}’d')’=—f a—?(Zh%siny+hZCOS}’)d?=
o o Oy dy

2n 2 2
=_——J {— <6_h> <gisiny + hcosy) + hzigcosy} dy =
0 9y ) \oy %
2n 2 a2 2 2
= 3 éﬁ)a_ﬁ_*.h ?Lh _hzﬂ}cosydy.
0 ay) oy* dy oy* :
Tedy Ghrnem . :
2n 2 2
(1,7) X3 = 1 h + oh h? + oh cosydy.
2F 0 a'))z 3?

Za ptedpokladu z véty 1 je x, = O resp. x, = 0 resp. x; = 0 pro vSecka d €0, a)
az(1,5)—(1,7) a (*) plynou ihned vzorce uvedené ve v&ts 1.

2. Diikaz vty 2. Zcela podobné jako v odst. 1 se zjisti, Ze

2n

(21 y1=lj hsinydy,

n)o .

1 2n ah2
2,2 = 2h* — (=) Lsinydy,
@2 Y’ o{ (ay)} ’

1% 0%h on\?) .
2,3 = — h+—\){n2+ (=) Lsinydy.
@3) ¥ T oF o( avZ){ (av)}
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Pfimka p,(«) prochazejici bodem T(«) rovnob&#ng s povrchovymi pfimkami vilco=
vé plochy A(«) ma parametricky popis .
x = r(e) + At(e) + x{) () + y{o) b(x), 4e(—00, )
a pri ménicim se a € €0, a) vytvafi rozvinutelnou plochu tehdy a jen tehdy, kdyZ

(2.4) ko, + 0
da

(i=1,23;r,t,nbak = k(x) je definovano v uvodu v [1]).
Pfi daldich vypo&tech budeme zase uZivat parcidlnich integraci spolu s periodi-

citou funkce h(a, y) a definice funkce w(x, y) z (4) v ivodu v [1], na coZ nebudeme
v jednotlivych pfipadech upozoriiovat.

Podle (1,5) a (2,1) je

2n . 2=
. m kx1+dﬂ = —k@siny-i-a—hsin'y dy=—| wecosysinydy,
d 0 da

o 0 7 0
takZe pro i = 1 plati (2,4) tehdy a jen tehdy, kdyZ
. 2=
(2,5) ' j it sin?ydy =0.
o Oy

Z (1,6) a (2,2) plyne vzhledem k L = (3" h dy:

27 2
L(kx2+dﬂ>=—kj‘ (2h§_13_6_h6_l£ sin ydy +
do o oy Oy oy*

2n 2 2=
+J (h?ﬁ—‘—aﬁah sinydy — y, %dy=
0 60( 6‘y3y6a 0 6ot

2n 2n
=j (-— 2hwcos'v+‘z}£&v—w—s—y>sinydy+y2f (wcosy + kg’—l>dy=
~ Jo oy oy 0 ay

2n

2% b
=j (— 2hwcos y + @lcosy—-—a!—lwsiny)sinydy +y2f wcos pdy =
o ' dy oy oy 0

= . oh'dw .
= — 2hwcosysiny + — —cosysiny +
o dy oy

Fii . 2z
+h(—wsmzy+2wcosysiny>}dy—yzj -?—Ysinydy;
dy . o Oy

uZijeme-li je3t¥ (1,4), snadno nahlédneme, %e pro i = 2 plati (2,4) tehdy a jen tehdy,
kdyz

2n a .
(2,6) J (y = »2) - sinydy = 0.
0 oy
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Podle (1,6) a (2,3) je vzhledem k F= 3 J&" {h* — (0h/oy)?} dy:
3 2
kxs +dy3> kj Lok L O\ hz 4 (OBY7] &
do o 12\ 8® 0y
2 2 2n 3 2
h+§~h hg}-l-+ahah sinydy + —1——6—@+ oh h2+% +
oy? dy oy oy o (2\00  3y? 0u oy
2 2 2r 2
h+a——l3 h%+@ah sinydy — y, h—a—ﬁ—@ah dy =
oy? dou 3y Oy Ox o \ Oa 9y dyoa
2r 2 2
=— L h? + oh wcosy+——-—-awcosy +
o (2 ay ay*

2 2n 2
+ h+M hwcosv+6h6wcosy sinydy — y;3 h+M ?—’—ld
672 oy oy 0 do

Oba posledni integraly vyjadfime jesté jinak. Pro druhy dostaneme uZijeme-li v za-
véru (1,4):

2% 2 2r 2
J(h+§__}f)a_hd _f (h+M>( wcosy+ka)dy—-
0 &%) o 0 ay* dy
2m oh ow .
= — hwcosy — — | — —cosy + wsiny |y dy =
0 oy oy

20 ok ow ow = ow
= — hweosy + ——cosy + h(—siny + wecosyp|bdy=| y—dy.
0 - ay Oy dy o Oy

Prvni ze zminénych integrald upravime takto:

21 2 2 :
! h* + 19—}£> (wcosy+———-—awcos? +
o (2 dy oy*

2
+(h + &k hwcosy + % Jr.cony siny dy =
oy? : dy Oy

1T, oh\? oip
= -1h* +|—]) |wcosysiny —
o (2 oy
2 2
- iw—cosy—wsiny h+a— -aﬁsmy+ h? + ok cosy | +
oy oy* ) &y 2 ay h
o’h . oh fow . . .
h+——— hwcosysiny + —(—cosy — wsiny |siny |} dy =
ay? 9y \ oy
2n 2
= 2h% + oh +h§—£ wcosysiny—l h? +. ok\* a—cos pldy =
0 ay dy? 2 oy ay
2n 2 .
=f {[2h2+(@>]wcosysiny—
0 Oy
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oy Loy

2 2 oh o .
_1 h? + oh ?—Ycoszy dy=f {2h2wcosysiny—h——wcosysmy+
2 dy oy 0 dy Oy

2
+ 1 h? ow (cos?y — sin®y) — 4wcosysiny | — ! [hz + (?-;1) ] ow cos? y} dy =
oy 2 oy

2 oy

2n oh 2 2n
N hsiny + — cosy @dy=-1 yz?—‘ldy;
2 dy

- ?].’I:g}_’ wcos y siny + h%‘-‘—’cosysiny + hw(coszy—»sinzy)] -
Y

0 oy " 2J)o oy

v zavéru jsme zase uZili (1,4). Spojenim viech vysledki dostaneme, Ze pfi i = 3 plati
(2,4) tehdy a jen tehdy, kdyZ

2n 1 0 '
2.7) J (— y: — yy3> Tdy=0.
9

o \2

* Predpoklad z vty 2 znamené ow/dy = 0 (viz zavér tvodu), takZe z relaci (2,5) az
(2,7), které jsou ekvivalentni s (2,4), plyne ihned spravnost véty 2.
Literatura

[11 Z. Nddenik: Uber das Volumen des Korpers, dessen Randfliche die Enveloppe einer einpara-
metrigen Familie von konvexen Zylinderfiachen ist. Cas. pro pést. mat. 88 (1963), 200—208.

Pe3somMme
OBOBIIEHME TEOPEM I'VJIBJIUHA

3BBIHEK HAJIEHUK (Zbynék Nidenik), ITpara

s 3aMKHYTHIX OTEOCAFOIIAX OXHONAPAMETPHYECKOM CHCTEMEl BBUIYKIIBIX IH-
JIMHOPAYECKUX IOBEPXHOCTEH, M3ydaeMbIx B pabote [1], mokasansl HekoTOphie (op-
MYJIBL, KOTODBIE COIEPXKAT B Ka4eCTBE OYCHb CIECIHUAILHOIO CIydYas XOpOmIO H3BECT-
HBIE TeopeMs! [ 'yibamHa.

Zusammenfassung

DIE VERALLGEMEINERUNG DER GULDINSCHEN REGELN

ZBYNEK NADENIK, Praha

Man beweist fiir die in der Arbeit [1] untersuchte geschlossene Enveloppe einer
einparametrigen Familie von konvexen Zylinderflichen einige Formeln, welche die
wohlbekannten Guldinschen Regeln als einen sehr speziellen Fall enthalten.
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