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Casopis pro péstovani matematiky, ro€. 87 (1962), Praha

O ROZKLADU PRIROZENYCH CISEL
NA TRI PRIROZENE SCITANCE

VAcLAV VoDICKA, Plzeii
(Doslo dne 26. ledna 1961)

Clének odpovid4 elementdrnim zpiisobem na otazku, kolik je celkem moz-
nosti napsat dané pfirozené &islo jako soudet tfi celych kladnych s¢itanci.

1. Uvod. Napied zavedeme n&kolik pomocnych pojmi a oznadeni:

Definice 1.1. Jsou-li m < n dvé& pfirozena &isla, ozna&ime symbolem V(n, m) pocet
YeSeni vy, v,, ..., v,, rOvnice

(1.1) VitV etV =n
pfirozenymi &isly v; < v, < ... < v,, a znakem ¥(n, m, k) po&et t&ch feSeni, pfi nich?
je vy =k
Definice 1.2. Symbol E(x) bude znamenat celistvou &ast daného realného &isla «,
znak N(a) pak celé &islo uréené vztahy
N(x) = E(«), kdy? 2o < E(x) + E(x + 1),
N(e) = E(x + 1), kdyZ 20> E(x) + E(x + 1).
N(«) je ziejmg celé &slo nejbliZii k .
Podle definice &isel ¥(n, m) a V(n, m, k) plati o&ividn&
(1.2) V(in,1) =1, nx1,
(1,3) V(in,1,k)=0pro k+n, V(n,1,n)=1.

Nyni dokéZeme pro libovolné pfirozené n vztah

(1,4) V(n,2) = N (" ; 1),

kterého pouZijeme pii dalSich uvahach.

Mezi viemi n — 1rozklady vy + (n — v,) = n,v; = 1,2,...,n — 1 &sla n ve dva
pfirozené scitance v; a n — v; pfichazeji pfi stanoveni &isla V(n, 2) podle definice 1.1
v vahu jen ty, kde plati v; < n — vy, tj. 2v; < n. Pfisudychn = 2s(s = 1,2, 3, ...)
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piijdou tedy v tivahu jen ty rozklady, kdeje 1 < v, < s — 1, pfilichychn = 2s + 1
(s = 1,2,3,...) jenom ty rozklady, pro které 1 < v; < s. Celkem tedy mame
(1,5) V(2s,2)=s—-1, V2s+1,2)=s, s=1,23,...,
coZ viak je podle vyse uvedené definice &isla N (a) prave skuteénost vyjadfena vzorcem
(1,4).

Ke konci je3t& poznamenejme, Ze o &slech V(n, 2, k) plati
(1.6)

n—1 n—1

V(n,2,k)=1 pro 1<k<N ) V(n,2,k)=0 pro k>N 5 )

2. Pfipad m = 3. Nyni pfistoupime k vlastnimu pfedmétu ¢lanku, jimZ je urceni
celkového po&tu ¥(n, 3) feSeni diofantické rovnice
21) Vi+ v, +v;=n
pfirozenymi &isly v; < v, < vs.
Predevsim mime
(22 V(n,3) =0, 1<n<5,
a proto staci uvaZovat jen o &islech » tvaru '
(2,3) n=3q,3g+1,3¢g+2, g=23,4,...

~ Konetné vzorce pro vypodet hledaného &isla ¥(n, 3) budou disledkem n&kolika
pomocnych poznatkd. Pfedeviim je to skuteSnost, Ze je nejvétsi hodnota v(n, 3)
prvniho sé&itance v, z rozkladu (2,1) urdena ptedpisem

(2,9 v(3¢,3)=v(3¢ +1,3) =v(3¢ +2,3)=q—1, g=223,4,..
Spravnost tohoto tvrzeni plyne z existence rozkladd
3g=(—-1)+qg+(g+1), 3g+1=(q—-1)+q+(q+2),
3g+2=(@g-1)+qg+(qg+3)
a z okolnosti, ZeuZje g + (g + 1) + (¢ + 2) =3¢ + 3 > 3g + 2.
Druhé pfipravna skutenost je vyjadfena vzorcem

(2,5) N (.’1;_;1_:’_1) > vy,

ktery plati pro viechny hodnoty v, z rozkladu (2, 1).
Podle definice 1.2 totiZ je zcela obecn& N(«) = E(x) > « — 1 a podle predeslého
pomocného poznatku méme v; < ¥(n, 3) < 3(n — 3). Dostdvame tudiz

n—v, —1 1
N—2 )=y, >-(n=3v,—3)=0
(=) - > 50 -m -9z

a.odtud je vid&t spravnost vzorce (2,5).

306



Poslednim pfipravnym poznatkem je okolnost, Ze plati pro viechna k = 1,2, 3,...,
¥(n, 3) formule

26) V(n,3,K) = N ("—‘§LE> — k.

K diikazu si uvédomme, Ze jde o pocet rozkladl tvaru k + v, + v = n,.tj. v, +
+v3=n—k, v, 2 k + 1. Podle vzorce (1,1), definice 1.1, formule (2,5) a podle
(1,6) &ini zminény podet V(n, 3, k) vskutku

k n—k—1\ .
V(n,3, k) =V(n - k,2) — Y V(n — k,2,6) = N — )"
k=1
k — —
~-Y1=N (Y__k___l> — k.
k=1 2
Nyni uZ je docela snadné vypotitat hledany podet V(n, 3). Je totiZ zfejm&
v(n,3

V(n,3) =Y, )V(n, 3,vy)

vi=1

a tudiZ podle (2,6)

v(n,3) _ _ v(n,3) _ B
V(in,3)=Y |N n—v,—1 —vy == 1 + ¥(n, 3) +. SN n—v —1 .
=t 2 2 vi=1 2

Tim jsme dospéli k vysledku obecné platnosti. Je vyjadfen vétou:

Véta 2.1. Rovnice (2,1) md pro kazdé pFirozeﬁé n dohromady

@) Vi 3) = — (1 + v(n, 3)> +V("Z’3)N (n — vy = 1)

2 vi=1 2

FeSeni pFirozenymi ¢isly v; < v, < v5. Cisla (n, 3) a N(«) se pfitom urdi podle pted-
pisu (2,4) a podle definice 1.2.

Abychom ziskali vzorce k pfimému pouZiti, probereme podle obecného vysledku
(2,7) vySe zmin&né piipady (2,3). Jetun=3g +r, g =2,3,4,..., r=0,1,2,...
a proto mame piedné

®) Wn ) =g -1, (1+"("’3>)=§q(q—1)-

2

Pro soudet S(n, 3) ze vzorce (2,7) viak vyjdou rizné vyrazy podle povahy &isla n.
Podle (1,4) a (1,5) totiZ je

(2,8) N<252"1>=s—1, Nis)=s, s=1,2,3,...
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a proto vychdzi proq = 2s,s = 1,2, 3,.

S(65,3) = 3 N<———2-———> 2 N (ES__:_ZL_Z> +

vi=1 2
6s kK—1 =) 5
+ZN————?———— =3s—1+22(3s—x-—1)=5s —4s+ 1,

k=1

x=0

S(6s + 1, 3) sziN<63_v1)~Z(3s—x-—-1)+2(3s——zc)—5s - 3s,

S(6s + 2, 3) zsiN(——l—-t—-l-) s-:(s—x)+2(3s—rc)-—5s — 2s

vyi=1 2 K=

aprog=2s+1,5s=1,2,3,...

2s - s—1
S(6s+3,3)=ZN(§E—Y2—1—j—-—3> Z(3s—rc)+2(3s—x+1)=5s +s,
vi=1

x=0

S(6s + 4,3) = (?f___;_ﬁ_) T (Bs—k4+ 1)+ Y (G —x+ 1) =
V= 1 k=1

= 5s% + 2s,
_ s—1 s
S(6s + 5,3) = ):N<6s—.;1_i_4>=}j(3s—x+1)+Z(3s-x+2) =
vi=1 x=0 x=1
N = 55> + 3s.

Dosadime-li tyto vysledky a hodnotu (o) do nasi obecné formule (2,7), dospivame
k vété: .
Véta 2.2. Pro kazdé s = 0,1, 2,3, ... plati

(29) V(6s,3) =3 —3s+1, V(6s+3,3)=3s2,
V(6s + 1,3) = s(3s —2),  V(6s+4,3) = s(3s + 1),
V(6s + 2,3) = s(3s — 1), V(6s + 5,3) = s(3s + 2).

Ze jsou vzorce (2,9) spravné i pro piipad s = 0, ktery stél pfi jejich odvozeni mimo
na3e Gvahy, je vidét z okolnosti (2,2).

Vysledné vzorce (2,9) je oviem moZno vyjadfit také jedinou formuli, jak ukazuje
tato véta:

Véta 2.3. Jde-li o pFirozené ¢&islo n s vlastnosti

(2,10.1) n=r (mod 6) , r1=20,1,2,3,4,5,
plati

1 r—1
(2,10.2) V(n,3)=—1-5(n—r)(n+r—6)—< s )

Priklad 2.1. Podle véty 2.2 dostaneme snadno
V(n,3) = 0,1<n<5, V(63)=V7173)=1, V{83 =2,
V(9,3) = 3, ¥(10,3)= 4, V(11,3)= 5, V(12,3)= 7,
V(13,3) = 8, V(14,3) =10, V(15 3y =12, V(16,3) =14
V(17,3) =16, V(18,3) =19, ¥(19,3) =21, V¥(20,3) =24.
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Ctenéf si miie napsat viech ¥/(20, 3) = 24 rozkladi &sla 20 na tfi pfirozené scitance
a ovéfit si na nich spravnost vy3e uvedeného vzorce (2,6).

Ke konci se je$té€ zminime o jednom tvaru naSeho feSeni. Vyjdeme z véty 2.3. Podle
(2,10.1) je '

o= n-()-r(3). fomn-o(5) o)

a vzorec (2,10.2) tim nabude tvaru

e-a(5)-+(5) #(59-4()-(5)

ProtoZe vsak platipror =0,1,2,3,4,5

() (@) (7))

dospivame k jednoduché véte:

~ Véta 2.4. Pro kaZdé pFirozené Cislo n je
(2.11) V(n,3) = N (%) - E("=2 |
’ ’ 12 2 )
Pfiklad 2.2. Podle vzorce (2,11) méame
¥(100, 3) = N<25—3°9> - E(%g-) =833 — 49 = 784,

takZe je moZno rozloZit &islo 100 celkem 784 zpisoby na soudlet tfi pfirozenych
séitanci.
3. Zavéreéné pornamky. Pideme-li formuli (2,11) ve tvaru

V(n,3) + E(" ; 1) =N<;’—;)

a uvazime-li, Ze je E ((n — 1)/2) podet feSeni rovnice 2v + ¢ = n p¥irozenymi &sly
v, 0, dojdeme k Hardyovu poznatku, Ze ma problém
(3’1) VitV t+v3=mn, v SV, =3
celkem N (n?/12) YeSeni p¥irozenymi &isly vy, v,, Vs.

Bylo by ovSem také moZno povaZovat tento Hardylv vysledek za znamy a s jeho
pomoci pak pfimo napsat vzorec (2,11). Zmin&ny Hardytv poznatek vSak neni vie-

Ywr

obecné znamy a jeho odvozeni neni o nic jednodus$i neZ nase pfima cesta k vété 2.4.

wiwr

Zpisob, jehoZ jsme vySe uZili, se zda vyhodné&jsi, jeZto nepfedpoklada Zadnych pied-
béZnych znalosti a fedi nejen plivodni tlohu, nybrZ vede zdroven zcela snadno i k uve-

wr _ wvr

dené Hardyoveé skuteénosti. Hlavni pfednosti na$i pfimé cesty je vSak jeji pouZitelnost

zené sEitance), jak je§t& ukaZeme pozdgji.
V dal$im ¢lanku uvedeme vySe pouZité ivahy v souvislost s n8kterymi skutenostmi,
o nichZ byla fe€ v d¥iv&jsi autorové praci [1].
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? Pe3rome

O PA3JIOXKEHHUH ITOJIOXKUTEJBHOI'O LHEJIOT'O YHUCIIA
HA CYMMY TPEX ITOJIOXKUTEJIBHBIX IEJIBIX YHUCEJI

BAIIJIAB BOOUYKA (Véclav Vodicka), ITn3ess

ITpennaraeTcs smeMeHTAPHBIN METOL, I HAXOXKAEHHS YHCIIA PEIeHHH mpo6IeMbl
Vi + Vv, + V3 =n, vy <V, <v; (n 21 — IpOU3BONBLHOE IENOE YHCIO) B IOJIO-
KETENIbHBIX HEJBIX 9HCIAX Vy, V,, V3. Pe3yJIbTaT IpeacTaBieH CHavaja B OOmEM
Baze (2, 7), OTKyna MoydaroTcs MOCIeRoBaTebHO popmysl (2, 9), (2, 10.2), npa-
rofHble IS YHCIEHHBIX PAaCYeTOB.

Pemenwe 0co60 31eraHTHOrO BHOA HaeTcs HopMysIoi (2 11) W3 Bee 049eHB JIETKO
NoXyIuTh 00Iee 9HCIO peleHnui npoﬁneMLI :

v1+v2+v3—n, ViS v, S vs

B IOJIOXHTEJBLHBIX HEJBIX YHCIIAX Vq, Vj, V3.

Résumé

SUR LA DECOMPOSITION D’UN NOMBRE NATUREL
EN SOMME DE TROIS NOMBRES NATURELS

VAcLAV VODICKA, Plzeii

On donne une méthode élémentaire pour trouver le nombre de solutions du
probléme

Vi +Vv,+v3=n, vy <v, <v; (n=1estun nombre entier quelconque)

en nombres entiers positifs vy, v,, v5. Le résultat se présente tout d’abord sous la
forme générale (2,7), d’olt 'on parvient successivement aux formules (2,9), (2,10.2)
qui conviennent pour les calcules numériques.
Une solution particuliérement élégante est donnée par la formule (2,11). D’ici, il
est trés facile de trouver le nombre total de solutions du probléme
Vi+Vva+v3=n, v;Sv, SV,

en nombres entiers positifs vy, v;, v;.
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