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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 87 (1962), Praha -

O JISTE ULOZE Z VARIACNIHO POCTU

BorusLAv MISEx, Stochov-Honice
(Doslo dne 27. &ervna 1961)

V &lanku se fesi Gloha o minimu jistého kvadratického funkciondlu na
tfidé funkci, jejichZ derivace ma konelny polet bodl nespojitosti prvého
druhu, resp. je spojitd skoro v§ude v uvaZovaném intervalu, s jistymi vedlej-
$imi podminkami.

Re¥ena tloha je zobeca&nim tlohy &. 1, kterou predloZil ANTON KOTZIG v tomto
Casopise ro¢. 86 (1961) na str. 111. Nejprve dokaZeme dvé pomocné vEty:
Necht x5 < x; < ... < x, jsou realna Cisla. PoloZme
oD == 2w, B =—1, GV =0, o =x, P =x, 1P =1
(r=0,1,...,n).

Pro i,j = 1, 2 definujme determinant

R
ii 1
Dg'])(xO, xl) = —j(xi - x(s))’ ‘;—(xi - xg) » X1~ Xo
oc({) N ﬁgj) ’ 'ygj)

Je-li jiz definovén determinant DD _1)(%0s Xy «evs X,_1), definujme pro i,j = 1,2
determinant D§(x,, X, ..., X,) takto:

0 , 0 s 0
e Cpn b
D(Bl(n)— 1)(xo, veey X 1) 0 N 0 s 0
0 s 0 s 0
o, o, 0
— (2 PR . _m(2)
n—1 n=1 Yn—1
1 1 1 1
0,..,0, —a , —pm, , —pd o, D,y
1.3 3 17,2 2y . ’
0,...,0, 0 , 0 , 0 ,3(x—x2,), 35(2—x2y) Xp— %y
0,..,0, 0 , 0 , 0 , o, B,

1. pomocnfl véta. Nechf xy < Xy < ... < X, jsou redInd &isla. Pak plati: Je-lij + n
sudé, je D§P(xq, ..., X,) > 0, je-li j + n liché, je D{P(xo, -2 %,) < 0 (G,j=1,2;
n=12, ) » :
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Dikaz. V&ta plati pro n = 1; i,j = 1, 2, nebot

—"2xo ’ ""1 ) 0
D§ V(xo, x,) = | 4x3 — x3), 3(x3 — x3), x; — %o | = 2(x; — x0)* >0,
—le Y '_1 ) 0
x(2) ) Xo N 1
Dgzz)(xo, xl) = ‘;-(xi - x(s)) ’ %(xi -_— x?,) N xl -_— xO = — %(xl -— x°)4 < 0,
x% ’ Xy s 1
2%, , =1 , 0
D§ P (xg, X4) = | 3(x3 — x3), 3(x3 — x2), x4 — xo| =— X(x; — xo)> <O,
x% > X1 ) 1

Dgzn(xo, Xy) = D(slz)(xu xo) = %(xx — %o)° > 0.

Predpokladejme, Ze véta plati pro n — 1; i,j = 1, 2. Determinant D{P(x,, ..., x,)
rozvedeme pouZitim Laplaceovy véty podle poslednich tii sloupcii. Zfejmé plati
(piSeme-li pro strunost D§”, DSP_,), DS misto D§V(x,_,, x,), DSP-1y(%o, ...
Xp—1)y DED(x05 +-vs X)):
0 DY = DYV DGR, — DEY . DY,

DE = DYP . DR, — DGV DL,
Je-li n sudé, je n — 1 liché, tedy je podle predpokladu Dgi(_f,_)_l, >0, D{Z 4, <0,
a véta plati. Je-li n liché, véta plati opét, nebot nynf viechna D§D_ 4, v (1) vpravo zmeni
znament, tedy je zméni i D$P.

2. pomocn4 véta. Budif k pFirozené &islo, Xx—1, Xxs Yi—1> Vio Cx Tedind éisla. Necht
Xi—1 < X BudiZ C mnoZina viech funkci tvaru y = f(x), definovanych a spojitych
v intervalu {xx_1, Xy, jeZ maji spojitou proni derivaci v tomto intervalu a pro né?
plati y,_y = f(xx-1)s ¥x = f(x,). Budi# ddle ® = C tak, Ze pro f € ® plati

) J' £ dx = o,

Definujme na mnoZiné C funkciondl My(f) = [3_ [f'(x)]* dx. Pak existuje funk-

Xic=-1

ce g € ® tak, Ze pro libovolnou funkci fe @, f + g, plati

(3 M(g) < My(f ) .

Pritom g(x) = Ix* + ax + b, kde konstanty 1, a, b jsou uréeny jednoznaéné sou-
stavou t¥i linedrnich rovnic

©) ' %(x: - X?-l) I+ %(xﬁ - X-1) @ + (q - X-1) b = ¢,
le_l + axk_.l + b = yk—l s lx: + axk + b = yk'

Ditkaz. Existuje-li funkce y = g(x) € & realizujici minimum funkcionalu M, na
mnoZing @, pak realizuje g(x) minimum téhoZ funkcionalu na mno%ing C za podmin-
ky (2). Tedy, jeZto y = g(x) neni extremélou integralu (2) pro f e C, existuje podle
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Eulerovy véty konstanta 4] tak, Ze y = g(x) realizuje minimum funkcionalu

Xk
J(y) =J F(x, y, ") dx,
Xg—1

kde F(x, y, ") = y'* + 4ly, na mnoZin& C za podminky (2). (Viz nap¥. [2], str. 116.)

UkéZeme nejprve, Ze funkce g(x), definovana ve v&ts, spliiuje vechny postadujici
podminky silného (relativniho) minima funkcionalu J,:

1. g(x) je integralem Eulerovy diferencidlni rovnice F, — d/dx F,. = 0,

2. podél g(x) je splnéna podminka Legendreova F,.,, =2 > 0,

3. podél g(x) je spln&na podminka Jacobiova, tj. g(x) neobsahuje body konjugo-
vané se svym po&atednim bodem (x;—1, Yi—), &ili Zadny kofen rovnice

0=

gl(xk—l) s ga(xk—l) s gb(xk—l) xl%—l > Xg—1 > 1
= g(x) ., gx) , g@x) = . x>, L | =
I:k—-x gldx’f:k—x gﬂdx’ I;k—lgb dx §(x3 - x:-—l)’ i(xz - xl%—l): X — Xg—1q
=1(x - Xe-1)*

neleZi v intervalu (x;—q, %>,

4. g(x) spliiuje podminku Weierstrassovu, tj. existuje okoli g(x) tak, Ze v kaZdém
jeho bodé (x, y), v némZ ma pole extremal smér p(x, y), je pro libovolné hodnoty
P + p Weierstrassova funkce
~ E(x,y,p,b;1) = F(x,y,p) — F(x, »»p) = (p — p) F,(x, y, p) = (P — p)* > 0.

(Viz napt. [1], str. 518, 519, 533.)

Je#to podminka 4 je spln&na pro libovolny bod (x, y), tj. pole extremél obklopujicich
g(x) pokryva celou rovinu, realizuje g(x) absolutni minimum funkcionalu J, na mno-
%in& C za podminky (2) a tedy i funkcionalu M, na mnoZin& ¢. Ponévad? kone&n¥
determinant soustavy (4), které musi g(x) vyhovovat na ziklad® podminek (2),
9(xk=1) = Ve-1> 9(%%) = Vi J€Hxr — = 1)* * 0, je g(x) uréena jednozna&ng a pro
kaZdou funkci f € &, f # g, musi platit (3).

Véta 1. Necht xo, X3, ¢, (k = 1, 2, ..., n) jsou redlnd &isla. BudiZ xo < X, < ... <
< x,. Ozna¢me C™ mnofinu viech funkei tvaru y = f(x), definovanych a spojitych
v intervalu {x,, X,), jeZ maji spojitou proni derivaci ve v§ech bodech tohoto intervalu
a¥ na m bodi nespojitosti prvého druhu (m =0, 1,2, ...). Budi? ddle ™ < C™
tak, %e pro f € ®™ plati

Xk
%) fx)dx =¢ (k=1,2,...,n).

Pro fe C™ definujme funkciondl ‘
M(f) =k§n1Mk(f) =k§1 J'xk [ff(x)]z dx = J‘xn[f,(x)]Z dx .

(Vsechny integrdly jsou Riemannovy.)
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Pak existuje funkce ¢ € $© tak, Ze pro libovolnou funkci fe ®™ (m = 0,1,

2,..), f *+ o, plati _
(6) M(p) < M(f).
Funkce ¢(x) je definovdna takto: V intervalu {x,., %> je ¢(x) = 4x* + ox + By
(k =12, ..., n), kde 3n konstant A, 0, Px je uréeno systémem 3n linedrnich rovnic:
(7) 302 =X A+ 302 =% D+ (e —x-)fe=c (k=1,2,...,n),
(8) ()»k - 'lk+l)xl% + (“k - ak+l)xk + B — Biy1 =0 (k =12,..,n— 1)’
9) 20 — Ay )X+ o4 — 1 =0 (k=1,2,...,n—1),

204%xy +a;, =0, 24x, +a,=0.

Dikaz. Budiz C =« YC™, resp. & = UP™ mnoZina funkci, jejich? prvni deri-
vace je spojitd ve viech otevienych intervalech (x,_y, x;) (k = 1,2, ..., n). Zvolme
pevné libovolnou soustavu realnych éisel yo, ¥1, --., y»- Podle pomocné véty 2 existuje
pro ka7dé k = 1,2,...,n v intervalu {(X,_, %> funkce g,(x) tak, Ze gux;—q) =
= Yi-1> (%) = Vi [3_, gi(x) dx = ¢, 2 Ze pro libovolnou funkci f € &, pro niZ
(10) ‘ f(xo)=)’o, f(xl)':yl’ LER) f(xn)=yn

a zarovefi f(x) =+ g,(x) v intervalu {x;_,, %>, plati

Myg) < M(f) (k=1,2,..,n).
Sestrojime-li funkci g(x) tak, e v intervalu {x;_;, x> poloZime g(x) = g,(x) (k =
=1,2,..,,n), je g(x) € D a plati, jestliZe alespoti v jednom z intervald {x;_;, X;> je

o) + 1) n
1y M(e) = 3 Mian) < 3 M(0) = M) -
Definujeme-li na mnoZin& C™ funkcional

n n Xk
JIN=Yn0=Y% F®(x, y,y)dx,
k=1 k=1 g,
kde F®(x, y, y') = y'* + L4y, A je isoperimetrick4 konstanta a integral vpravo je
Riemanniiv, Ize (11) pfepsat ve tvaru

@®) Xa) = ¥ o) < LI = ).,

pfi &emZ nyni misto f € @, g € & polozime f € C, g € C za podminek (5).

Oznaéme D mnoZinu viech funkci y = g(x) definovanych shora udanym zpisobem
ke v§em moZnym soustavam reélnych &isel yo, y;, --., ¥,. Na mnoZin& D je funkcional
J spojitou a jednozna€nou funkci (n + 1) nezavisle prom&nnych yo, Yy, --e) Vu-
Pfedpokladejme, Ze existuje funkce ¢ € D tak, Ze pro libovolnou funkci g e D,
g =+ o, plati J(¢) < J(g). Pak musi platit pro funkci y = ¢(x) (oznatime-li znakem
dw variaci funkce ) pfi pfechodu od ni k funkci ji nekone&ng blizké g(x) = ¢(x) +
+ 8y(x)
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(1) 0==3on=Y {[p;fs) 850 = [ 69)cmniv0 +

k

Xk d
+ f (F,(,") ——F;'f’) 5ydx}.
I dx

PonévadZ funkce g je extremalou v intervalu {x,_, x>, v bodech xq, x5, ..., X, je
SPOjitd a Yo, V1, ---» V» jSOU proménné na sob& nezavislé, tedy Sy(x,), Sy(x;) (k =
=1,2,...,n) jsou libovolné, plyne z (13)

[Fg})]x=xo+0 = [Fg”l)]x=x,.—0 =U, .
[F¥ im0 = [F&E V] crivo (k=1,2,..,n—1),
tedy t&:&’ﬂ
(1) ¢o(x) = () =0, o(xe—0)=(xe+0) (k=1,2..0n—1),
tj. funkce ¢(x) mé spojitou derivaci i v bodech xy, x5, ..., X,—;, takZe ¢ € C®,
¢ € 9. UkéZeme, Ze ¢(x) vskutku existuje, a to jednoznatn&. Z podminky ¢ € D
plyne, Ze ¢ je extremalou v kaZdém intervalu {x;_,, x;» za vedlejsich podminek (5),
tj. Ze m4 v tomto intervalu tvar ¢(x) = 4,x* + ox + B, a Ze jeji koeficienty Ay, o, B
musi vyhovovat rovnostem (7) a (8). Z podminek (14) plynou vztahy (9). Z pomocné
véty 1 vyplyvé, Ze determinant systému linearnich rovnic (7), (8), (9), ktery je roven
D§(xo, X4, ---, X,), je nenulovy. Z pomocné véty 2 plyne kone&ng, Ze ¢(x) udili
funkcionélu J absolutni minimum, a to mezi vSemi funkcemi mnoZiny D, tj. vzhledem
k (12) i mezi viemi funkcemi mnoZiny C za podminek (5), &ili ¢(x) udili absolutni
minimum funkcionalu M mezi v§emi funkcemi mnoZiny &.
Predpokladejme nyni, Ze existuje funkce Y(x) € ®™ =~ & tak, Ze plati

M(Y) £ M(@).
Pak pfedeviim m + @, tj. existuje k tak, Ze v intervalu (x;_,, x;) leZi r bodd nespoji-
tosti prvého druhu funkce ¥'(x), jeZ ozna&ime &, &,, ..., £,. PoloZme x,_; = &, <

< él <...< Er < cr+1 = xk: délC '/’(fo) = y(O)’ W(fl) = y(l), ceey l//(ér.}-l) = y(r+1)’
koneéné

“ Y(x)dx =@ (j=1,2,..,r+1).

&j-1
Aplikujeme-li nyni celou hofej§i tivahu na interval {x;_,, x> misto {x,, X,>, s body
&0y E1y ooy &,y mMiSto Xg, Xy, ..., X, @ s hodnotami y©@, y™, .., y** 1, resp. @,
¢, .., ¢ misto hodnot Yo, Yy, -+, Y T€SP. Co, €y, -+, €, — S tim rozdilem pouze,
Ze podrzime hodnoty y(?, y"*1 pevng (coZ bude znamenat, Ze uZijeme nyni determi-
nantu D2 mistoD$," z pom. véty 1) — pak dostaneme, Ze funkce realizujici absolutni
minimum funkcionalu M, mezi viemi funkcemi f e C™, jejichZ prvni derivace je
spojité ve viech intervalech (&;-4,&;) (j = 1,2, ...,r + 1) a pro n& plati f(§,) =
= y(O)s f(él) = y(l)’ eees f(§r+ 1) = y(r+1)a dale

& .
f f(x)dx:c(-’) (j=1,2,...,r+1),
3

Jj=1
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ma4 spojitou derivaci v bodech &4, &,, ..., &,. Sestrojime-li tuto funkci v kaZdém inter-
valu <x,_y, x> (kK =1,2,...,n) a ozna¥ime-li funkei vyslednou x(x), je x(x) € &.
Avsak pak plati M(p) < M(x) < M(¥), coZ je spor. Tim je diikkaz ukon&en.

Véta 2. Necht x4, X, ¢, (k = 1, 2, ..., n) jsou redlnd ¢isla. Budif xo < x4 < ... <
< X,. Oznaéme C mnoZ¥inu viech funkci tvaru y = f(x), definovanych a spojitych
v intervalu {x, X,», jejichZ prvd derivace je spojitd skoro viude v tomto intervalu.
Budi¥ ddle & < C tak, Ze pro fe ® plati [F* f(x)dx =¢, (k=1,2,..;n).

Pro f e C definujme funkciondl
m(g) = [ LG e

(V3echny integrdly jsou Lebesgueovy.)

Pak existuje nekonecné mnoho funkciy = Y(x) € @ tak, Ze pro libovolnou funkci
feC plati

(19) M(f) 2 M($) = 0.
Diikaz. Zvolme libovolné realné &islo y, a stanovme

2¢ : ‘
yk=——-’-‘———yk_1 (k= 1,2,...,").
2 Xk Xk-1 ’
PoloZme
_2ay | 2a, 2a;_4 _a; | a, a;_,
M—T+—3-2—+...+3J__I, ﬂ—-—2-+2—2+...+2j_1,
, 1\, 2
Lo = (%1 + oc+3 (xk—xk_l) Xp—1 + a+3 (e = xk-1) )
kde a; =0 nebo 1; i=1,2,. —1; j=1,2,... Definujme w(x)—yk L+

+ (B + 1/2%) (5 — »x- 1) pro XEIk o ¥(Xo0) = Yo, (xk) =n(k=12..,n)ve
viech ostatnich bodech intervalu {x;_y, X, budiZ pro y,_y < y;, T€8p. Yoy = Vi
TeSp. Yx—1 > V!
Y(x) = sup  Y(&), resp. Y(x) = yy_,, resp. |ﬁ(xj = inf  yY(&).
Xk-1S§5<x - . Xk~1355<x
$elk,au(XK-1) Jelx,au(xk-1)

Funkce y(x) je definovéna a spojitd v intervalu (xo, x,». Je-li x € I ,, existuje y'(x)
.a je spojitd v tomto intervalu. Tedy oznadime-li u Lebesgueovu miru a poloZime-li
Ny = (Xg-1, %> = UlL,, pak jeZto F(UIk,a) =X — Xg—1, j€ ﬂ(Nk) =0ayeC

Déle ponévadZ pro x €I, , plati Y(x) = y; + yp—1 — Y(x; + Xy — %), je

J ) dx = s+ ) — X)) = (k= 1,2, 1),

Xk -1
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tedy Y € §. Konedn& protoZe pro x € I, , je ¥'(x) = 0, plyne odtud jhned (15), nebot
funkcionil M nemiiZe nabyvat zipornych hodnot. Jezto y, bylo libovolné, lze defi-
novat shora udanym zptisobem nekonedn& mnoho funkei y(x) vyhovujicich podmin-
kam véty.
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Pesrome
Ob OI[HOI?I 3A0JAYE BAPMAITMOHHOI'O UCUUCJIEHA
BOI'YCJIAB MUIIEK (Bohuslav MiSek), Croxos-I"onmiie

IIycts Xo, X ¢ (k = 1,2, ..., n) — NEHCTBHTENBHBIE YHCIA, Xo < X; < ... < X,
O603Ha9uM Jepe3 ¢ MHOXKeCTBO BCeX DyHKmmit BHIa y = f(x), onpeieIeHHBIX ¥ He-
OpepHIBEBIX Ha HHTEpBAJIE (X, X, ), I KOTOPBIX CIPAaBEIIMBO

(a) j‘xk f)dx=¢ (k=1,2,..,n).
Jns f € ¢ onpenesam GyEKIAROBAL
(v) M(f) = f LT dx.

Teopema 1. ITycmoe &, = & — nodMHOMCecmeo écex PyHKyuil, nepeas npou3eoéﬂaﬂ
Xxomopuix HenpepvisHa Ha unmepsane {Xo, X,> 3G UCKAIOYEHUEM M MOYEK PA3PHIEa nep-
6020 pooa (m = 0,1, 2,...). IIycms (a), (b) — unmezpasvr Pumana. Toz0a cywecmsy-
em @gynxyus @ € O, 012 xomopoii m = 0 max, umo Oan moboi Pynkyuu fe D,
(m=0,1,2,...),f + ¢, cnpasedueo M(¢) < M(f). Dyrxyus p(x) = Lx* + ax + B,
Ha unmepgane {Xy_q, Xz, 20€ KOHCMAHMbl Ay, &, B, onpedeneHvl cucmemoii 3n au-
neiinvix ypasrenuii (7), (8), (9).

Oynxmus @(Xx) MpeAcTaBisieT HawboJee INaIKHil XOX Kakoro-To Ipolecca IpH
JI@HHEIX YCIOBHSIX (a).

Teopema 2. ITycmp &, < & — nodmHoHCecmeo écex PyHKyuil, nepsas npoussooHas
KOmopwlx HenpepwleHa noumu 6clody Ha unmepease Xy, X,». IIycmo (a), (b) — un-
mezpaavt Jlebeza. Toz0a cywecmeyem beckoneunoe yucao gynxkyuii € ®, max, umo
V'(x) = 0 noumu ecrody na unmepeane {x,, x,», u 044 ar0boi gynxyuu f € ®, cnpaged-
auso M(f) =2 M(y) =0.

Onmna u3 bysxmmi x,b(x) TIOCTPOEHA ¢ NMpuMeHeHEreM MHOXecTBa KaHTopa.
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Summary
ON A VARIATIONAL PROBLEM
BonusLAv MiSEk, Stochov-Honice

Let xo, %, e (kK = 1,2, ..., n) be real numbers, x, < x; < ... < x,. Let us denote
by & the set of functions of the form y = f(x), which are defined and continuous in
the interval (x(, X,» and satisfy the relations

x

(a) S i dx=c (k=1,2...n).

Xx-1

For f e @, let us define the functional
(v) u(r) = [P,

Theorem 1. Let &, = & be the subset of functions with first derivative continuous
in the interval {(xq, x,y with the exception of m points of simple discontinuity
(m=0,1,2,...). Let (a), (b) be Riemann integrals. Then there exists a function
QE Ql,fo'r which m = 0, such that for any function f e &, (m =012, ...),f * o,
there holds M(p) < M(f); further ¢(x) = Ax* + aqx + B, in the interval
{Xg—1,> Xy, Where the constants A,, oy, Py are determined by the system of 3n linear
equations (7), (8), (9)-

The function ¢(x) determines as smooth as possible a development of a process
under given conditions (a).

Theorem 2. Let , = @ be the subset of functions with first derivative continuous
almost everywhere in (X, x,». Let (a), (b) be Lebesgue integrals. Then there exists
an infinity of functions y € @, such that Y'(x) = 0 almost everywhere in {x,, X,»
and that for any function f € &, there holds M(f) = M(y) = 0.

One such function y/(x) is constructed using Cantor’s discontinuum.
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