
Časopis pro pěstování matematiky

Jaroslav Kurzweil
O spektrálním rozkladu hermitovského operátoru

Časopis pro pěstování matematiky, Vol. 86 (1961), No. 1, 90--92

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117364

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1961

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/117364
http://project.dml.cz


Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

O SPEKTRÁLNÍM ROZKLADU HERMITOVSKÉHO OPERÁTORU 

JAROSLAV KTmzwirx, Praha 
(Došlo dne 24. listopadu 1959) 

J e podán elementární důkaz věty o spektrálním rozkladu heraii-
tovského operátoru. 

Bud H Hilbertův prostor, A hermitovský operátor (tj. omezený, symetricky, 
•definovaný na H). Naším cílem je dokázat, že k reálnému X lze přiřadit pod-
prostor Hx tak, že platí (a) HXx c HXi, jakmile X1 ^ X2} (P) Hx = (0), jakmile 
X < — p | | , Hx = H, jakmile X ^ \\A\\, (y) A = fX áJEx. Při tom Ex je projekční 
operátor na Hx a fX dEx je (riemannovská) limita částečných součtů typu 

Í T ^ - J ^ ) , (X0£r1£Xl£...£Th£Xk9 X0 < - \\A\\, Xk^\\A\\). 
-i—1 

To je tzv. věta o rozkladu hermitovského operátoru. Tato věta a zvláště její 
důsledek, věta o rozkladu samoadjungováného operátoru, má ústřední posta­
vení pro řadu t . zv. vlastních úloh a proto je úěelné nalézti důkaz pokud možno 
elementární. 

Výchozím bodem našeho důkazu je Murrayovo lemma. Tohoto lemmatu 
k důkazu věty o rozkladu po prvé použil W. E. EBEKLEIN [1]; jeho důkaz je 
uveden také v monografii [2]. Eberlein vychází z toho, že (p(A) x, y) při pev­
ných x,y e H je lineární (omezený) funkcionál na množině polynomů p(X), 
a užívá Rieszovy věty o representaci lineárního funkcionálu v C(0, 1) a vět 
z teorie míry. V našem důkazu vyjdeme od bezprostřední definice tzv. spek­
trální funkce. 

' Murrayovo lemma. Je-li p(X) polynom, pak ||2?(-4)|| ^ max |p(A)|. 

Z teorie matic plyne, že lemma platí, má-li H konečnou dimensi. Nechť H 
nemá konečnou dimensi a nechť n je stupeň polynomu p(X). Zvolme ueH; 
nechť 8 znamená podprostor konečné dimense, který obsahuje vektory u, 
Au, ..., Anu, a nechť P je projektor na 8, A' = PAP. Zřejmě 

p(A') u = p(A) u , 11-á'H g P | | , 
||p(-á) u\\ = \\p(Ař) u\\ < max \p(X)\ g max \p(X)\ . 

Lemma je dokázáno. 

^0 



D ů k a z v ě t y o r o z k l a d u . Je-li f(X) spojitá v Ex a pn(X) posloupnost poly­
nomů, které na intervalu <•— ||-4||, ||_4||> stejnoměrně konvergují k f(X), pak 
podle lematu posloupnost pn(A) konverguje a tak můžeme definovat f(A) = 
= \ímpn(A). 

n—>co 

Definice. Nechť Hx (pro X e Et) je množina všech x e H, která mají tu to vlast­
nost: Je-li f(a) spojitá v Ex, f(a) = 0 pro cr <£ X, pak f(A) x = 0. Nyní platí: 

L Hx je lineární pqdprostor, HXt <=z HXi, je-li Xt í£ A2. 

2. Him = H, Hx = (0) pro X < - ||_4||, neboť je-li f(a) = 0 pro a _g X, 
f(a) = 1 pro a ^ - ||_á||, pak f(A) = JS..1) 

3. a. € J5T, /(o-) = 0 pro cr 2__ X => f(A) x e Hx (z definice). 

4. cr € JEřA, f(a) = 1 pro o- ̂  A => /(_á) o; = x, neboť (K' —- /(_á)) x = 0 podle 
definice. 

5. a. _J_ -HA, /(#) = l W° ° -ž A => /(J.) a. = #_ 
(Nechť y € íf, pak {(E ~~'f(A)) x, y) = (x, (E - f(A)) y) = 0 podle 3.) 

6. A2 - Ax, are HXt - ITAi,
2) /(a) = 1 pro Ax ^ a ^ A2 => /(_4) x = x. (Polož­

me /(a) = fx(a) f2(a), kde /2(cr) = 1 pro a <£ A2, /-^cr) = 1 pro a _> Al5 pak 
plyne 6 z 4 a 5.) 

7. A2 > A1? X € <AX, A2>, xeHXt — HK => ||4a? — Aa?|| ^ (A2 — Ax) ||#||. (Zvolme 
e < 0 a spojitou funkci /(#) tak, aby bylo f(a) = 0 pro a _g_ Ax —- e a pro o* 2_r 
ž__ A2 + £, /(cr) = 1 pro Xx ~ <* á_ X2, 0 ^ /(cr) Ě* 1 pro všechna a. Podle 6 je 
/(_á) x = x, tedy (_á + XE) f(A) x = Ax — Xx, podle Murrayova lemmatu je 

||(_á - XE) f(A) x\\ £ max \a - X\ \f(a)\ \\x\\ Š (A, - Ax + 2e) ||o?||) . 

8. EXA = AEX, kde Ex je projektor na JH"A. (Z definice plyne xeHx=> 

=> Axe Hx a odtud a; X ^ A => -4# _L -fî O 

9. Nechť A0 < - ||_á||, A0 < Xx < . . . < A* = ||_á||, r , e <AÍ_1, A,>. P a k 

ll-l - __>.(-?_, - _5;u_i)ll __ max IAa- — 
»_=1 £-=1,2,....^ 

(Pro každé x e H platí 

fe k 

ÁX - 2 ^ ( 2 5 ^ - _-*._,.) * = 2•(-- - *.-®)(-*__ - - V l ) * 
£ = 1 £= :1 

a 9 plyne z 7.) V bodě 9 je dokázána věta o spektrálním rozkladu operátoru A. 

x) E znamená identický operátor. 
2) H;_ — HÁ1 je orthogonální doplněk HXx v H^. 
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Резюме 

О СПЕКТРАЛЬНОМ РАЗЛОЖЕНИИ ЭРМИТОВА ОПЕРАТОРА 

ЯРОСЛАВ КУРЦВЕЙЛЬ, Прага 

Дается элементарное доказательство теоремы о спектральном разложе­
нии эрмитова оператора. Пусть А — эрмитов оператор в пространстве 
Гильберта Н (т. е. ограниченный симметрический оператор, определенный 
на Я). Если 1(а) — непрерывная функция для а е (— оо, со), то на основа­
нии леммы Муррея (см. [1] или [2]) мы определяем /(-4) = Ива рп(А)1 где 

п—>са 

рп(а) — последовательность многочленов, которые равномерно сходятся 
к 1(а) на интервале <—Ц-4Ц, ||-4||>. Пусть Нх — множество таких х с НР 

что 1(А) х = 0, как только /(<т) = 0 для а ^ X. Нх является линейным 
подпространством. Пусть Ех — проектор на Нх. В пунктах 2—9 доказы­
вается, что Ех есть спектральная мера и что А = $Х ЛЕХ. 

К ё в и т ё 

8ТО ЬА МСОМР081Т1СШ 8РЕСТКАЕЕ Б'ТШ ОРЁКАТВТО 
НЕВМШЕЖ 

1АВО8ЬАУ Кхтвгл̂ шь, РгаЬа 

Од сЬппе ипе йёшопвйгайоп ёМтеггЬаке <1и тАёогёте виг 1а ёёеотроеШоа 
врес!га1е й'ип орёгаЪеиг ЬегхдШеп. 8ой А ип орёга1зеиг ЬегтШеп с1агт Геврао© 
Н с1е НПЪегЬ (с'евЪ-а-сиге ип орёгаЪеиг вутёЪпдие Ъотё $ёйщ виг Я). 81 /(<г) 
езхз ипе :Сопсглоп соптлпие роиг ае (—со, оо), а1огз, еп поив арриуапЪ виг 1# 
1етше йе Миггау (УО!Г [1] ои [2]), пош йё&тввопв 1(А) = 11т рп(А), {рЙ(<х)} 

«.—•оо 

ёЫпЪ ипе вийе Ые ро1употев *Ьепйап1} ипйогтётепй уегв /(сг) роиг 
ае <— ||.4||, ||-4||>. 8огЬНхГепветЫе 61ев хеН Мв дие {(А) х = 0 роигги ^ие 
/(о-) = 0 роиг а ^ X. Нх ев^ ип воив-еврасе Нпёахге. 8огЬ Ех 1е рго]есЪеиг виг Яд* 
Аих аНпёав 2—9, оп йётопЪге ^ие Ех ев"Ь ипе тевиге "врестд'а1е еЬ ^ио Гоп а 
А^=1Х &ЕХ. 
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