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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 86 (1961), Praha

O SPEKTRALNIM ROZKLADU HERMITOVSKEHO OPERATORU

JArRosLAV KUurzwerlL, Praha
(Doslo dne 24. listopadu 1959)

Je podé,n‘elementé,rni dikaz véty o spektrdlnim rozkladu hermi-
tovského operédtoru.

Bud H Hilberttv prostor, 4 hermitovsky operéator (tj. omezeny, symetricky,
-definovany na H). Na§im cilem je dokézat, Ze k redlnému A lze piitadit pod-
‘prostor H), tak, Ze plati («) H, < H,, jakmile 1, = 1,, () H) = (0), jakmile
A< — ||A|, H) = H, jakmile 2 = ||A||, (y) 4 = [ dE,. Pii tom E, je projekéni
-operadtor na H, a [AdE, je (riemannovskd) limita &istednych soudti typu

k

‘zlfi(Eﬁ, —E,4), MET=EhE... S04 b<—[4] 4=[4])-

To je tzv. véta o rozkladu hermitovského operitoru. Tato véta a zvlasté jeji
dtsledek, véta o rozkladu samoadjungovaného operatoru, mé tstfedni posta-
‘ven{ pro ¥adu t. zv. vlastnich dloh a proto je idelné nalézti dikaz pokud moZno
-elementarni.

Vychozim bodem nafeho dikazu je Murrayovo lemma. Tohoto lemmatu
k dikazu véty o rozkladu po prvé pouzil W. F. EBErLEIN [1]; jeho dikaz je
uveden také v monografii [2]. Eberlein vychazi z toho, Ze (p(4) z, y) pfi pev-
nych x,y e H je linedrni (omezeny) funkciondl na mnoziné polynomia p(A),
-a uziva Rieszovy véty o representaci linedrniho funkcionilu v €0, 1> a v&t
z teorie miry. V nafem dikazu vyjdeme od bezprostiedni definice tzv. spek-
tralni funkce.

Murrayovo lemma. Je-li p(1) polynom, pak ||p(4)|| < max |p(4)].
1= 1141
Z teorie matic plyne, Ze lemma plati, ma-li H koneénou dimensi. Necht H
nemd koneénou dimensi a necht = je stupeii polynomu p(4). Zvolme v e H;
necht S znamend podprostor konetné dimense, ktery obsahuje vektory u,
Awu, ..., A™u, a necht P je projektor na S, A" = PAP. Ztejmé

pA)u=pd)u, [4l=]4],

= ! M < Al .
lp(4) ul = |p(4") ul] éllgﬁwp( )l Sgﬁl‘p( )|

Lemma je dokézano.
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Dikaz v8ty o rozkladu. Je-li f(1) spojitd v E, a p,(A) posloupnost poly-
nomt, které na intervalu (— [l4]|, |4|> stejnomérng konverguji k f(1), pak
podle lematu posloupnost p.(4) konverguje a tak mizeme definovat f(4) =
= lim p,(4).

Definice. Necht H, (pro A ¢ £,) je mnoZina vSech z ¢ H, kterd maji tuto vlast-
nost: Je-li f(¢) spojitd v E,, f(o) = 0 pro ¢ < 1, pak f(4) = 0. Nyni plati:

1. H, je linedrni podprostor, H, < H,, je-li 4 =< A,.

2. Hy = H, Hy=(0) pro 4 < — | 4], nebot jeli f(c) =0 pro ¢ =< 2,
flo) =1 pro ¢ = — || 4], pak f(4) = E.2)

3. xeH, f(6) =0 pro ¢ = A= f(4)x e H, (z definice).

4. ze H), f(6) =1 pro ¢ = A= f(4d) x = z, nebot (¥ — f(4)) x = 0 podle
definice.

5.2 | Hy, f(6)=1pro c = i=fd)z =2z
{Necht y ¢ H, pak (B —f(4)) , y) = (x, (£ — f(4)) y) = 0 podle 3.)

6. by — Ay, xe Hy, — H, %) f(6) = 1pro 4, < 0 < A, = f(4) x = . (Poloz-
me f(o) = f,(0) fo(0), kde fy(0) =1 pro ¢ < 4,, fy(06) =1 pro o = 4,; pak
plyne 6 z 4 a 5.) '

T. g > A, Ae Ay, A), 2 € H,\. — H = |4z — Ax|| = (4, — 4y) |zl (Zvolme
& < 0 a spojitou funkei (o) tak, aby bylo f(o) = 0 pro 6 < 1, — ¢ a pro ¢ =
=22 +¢floy=1proi =0 =12, 0=f(o) =1 pro vSechna o. Podle 6 je
f(4)z = =z, tedy (4 + AE) f(A) x = Ax — Az, podle Murrayova lemmatu je

(4 — 2E) {(4) || < max |6 — 2] |[{(o)| [l2l] = (A2 — &1 + 2¢) [je]) -

8. B)A = AE,, kde E, je projektor na H,. (Z definice plyne ze¢ H, =
= AxeH, a odtud = | Hy= 4z | H,.)

9. Nechﬁ Ao < - ”.A“, }.0 < 2.1 < ces < }'k = ”AH, T,,:G <Z.1'__1, 11‘>- Pa:k
k : '
4 — 27 Br — By )| = max (4 — Aiyf -
i=1 i=1,2,...,k
(Pro kazdé = ¢ H plati
k 13
Az — Y 7B, — By, _)x=> (4 — 1,E) B, — E,,_)=x
i=1 i=1

a 9 plyne z 7.) V bod& 9 je dokdzana véta o spektrilnim rozkladu operdtoru 4.

1) E znamend identicky operdtor.
%) H,,— H,, je orthogonélni doplnék H,, v H;,.
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Pesnome
O CIIEKTPAJIBHOM PA3JIOHEHUU 9PMUTOBA OIIEPATOPA
APOCJIAB KYPUBENJB, Ilpara

Mlaerca amemMeHTapHOe JOKASATENBCTBO TEOPEMBI O CHEKTPAILHOM Pa3IloiKe-
BUE spmuToBa omeparopa.’ Ilycts 4 — spmmTOoB OmepaTop B IIPOCTPAHCTBE
I'mns6epra H (1. e. OTPAaHWYEHHHH CAMMETPHIECKHUI ONMEPATOp, OIpe/eIeH bl
Ha H). Ecnn f(0) — HenpepsiBHasg GyHKIEA WA o € (— 00, ©O0), TO HA OCHOBA-
mum nemmsl Myppes (cm. [1] mmm [2]) M ompemensiem f(4) = lim p,(4), rne

n—>»0

Pn(0) — TOCTHENOBATEIBHOCTH MHOIOYIEHOB, KOTOPHE PaBHOMEPHO CXOMIATCH
K f(o) ma mmrepsame {— ||4||, ||4[>. IIycrs H, — MHOKecTBO TakuX % € H,
aro f(4)z = 0, xak TomsKo f(0) =0 mua o < A. H, asmsercs JIUHEHTHBIM
nopopocrparcrBoM. Ilycrs B, — mpoexrop Ha H,. B mymkrax 2—9 noxass-
Baercs, 910 E, ecrs cmexrpanbaas mepa m uro 4 = [A dE,.

T

Résumé

SUR LA DECOMPOSITION SPECTRALE D’UN OPERATEUR
HERMITIEN

JarosrAv KurzwelL, Praha

On donne une démonstration élémentaire du théoréme sur la décomposition
spectrale d’un opérateur hermitien. Soit 4 un opérateur hermitien dans I’espace
H de Hilbert (c’est-a-dire un opérateur symétrique borné défini sur H). Si f(o)
est une fonction continue pour o € (— o0, o), alors, en nous appuyant sur le
lemme de Murray (voir [1] ou [2]), nous définissons f(4) = lim p,(4), {p.(0)}

étant une suite de polynomes tendant uniformément vers f(o) pour
oe{— ||4]], || 4]]>. Soit H) I'ensemble des x ¢ H tels que f(4) x = 0 pourvu que
f(0) = 0 pour o < 4. H) est un sous-espace linéaire. Soit £, le projecteur sur H,.
Aux alinéas 2—9, on démontre que B, est une mesure ‘spectrale et que I'on a
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