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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

O ROZKLADU SINGULARNICH LINEARNICH TRANSFORMACI

VAcrav HAVEL, Brno

(Doslo dne 18. zafi 1959)

Prof. dr. Jirimu Klapkovi k Sedesdtindm

Clének obsahuje algebraické i geometrické podminky k tomu, aby
existoval rozklad dané singulédrni linedrni transformace n-rozmérného

eukleidovského prostoru v podobnost (shodnost) & projekei.

1. Pfedmétem vySetfovani bude nejprve n-rozmérny (redlny eukleidovsky)
prostor E. DokéZeme vé&tu, kterd zobeciiuje, resp. prohlubuje d¥ivéjsi vysledky
E. StierELA, H. HADWIGERA a H. NAUMANNA; viz [2], str. 213 —214, [3], str. 97

a [6], str. 78.

Véta 1. Necht U je soustava vektor® a, =-—5;11, cees O = EZ", vytvdrejicich
v E m-rovinu; 2 £ m < n. Oznaéme ¢,, ..., 9, podle velikosti uspofddand charak-
teristickd ¢isla Gramovy matice soustavy U. Soustavu U lze poklddat za paralelni
primét uréité soustavy nenulovijch vektort navzdjem kolmyjch a stejné dlouhijch.
tehdy a jen tehdy, je-li splnéna tato podminka: Jsou-li Eisla g, _mi1s - > Gm M-
nulovd, pak se navzdjem rovnaji. O ortogondlni priamét jde pfitom prdvé v tom
pripadé, kdyZ viecka nenulovd charakteristickd ¢isla se navzdjem rovnaji.

Podotknéme, ze Gramova matice dané soustavy vektora mw,, ..

0,10;, 0,0, ..., D;W,
W,10;, Wiy, ..., WM,

?
,10;, M,W,, ..., 0,0,

kde w,w; znamend vnit¥ni (skaldrni) soudin vektord w;, w;.

Charakteristické &isla této Gramovy matice jsou kofeny 4, -

10,10, — A, 10,10,, ...y D410,
10,10, W0, — 4, ..., 0,0, -0
0,10, 10,10, » 10,10, A

K tlelim dukazu rozdélme tvrzeni véty 1 na dvé dasti:

., 0, je tvaru

.., A, TOVNicCe
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a) Necht n = 2m — 1. Pak soustava je v E vidy paralelnim pramétem
soustavy nenulovych vektort navzajem kolmych a stejng dlouhych.

b) Necht n < 2m — 1. Pak soustava ¥ je v E paralelnim primétem soustavy
nenulovych vektort navzijem kolmych a stejné dlouhych pravé tehdy, kdyz
plati relace

(1) g1 =... ;gn-m ggn—m+1= ot =y D I = oo =G = O"

Tvrzeni o ortogonalni projekei je oviem pro oba piipady spoleéné: O ortogo-
nalni projekei bézi pravé v pripadé

2) Gr= - =gn<Gmar=...=9gn=0.
.- Necht U je pevna soustava vektori a; = (—)Xl, cery @, = OA,, vytvatejicich
v E m-rovinu A, pfidem? 2 <m <n. K _z_jfdnod@gni formulace nazveme
e-reperem kteroukoliv soustavu vektori OZ,, ..., OE, navzijem kolmych,
majicich spoleénou délku ¢ > 0. V E zvolme pravoihly soufadnicovy systém
o poddtku O a oznadme v ndm a4, ..., @;,, slozky vektoru a;; ¢ = 1, ..., n.
~ A) Necht soustava ¥ je v E paralelnim primétem e-reperu € = {e,, ..., e,}
pii sméru promiténi S. Zvolme jiny e-reper € = {ei, ..., es}. Potom platf
rovnice

¢, =t;1e, + .. Flinen (G=1,...,m),
kde matice T = ||t; ;|| »-tého ¥adu je ortogondlni.

Necht soustava 9’ tvotend n vektory a; = (a4, ..., @;,) je paralelnim pri-

métem e-reperu & p¥i promitani smérem S do A. Potom plati rovnice

0; = ti,lal + -t ti,nan (1, = 1, seey 'l’b) >

anebo v maticovém zapisu A" =TA, kde A = |a, ;[|, A" = ||a;,;||. Oznadme 7 tu
ortogonalni transformaci prostoru E, p¥i ni% je vektoru e; pfifazen vektor e pro

vSechna ¢ = 1, ..., n; obdobn& oznadme 7 tu afinni transformaci m-roviny A,
Pfi ni% je vektoru a, pfifazen vektor a; pro kazdé 7+ =1, ..., n. Jako zavér

vyslovime pak

Tvrzeni 1. Je-li soustava U paralelnim pramétem e-reperu € pii promitdni
smérem S a je-li T ortogondlni transformace (neménici poédtek 0), pak soustava TY
je paralelnim privmétem e-reperu ©€ rovnés pii sméru promitdni S.

B) Gramova matice soustavy ¥, tj. matice AA* = ||a,a,| je symetrickd a lze
ji tedy uvést na diagonalni tvar prosttednictvim vhodné ortogonilni matice M
fadu n-tého:)

M(AA¥) M* = (MA)(MA)* .

Oznaéme dale Y soustavu ¥adkovych vektor aj, ..., 6, matice A = MA. Bez
omezeni obecnosti pfedpoklddejme, Ze jde o takové pofadi, p¥i némz |a;| =

1) Hvézdidkou znaéime matici transponovanou.

‘440



> ... = |a,|. Z diagonalniho tvaru matice A pak vyplyva, ze vektory (—il, ..
jsou navzajem kolmé a pravé poslednich n — m z nich je nulovych.

*

Dokizeme

Tvrzeni 2. Je-li n = 2m — 1, pak existuje soustava vektord ¢ = OE,,

ey = OE navzdjem kolmyoh a stejné dlouhych, které jsou v E kolmymi prii-
méty soustavy vektort Gy, ..., &, pFi projekei do m-roviny OF, ... B
Dikaz. Méjme soustavu vektort ¢, = (4, 0,...,0), &, = (0,4d,0,...,0),...,
En=1(0,...,0,d,0,...,0), kde 0 < d < |a,|. Polozme &; = (0,...,0,d,0, ...,
N’ N—— e’ N )

m=1 j<1 m_j
O, dﬁ,l’ .oy d,-'nom), b]' = (djyl’ cee d’,n_m) 7 = ].
Je-li n = 2m, pak lze vidy sestrojit navzdjem kolme vektory 9y, ..., D, tak,

¥e d® + b} = ai, ..., d? -+ b2 = aZ,. Vyplyvd to z toho, %e podet m vektort d;
neni vétsi nez podet n — m jejich slozek. Je-li » = 2m — 1, pak zvolme d =
= [a,], vektor d,, prohla¥me za nulovy a sestrojme vektory by, ..., dn,_, tak, aby
42+ of =aj, ..., d* + d%_; = a%_;. Takové vektory lze v¥dy sestrojit, nebot
jejich podet m — 1 rovn se podtu jejich slozek. Soustava gy, ..., 4, je shodné se
soustavou ay, ..., a4, & jeji kolmou projekei do m-roviny prvnich m soutadnico-
vych os je pravé soustava ¢y, ..., €,. Odtud dikaz.

C) NavaZme na piedchozi odstavec a dopliime vektory ¢, ..., ¢, v d-reper
€ = {¢}, ..., ¢,}. Pak soustava ¥ je paralelnim primétem reperu € pii uréitém
sméru promitani S, takze podle tvrzeni 1 je téZ soustava U paralelnim prameé-
tem nékterého d-reperu p¥i témze sméru promitani S.

Je znédmo, Ze charakteristické ¢isla Gramovy matice AA* rovnaji se charakte-
nstlekym éisltm Gramovy matice AA* (matlce A je definovéana v dasti B)) t]

gslim o, ..., a;. Plati-li ol =...=1a2, lze poloZit ¢ = a,...,¢n = A
a vektory e, ..., e, doplnit v [all-reper Protoze soustava ¥ je ortogoné,lnim
prumétem tohoto reperu (smér S je nyni kolmy k A), je podle tvrzeni 1 téZ
soustava U ortogonalmm priamétem uréitého |a,|-reperu. Majf-li aspoti dva
z vektord q,, ..., a, rizné délky, pak smér S jiz nemuze byt kolmy kA. Cast a)
véty 1 je tim dokazana

D) Necht plati podminka n < 2m — 1. Reper €' z &asti A) zvolme spe,cia',lné'»
tak, aby jeho prvnich n — m vektori bylo kolmych k A; tyto vektory oznaéme
s oo v N ZbYvajici vektory z €’ lexi pak v A a néle#{ té% soustavé Y’ =
= 7Y (viz ¢ist A)). Oznadme tedy Yy, ..., Yn_m Prvnich » — m vektord z U’,
Pak smér promiténi S je soutasné rovnobéiny s vektory n, — #;, ..., Ny — Y-
Speciélné pro smér S kolmy k A jsou vektory 9, ..., v, nulové. PoloZme
Bimer = o0 = Uin =0 2 uzijme oznadeni zavedené v Gasti A). Budeme vy~
Setfovat matice A = Hal A A = et z =1,..,mji=1,..m Jest A’ =

— TA a matici A’ lze psdt ve tvaru A" =I5

s timto vyznamem matm P,B:P
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je matice, jejiz fadkové vektory vzniknouz y,, ..., 9,_, vynechdnim poslednich
n — m slozek. B je matice, jejiZ ¥4dkové vektory vzniknou z poslednich m
vektort soustavy U’ vynechanim poslednich n — m slozek; fadkové vektory
matice B jsou navzijem kolmé a maji spoletnou délku e. Plati tedy BB* =
= B*B = ¢2j, kde j je diagonalni jednotkové matice m-tého ¥4du. Dale plati
relace (TA)*(TA) = A*T*TA = A*A = P*P + B*B, a z toho dale A*A = P*P +
+ e.

Charakteristick4 &isla matice A*A vzniknou tedy z charakteristickych &sel
matice P*P vidy pliétenim éisla e2. Sefadme charakteristickd éisla matice
P*P podle velikosti; pak prvnich » — m z nich je nenulovych a zbyvajici jsou
nulové.?) Tedy charakteristicks &sla matice A*A jsou

Gt+e=...=Zc,te=e=...=¢>.

[ ———
m

Av8ak nenulova charakteristicka éisla matic A*A, AA* se po Fadé rovnaji, takze
pro charakteristicka éisla g, = ... = g, matice AA* plati relace (1), jak bylo
dokéazat. Jde-li o promitéani ortogonélni, pak vektory y,, ..., 9,_, jsou nulové
a plati ¢, = ... = ¢,_,, = 0, takie plati relace (2). Nejde-li o promitani orto-
gonalni, pak relace (2) neplati.

Protoze charakteristické &isla Gramovy matice AA* nejsou zavisla na volbé
pravouhlého soufadnicového systému v E, nebyla ani volba ;s = ... =
= @, , = 0 na tkor obecnosti.

E) Necht plati n << 2m — 1. Pro charakteristickd &isla Gramovy matice
dané soustavy U necht je splnéna podminka (1). Podle B) stanovime soustavu
vektor a, ..., a,. P¥i vhodném potadi plati pak g, = a2, ..., 9, = aa, takZe
relaci (1) lze pfepsat do tvaru

lall = ... —2_. ‘an—ml = ]an—m+1i = ..o = |am‘ > Iam+1| = ... = ]anl =0.

PoloZme ¢, i1y = Gn_miy, --s €m = ,, & spolednou délku téchto vektord
ozname d. UZijme vétu 1, kde za n, m polozime hodnoty 2n — 2m,n — m.
Potom plyne v p¥ipadé n — m > 1 tento zvér (ktery je pro n — m = 1 snadno
patrny): V (2n — 2m)-roving R kolmé soudasné k vektoriim ¢,_,.i, ---; €m 12
sestrojit soustavu vektort ey, ..., ¢,_,, navzdjem kolmych a o spoletné délce d
t_ak, Ze pti sméru S (uréeném v R (n — m)-rovinou soudasnd kolmou k vektoram
& .- €.—m) e vektory ¢,, ..., ¢, promitaji do vektori a,, ..., a,_,. Pak soustava
U je pfi sméru S pramétem d-reperu & = {e,, ..., ¢,}. Je-li navic splnéna pod-
minka [a,] = ... = [a,,], pak smér S je kolmy k A,; jinak nikoliv. Cdst b) véty 1
je dokéazéna.

2. Nésledujici vétu lze snadno dokazat jako bezprosttedni diisledek véty 1:

%) Jsou-li M, N matice téhoZ ¥4du, pak maticim MN, NM nélez{ po ¥adé t4z charakte-

ristickd &isla. Doplnime tedy P nulovymi sloupci na matici P ¥4du m a uZijeme zndmého
faktu, Ze charakteristickd ¢isla Gramovy matice PP* jsou nezépornd.
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Véta 2. Afinné transformaci « prostoru E na m-rovinu A CE (2 = m < n) lze
rozloZit v podobnost a paralelni projeker tehdy a jen tehdy, jestlize pii libovolném
vybéru vektord w,, ..., w, navzdjem kolmyjch, nenulovych a stejné dlouhyjch splivuji
charakteristickd Cisla g, = ... = ¢, Gramovy matice soustavy o, ..., xmw,
podminku z véty 1. O projekci kolmou jde pfitom prdvé v pripadé, kdy viecka ne-

1 v

nulovd charakteristickd Cisla se navzdjem rovnags.

F) Necht « je afinni transformace prostoru E na m-rovinu A c E, ptitem%
2 = m < n. Zvolme v A (m — 1)-rozmérnou sféru k a stanovme ji p¥islunou
vélcovou nadplochu «~1k. Déale zvolme v A bod B a stanovme k nému pisludnou
(n — m)-rovinu € = x~*B. Nakonec zvolme m-rovinu R kolmou k C. Pak
h = R n o~k je (m — 1)-rozmérny elipsoid v R. Nalezneme nutnou i postadu-
jici podminku k tomu, aby elipsoid % byl v E ortogondlnim prumétem (m — 1)-
rozmeérné stéry k (lezici v nékteré m-roviné K). Protoze parcidlni zobrazeni o
je pak podobnosti, je z toho vidét, Ze jde téZ o nutnou a postaéujici podminku
k tomu, aby existoval Zadany rozklad transformace «. Nejprve odvodime po-
mocnou vétu.

Véta 3. Necht je ddn (m — 1)-rozmérny elipsoid a necht ¢y, ..., 1, je soustava

jeho hlavnich poloméra,3) pridemz
3) ==t >l = ... 2 tw| A=s=m).

Tento elipsoid lze poklddat za oriogondini primét uréité (m — 1)-rozmérné sféry
tehdy a jen tehdy, kdyz plati podminka

4) n=2m —s.
j—-1 n—j j—1 m—j
o v r—— rm—— — e rm——
Dikaz. Polofme t;=(0,...,0,r;,0,...,0), ¢;=(0,...,0,]t;,0,...,0,

Bigs cvos Bjmem)s B5= (i1 o0y Bjn_m); §=1,...,m. Vektory e, ..., e, jsou
navzéjem kolmé a maji spolednou délku |r,| tehdy a jen tehdy, kdyz vektory
By, -« b jsou navzajem kolmé, ptiemz v + b =12, ..., r2 + b% = r2. AvSak
existence vektora §,, ..., §,, zdvisi pravé na podtu m — s nenulovych z nich
a pottu n — m slozek: Vektory §,, ..., b,, existuji pravé tehdy, kdyz m — s =
< n — m. Odtud dikaz.

K vété 3 piipojime jesté vétu, jejiz dikaz je zcela analogicky.

Véta 3'. Necht je ddn (m — 1)-rozmérny elipsoid s hlavnimi poloméry vy, ..., vy
pridemZ :

‘r1| =... = ‘rm—tl > {rm—t+1[ = ... = lrml (1 =t é m) .

Podminka n = 2m — t je pak nutnd v staéi k tomu, aby existovala (m — 1)-
rozmérnd sféra, kterd je ortogondlnim primétem daného elipsoidu.

Vétu 3’ vak potfebovat nebudeme. Vritime se k vété 3; z nif a z F) plyne
tento dilezity vysledek:

3) Hlavn{ poloméry (jakoZto vektory) jsou sdruzené a navzéjem kolmé.
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Véta 4. Necht o je afinnt transformace prostoru E na m-rovinu A CE,
pfifems 2 < m < n; necht V, resp. v jsou 4plné vzory bodu, resp. (m — 1)-
rozmérné sféry z A; (m — 1)-rozmérny elipsoid, kiery je prianikem nadplochy v
s m-rovinow R kolmou k V, nechi md hlavni poloméry t,, ..., t,, uspoiddané
tak Ze platt (3). Rozklad transformace o v podobnost a pamlelm proyekcz
existuje potom prdvé tehdy, plati-li podmmka (4).

8. Obrafme pozornost k rozsifenému n-rozmérnému prostoru E+ 5 E. M&jme
dénu neafinni line4rni transformaci 1 prostoru E* na vlastni m-rovinu A c E*;
2 < m < n. Oznadme S singuldrni (n — m — 1)-rovinu vzhledem k A. Dile
definujme nadrovinu N jako dplny vzor nevlastni (m — 1)-roviny B c A pii A.
Nalezneme nutnou a postaéujici podminku k tomu, aby se transformace 1 dala
rozloZit v centralni projekei a shodnost.

- @) P¥ipad m = n — 1 vede k jednoduchému zavéru. Nadrovina N ma pak
tuto vlastnost: Je-li. L libovolna vlastni nadrovina neprochézejici bodem S, pak
parcidlni zobrazeni 1; nadroviny L na A je afinni transformaci pravé tehdy,
kdyz nadroviny L, N jsou rovnobézné. Probiha-li L == N nadroviny rovnobézné
s N, pak se parcialni zobrazeni 4, od sebe lisi pouze homotetiemi o st¥edu S.
Z toho jiz vyplyvé véta, kterou nyni vyslovime.

Véta ba. Necht A je neafinni linedrnt transformace prostoru E* na vlastni nad-
rovinu A c E*. Tuto transformacs lze rozloZit v centrdlni projekci a shodnost tehdy
o jen tehdy, plati-li podminka: 1. Existuje nadrovina L, kterd indukuje afinni par-
cidlnt zobrazenti 1y,

Lze ukazat, Ze podminku 1 lze vyjadfit jesté dvéma dalsimi zplsoby:
2. Transformace A pfevadi absolutni polaritu prostoru E* ve sférickou anti-
polaritu m-roviny A. 3. Prevadi-li transformace A dvojici perspektivnich
(n — 1)-simplexti {4,}7, {B;}1 opét ve dvojici perspektivnich (n — 1)-simplexii
{4}, {B)Y a jsou-li {C,}}, {D;}; tib&¥nikové simplexy s vrcholy C;e A,B,,
resp. D, e A;B;, pak simplexy {C;}}, {D;}} jsou podobné.4)

Pro n = 3 stanovil podminku 2 L. HorMaANN a podminku 3 E."A. MCEDLI-
§viLr; viz [1], str. 40 a [4], str. 167—168.

H) Necht m < n — 1. Pak md nadrovina N tuto vlastnost: Je-li L libovoln4
vlastni m-rovina disjunktni s S, pak parcidlni zobrazeni{ 1 je afinni prévé
tehdy, kdyZ L je rovnobéino s N. Specidlné vedou k podobnostem 1 nej-
vy8 ty m-roviny L, které jsou rovnobézné s N (a ovSem disjunktni s N).
Zvolme tedy kteroukoliv (m — 1)-rozmérnou sféru & v A a kteroukoliv nad-
rovinu M == N rovnobéznou s N. Polozme v = A7k n M; ttvar » je valcovou
varietou, je to linedrni obal nevlastni (n — m — 2)-roviny 8’ =S n M s libo-
volnym z (m — 1)-rozmérnych elipsoidi v M, jemuZ odpovid4 v transformaci A
sféra k. Konedné zvolme v M nékterou m-rovinu R kolmou v Mk S a oznaéme b

4) Jde o simplexy s vlastnimi vrcholy, perspektivni podle vlastniho stiedu. U'bezm’kem
rozumi se vzor anebo obraz nevlastniho bodu pii 4.

kY
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(m — 1)-rozmérny elipsoid spliujici podminky & c R, A& = k. Necht ¢, ..., 1,
jsou hlavni poloméry elipsoidu % usporadané tak, Ze plati (3). Podle véty 3a
(kde n nahradime hodnoftou n — 1) je h v M kolmym pramétem nékteré
(m — 1)-rozmérné sféry v M tehdy a jen tehdy, plati-li podminka

) : n—1=2m—s.

Existuji-li podobnosti 4z, pak existuje mezi nimi téZ shodnost; ziskame ji pii
vhodné volbé nadroviny M. Z nasich dvah vyplyva tento vysledek:

Véta bb. Necht L je meafinni linedrni transformace prostoru E* na vlastnt
m-rovinu- A C E¥; 2 < m <n — 1. Pak transformact A lze rozloZit v centrdlni
projekci a shodnost pravé tehdy, plati-li (5); vijznam hodnoty s je stanoven v pied-
chozim.

I. Piipad m < n — 1 vySetiime jesté druhym zpisobem. Zvolme ortogo-
nalni zobrazeni w prevadéjici m-rovinu A v m-rovinu A’ leZici v nadroving
M == N rovnobézné s N. Parcidlni zobrazeni (iw),, = A’ je afinni transformaci
nadroviny M na m-rovinu A’ se singuldrni nevlastni (7 — m — 2)-rovinou
S’ = S n M. Zédany rozklad transformace 1 ve shodnost a centrdlni projekei
existuje pak pravé tehdy, lze-li transformaci 1’ rozloZit v podobnost a paralelm
projekei. Plati tedy tato véta:

Véta bb'. Necht 4 je neafinni linedrni transformace prostoru E* na m-rovinu
AcE 2=<m<n—1. Jeli w,,...,w,_; libovolnd soustava nenulovych
vektord, mavzdjem kolmych a stejné dlouhych v nadroviné M a jsou-li g, =
= ... = §n-q Charakteristickd Cisla Gramovy matice soustavy A'w., ..., A'vw,_,,
pak transformact A lze rozlodit ve shodnost a centralni projekci pravé tehdy,
kdy% plati tato podminka: Jsou-li &isla gp_ms - - ., §m nenulovd, pak se navzdjem
rovnajt. Vyznam M a A’ stanoven pred znénim o.;éty

4. Afinni transformaci prostoru E na piimku a Ize vidy rozlozit v podobnost
a paralelni projekci. Rovnéz tak neafinni linedrni transformaci prostoru E* na
vlastni ptimku lze vZdy rozloZit ve shodnost a centralni projekei. J ednoduchy
dtkaz obou tvrzeni zde neuvidime.

Problematiku tohoto &lanku lze rozsitit na pseudoeukleidovské prostory,
v nichZ je definovana metrika o(X,Y) = Z — )% X = (2, ... %,),

= (Y1 -+ s Yn)s & = £ 1;Viz na‘Pf. (5]

Na z4vér uvedme nefeSeny problém rozkladu nesinguldrn{ afinni transforma-
ce prostoru E v podobnost a afinni m-transformaci, resp. problém rozkladu ne-
singuldrni afinni linedrni transformace prostoru E* ve shodnost a linedrnf
m-transformaci.’) Dosud je zndmo FeSeni pouze pro specialnf hodnoty m.

.%) Linedrn{ m-transformace mé dva maximélnf podprostory sa,modruznych bodd, a to

m-rovinu & (n— m — l)-rovinu; u a.fmm m-transformace ]e zminénd (n — m — 1)-
rovina nevlastni. .
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Peswowme

O PA3JIOEHNUN OCOBEHHBIX JINHENHEIX IIPEOBPA3OBAHUM
BAIIJIAB T'ABEJI (Véclav Havel), Bpao

B craThe MOKa3BIBalOTCA CIEeNYIOMMe TeOPeMHBI A N-MEPHOTO eBKIMIOBA
I POCTPAaHCTBA!

Agdunrnoe npeobpazosanue x 0aHH020 NPOCMPAHCMEA HA €20 M-NAOCKOCMb
MONCHO PABAOHCUMDb HA nodobUe U NAPALIEAbHOE NPOEKMUDPOSAHUE eCAU U MOAb-
kKo ecau 0as a06020 ewbopa m 6eKMOpos W;, nepnexouryaapHur 0pyz Opyey

. 00unarosoll (HeHyaesoll) AUHb, LAPAKMEPUCTMUYECKUE HUCAL () = ... = §p
smampuysr  I'pama  cucmemsl «yo; 6vinoansiom caedyowee ycaosue: Ecau
SHOMEHURL Jp_mis - - -1 Gm — HEHYAEEBlE, MO OHU PaSHBL MexwcOy coboii. ITpumon

€ 0pMO20HANBHIIM NPOEKMUPOSAHUEM ML UMees Beno mozda u moabvko mozd a,
ecau 6ce HeHyesble LAPAKMEP UCTRUYECKUE YUCAA PASHbL MencOy coboil.

ITyemv  x-agpunroe npeobpasosanue 0anHo20 NPOCTMPAHCMEN HA €20 M-
-naockocms, nycmb npumom V, €OOmMS. v-noaHle npoobpass. MoYKU, COOME.
(m — 1)-mepuoit cgeper us Oanmoii m-naockocmu; nycmdv (m — 1)-meprbiil
2aaUNCcoud, A8AKI0OWUICS nepeceveruem eunepnogeprrocmu V ¢ m-naockocmuvio R,
nepnendukyaaproti k V, umeem eaaewbie paduycvl v |ty = ... = |t,] >
> tep1]l = .0 2 Itwl, 1 =8 =< m. To2da pasaooscenue npeobpasosanus o
Ha nodobue U napassesbHoe NPOEKMUPOSAHUE CYWeCMByem ecau U MOAbKO
ecau n = 2m — 8.

Ha ocHoBaHMM 3TUX pe3ynbTaTOB Jajiee BHIBOIATCH TaKKe He0GXOmMMEIe
U JOCTATOYHEIE YCJOBHA TOro, 4TOGH JaHHOE 0cOOeHHOe JMHeHHOe IpeoGpa-
30BaHHE PacMMPERHOr0 IPOCTPAHCTBA MOMKHO OBUIO PA3NOKATH HA TOKIECTBO
M IPOEKTHPOBaHUe.

IIpoGieMaTHKa ¢TaThU HENOCPEICTBEHHO NPUMEIKaeT K HEKOTOPHIM IpoGire-
MaM MOCKOBCKOI0 reomerpmdueckoro ceMmuapa mpod. H. @. HersepyxmHa.
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Zusammenfassung

UBER DIE ZERLEGUNG DER SINGULAREN LINEAREN
TRANSFORMATIONEN

VAcrav Haver, Brno

In diesem Artikel werden folgende Satze fiir den n-dimensionalen euklidi-
schen Raum bewiesen:

Eine (singulire) Affinitit « des gegebenen Raumes auf seine m-Ebene Lisst sich
gerade dann in eine Ahnlichkeit und Parallelprojektion zerlegen, wenn ein be-
liebiges n-Bein von gleichlangen orthogonalen Vektoren w; folgende Bedingung er-
fullt: Sind g, = ... = g, die Eigenwerte der Gramschen Matrix von «y,, ..., x,
und $Ind Gp_miys - - > G von Null verschieden, so ist ¢ oy = ... = Gm- Um die
Orthogonalprojektion handelt es sich dabei gerade im Falle der Gleichheit aller
nachtverschwinden Eigenwerte.

Es sei « eine (singulire) Affinitit des gegebenen Raumes auf seine m-Ebene,
daber seten V bzw. v volle Urbilde eines Punktes bzw. einer (m — 1)-dimenstonalen
Sphire aus der gegebenen m-Ebene; endlich seien vy, ..., vty mit 11| = ... = |t >
> |tea] = -0 2 tw] (1 < s = m) die Halbachsen eines solchen (m — 1)-dimen-
sionalen Ellipsoides, das als Durchschnitt von v mit einer m-Ebene R |V ensteht.
Dann kann man « in eine Ahnlichkeit und Parallelprojektion gerade im Falle
n = 2m — s zerlegen. .

Auf Grund dieser Resultate sind weiter auch die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen fiir die Existenz einer entsprechenden Zerlegung (auf Ahn-
lichkeit und Projektion) der gegebenen singuliren Kollineation des n-dimen-
sionalen projektiven Raumes gewonnen.

Der Gegenstand des Artikles hidngt eng mit einigen Problemen des geometri-
schen Seminars von Prof. N. F. Cetveruchin (Moskva) zusammen.
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