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Casopis pro p&stovani matematiky, ro€. 85 (1960), Praha

POZNAMKA O MINIMALNICH PLOCHACH
S KRUZNICEMI NORMALNT KRIVOSTI KONSTANTNIHO
POLOMERU

KareL SvosopA, Brno
(Doslo dne 23. dervna 1959)

V této préci jsou odvozeny nutné a postadujici podminky k tomu,

aby plocha (2m + 1)-rozmérného projektivniho prostoru mohla byti

' povafovéna za minimélni plochu (2m -+ 1)-rozmérného prostoru

s konstantni k¥ivosti, jejiZz indikatrice normélni ki'ivosti aZ do Fddu
m — 1 jsou kruznicemi konstantnich poloméru.

1. V prvni ¢isti obsdhlého pojednéni [2], vénovaného teorii normalni kii-
vosti plochy v n-rozmérném prostoru S, (» = 4) s konstantni kiivosti ¢, stu-
doval prof. O. BorUvkaA existenéni otdzky a zakladni vlastnosti ploch, jejichz
indikatrice normaln{ kiivosti ¥adu 1, 2, ..., m — 1 (2 < m < [§n]) jsou v kaz-
dém bodé M plochy kruznicemi se st¥edy v tomto bodé. Tyto plochy jsou pfi
vhodné volbg reperu prifazeného k plofe definoviny soustavou diferencidlnich
rovnic
(1) dM = w,e; + w.ey + ... + w e, ,

de; = —co, M + w6, + wpe, + ... + 0e, G=1,2,...,m),

i)ro jejiz koeficienty « plati kromé& rovnic w;; + w; = 0 (3, = 1, 2, o n)
vztahy

(2) W=y =..=w,=0,
Ogi1,2k41 T 1Dox 0101 = Ba(w; — 10,) ,
WOop—12541 — Wox,0e41 = Br(wy + 90,) ,
Wop—1,206+2 T 1Dor ap+a = 1Ry(w; — iw,) ,
Wgp—1,2k+2 — W2k psa = — 1Ry + 10,) .
Oop_y,2%4+3 = Oy, okrs = -++ = Dgp—y30 = 0,
Dok, 2k3 = WDopakrs = -+ = Vo = 0

(?;=+V:__—i; k=12,....m —1; B> 0),

z nich? je t¥eba vypustiti rovnice vzniklé z rovnic napsanych v poslednich dvou
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Yadeich pro & = m — 1, jestlife 2m = n. Podminky integrability soustavy (2)
jsou vyjadieny relacemi

. dR .
(3) [(wl — 10,) (—'—R Etri. W1 + Wop—g,0n — w2k+1,2k+2)] =0,
k

. dR ] :
[(wl + iw,) ('R"‘k — % . W5 T Ogp—g,28 — w2k+1,zk+z)] =0,
x

[y — t0s)(@am—y,; + 10om,;)] = 0,
[(e0, + 1:Cf)z)(wzvnﬂ,a‘ - iwzm,j)] =0
k=12 ...m—1;j=2m+1,2m+ 2, ..., n),

z nichz je t¥eba vynechati rovnice napsané v poslednich dvou ¥adcich, jestlize
2m = n.

V zavéru vyse zminéné prvni éasti pojedndni [2] jest obsazeno nékolik po-
znamek o uvedenych plochach v piipads, Ze jejich kruZnice normélni k¥ivosti
fadu 1, 2,...,m — 1 maji v kazdém bodé plochy konstantni poloméry. Pro
2m = n jsou tyto plochy podrobné studovany v pojednani [3], a to jak z hle-
diska metrického, tak i projektivniho; v dal§im se proto nebudeme timto p¥i-
padem bliZe zabyvati. Zjisténi existence uvaZovanych ploch v obecném p¥ipads:
2m < n vede k piili§ dlouhym a obtiZnym vypodtim a nebylo proto v citované:
praci [2] provedeno. Vyjimku zde tvori nejjednodussi p¥ipad 2m + 1 = =,
o némz bylo pro m = 2 podrobné pojedndno v praci [1].

Ukolem tohoto pojednéni jest ukazat, %e charakteristické projektivni viast-
nosti ploch pétirozmérného prostoru, studovanych ve zmin&né prici [1], lze:

e

bez obtizi roziffit na prostor s konstantni kiivosti libovolné liché dimense.

2. V dalsich tvahach se budeme zabyvati plochami M prostoru Sgpy.; s kon-
stantni kfivosti ¢, jejich% indikatrice normdlni krivosts ¥ddw 1, 2, ..., m — 1jsou.
v kaZdém bodé M plochy kruznicemi se stiedy v bodé M a s konstantnimi polo-
mery.

Podle oznadeni uZitého v pojednéni [2] je R\R,... R, (k= 1,2,...,m — 1)
polomér kruznice normalni kfivosti ¥4du k a predchdzejici predpoklad o téchto-
polomérech je tedy totoZny s pozadavkem, aby viechny funkce R, uvedené:
v (2) byly konstantni. Vzhledem k tomuto pfedpokladu dostaneme z vné&jgich.
relaci (3) rovnice, které lze po jednoduché tpravé psati ve tvaru

(4) Dok+1,2k+2 = k4+1Nw, (k=1,2...,m—1),
wzm—1,2m+1 + 'iwzm,zm.l.l . A(wl bl ’1;0)2) ’

WDom—1,2m+1 — Waom,om+1 = B(w; + 1w,) ,

kde 4, B jsou funkce parametri, na nichZz zavisi volba reperu p¥itazeného
k ploSe.
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Vnéjsim diferencovénim rovnic (4) pak obdrZime po Gpravé vztahy

(5) R2=2Ic(k+1)R2—~—(k_—1)(k+9)

t\9l°

AB =m(m + 1) R} — (m — 1)(m + 2)
[, — iw,)(dA +im + 1 Aw;)] =0,
[(w; + tw)(dB — im + 1 Bwy,)] =0,

které jsou podminkami integrability soustavy diferencidlnich rovnic (2), (4),
jimiZ jsou analyticky definovany uvazované plochy M. Odtud je patrno, Ze je
tteba — podobné jako v pfipadé m = 2 uvazovaném v praci [1] — rozli§iti dvé
moznosti podle toho, zda obé funkee 4, B jsou rizné od nuly nebo zda pravé
jedna z nich jest identicky rovna nule; vzhledem k soumérnosti p¥isluSnych
vztahl budeme v dal§im p¥edpokladati 4 = 0, B == 0. P¥ipad, Ze obé funkce
A, B by byly identicky rovny nule, by vedl k plochdm, které jsou vnofeny do
prostoru dimense mensf nez 2m —+ 1.

Bud nejprve AB == 0 a oznaéme piisluSnou plochu M v tomto ptipadé Ml.
Z rovnic (5) pak snadno ziskdme rovnici

Lol o

(6) TA—"*‘i(m"l‘l)wm:O,
jejiz vn&jsi diferencidl dava relaci
(7) 2R§ —c=20.
Podminky integrability soustavy diferencidlnich rovnic uréujicich uvazované
plochy M, jsou tedy vyjadifeny prvnf rovnici (5) a rovnici (7). Odtud plyne, Ze
minimdint plochy M, s m — 1 kruZnicemt normdint kfivosti konstantniho polo-
méru existujt v libovolném (2m + 1)-rozmérném prostoru Sgm.y 8 kladnow kon-
stantnt kftvosti a zdvist jen na konstantdch.

Z predchéazejicich vztahi plyne bezprostfedné rovnost R} = R2 =§

(k=1,2,...,m — 1), kterou je popsana zavislost mezi jednotlivymi veliéinami
R,. Odtud pak vychazi pro polomér kruZnice normdlni k¥ivosti ¥4du & hodnota
R¥, jejiz souvislost s kiivosti ¢ prostoru S,,,+, je z pfedchoziho z¥ejma4.

Budnyni 4 = 0, B == 0 a oznadme p¥islusnou plochu M v tomto p¥ipadé M,.
Druhé z rovnic (5) mé za tohoto pfedpokladu tvar

(8) m(m+1)Rz_(m—1)(m+2)f=o

vave

a z vnéjiich kvadratickych relaci (5) Zistavé pouze drubi. Odtud plyne, Ze
minimdint plochy M, s m — 1 kruznicems normdlni kiwwosti konstantniho polo-
méru existuji v libovolném (2m -+ 1)-rozmérném prostoru Sgmyy 8 kladnow kon-
stantnt krivostt a zdvist na jedné funkcr jedné proménné.
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Rovnici (8) a prvni rovnici (5) jsou v tomto ptipad® vyjidfeny vztahy mezi
veli¢inami R, a kiivosti ¢ prostoru S,,,;-

3. V -dalsich tvahéch odvodime charakteristické projektivni vlastnosti
uvazovanych ploch M uZitim vysledki a oznadeni uvedenych v pojednéni [4].

Yy

Zv14§t8 pripomerime, Ze Pyy+; je projektivni roz§iteni prostoru Sym+1, jehoz abso-
L1
lutni kvadrikou je regularni kvadratickd nadplocha A o rovnici S x? + x3 +

+ % + ... + 22 = 0. Zavedme déle oznadeni B}, = ey— + t€a, B = €y —

— ey (k=1,2,...,m), 2, = w; + 1w,, 2_1 = v, — iw,, pomoci néhoZ lze .
-soustavu rovnic (1) s koeficienty danymi v (2) nahraditi soustavou
(9) dM = }Q_LE, + 3Q.E_,,

4B, = —cM —iw,B, + R, Q_\E,,

dBF_, = —cQ_ M +iw, ,E_, + R QE_,,

dB;, = — B, QB — iwzk—l,zkEk + RpQ_ 1By s

dE_, = — ch—1~Q——1E—(k—1) + iwzk-—l,zkE—k + Rk‘QlE—(k-H) ’

d%,, = — R, Q\E, ; — 10om-1,0mbm + (Pam—1,8m+1 + ":wzm.zm+1) €om+1 >
dZ_, = — R, ,Q_E —(m—~1) Fiw0gm—y 2mB —m - (Ogm—1,0m+1 — LD 2m 2m+1) €2m1 s
deypiy = — %(wzm—l.zmﬂ - iw2‘m,2‘m+1) B, — 3 wwm—1,0ms1 +’;w2m,2m+1) E_,

k=238,...,m—1).

Yz

'V této soustavé neni vzhledem k pozdgjsim dvahdm dosazeno podle (4).

4. Vsimneme si nejprve ploch M; s m — 1 kruznicemi normalni kiivosti kon-
stantniho poloméru a dokaZeme nasledujici vétu, kterd popisuje jejich charak-
‘teristické vlastnosti:

Véta 1. Plocha (2m + 1)-rozmérného projektivntho prostoru Py, ., méade byjts
definovdna jako minimdini plocha M, s m — 1 krugnicems normdlnt kfivosti kon-.
stantnitho poloméru, vnofend do (2m + 1)-rozmérného neeukleidovského prostoru
Soms1> tehdy a jen tehdy, kdyz na ni existuje sdruzend sit majict tyto vlastnosti:
1° Jest autopoldrni vzhledem k reguldrni kvadrice A prostoru Py, ., a periodickd
-8 periodou 2(m + 1); 2° Md oba invartanty stejné a konstanini.

v

Dikaz. Ve vété 3.3 z pojednani [4] bylo dokdzéno, Ze existence sdruZené sité
'8 vlastnosti 1° na plose projektivniho prostoru P,,,.; je nutnou a postadujici
podminkou k tomu, aby plocha prostoru P,,,; mohla byti povaZovéna za mini-
‘mélni plochu M, s m — 1 kruZnicemi normélni kfivosti, vnofenou do ne-
eukleidovského prostoru S,,.,. Piisludni sdruZend sit je tvorena kiivkami,
které jsou v neeukleidovské metrice uréené kvadrikou A minimalnimi k¥ivkami
na uvazované plose. Poznamenejme, Ze uvedené vlastnosti plochy prostoru
P,...1 1ze analyticky vyjad¥iti p¥i vhodné volbé pohyblivého reperu soustavou
-diferencislnich rovnic (9) s podminkami integrability (3), p¥i ¢em# funkce
A, B v (4) nejsou soudasné rovny nule a kiivky sdruzené sité jsou urdeny dife-
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rencidlni rovnici 2,2_; = 0. K dokondeni dikazu piedchizejici véty stadi tedy
ukazati, Ze vlastnost 2° je nutnou a postatujici podminkou k tomu, aby vse-
chny uvaZované kruznice norméalni k¥ivosti plochy M, mély v piislusné ne-
eukleidovské metrice konstantni poloméry.

Ukazeme nejprve, Ze sdruZend sit minimdlnich k¥ivek na plose M, prostoru
S;m+1 Mé oba invarianty stejné a konstantni. Na zdkladé rovnic (5) lze pro
jednoduchost poloZiti 4 = 1 a z (6) pak vychézi w,, = 0. Odtud plyne vzhle-
dem k rovnicim struktury prostoru Ss,.s, Ze 2, a 2_; jsou tplnymi diferencidly,
a miZeme proto poloziti 2, = du, 2_; = dv. Ze soustavy (9) pak vychdzi
M,, = — }cM a odtud pro invarianty uvazované sité plyne b = &k = — }c. Sit
minimalnich kiivek na plose M; mé tedy skutedns oba invarianty stejné a kon-
stantni.

Predpokladdejme naopak, Ze sdruzend sit kiivek @, = 0 a 2_, = 0 na ploSe,

urdené v projektivnim prostoru P,,,., soustavou diferencidlnich rovnic (9), m4s
oba invarianty stejné a konstantni. PoloZime-li 2, = e? du, Q_, = e?dv,
obdrZime snadno z rovnic struktury iw,, = ¢, du — p, dv a ze soustavy (9)
odvodime rovnici M, = — }ce?* <M, z niZ ziskdme pro uvazované invarianty
hednoty b = k = — jcer+2. Z rovnic struktury uzitych na formu w,, obdrzime
po jednoduchém vypodétu
(10) (p + Q)uv = %(ZRg - C) erte.
Ponévad? invarianty A, k jsou konstantni, je také p 4 g konstantni a to na-
stane podle (10) pravé tehdy, kdy% 2R} — ¢ = 0. Je tedy R, konstantni a odtud
na zéklads rovnic (3) postupné odvodime, Ze viechny veliéiny R, vyskytujici se
v soustavé (9) jsou konstantni. P¥edchédzejicimi ivahami je provedena zbyva-
jici éast dukazu véty 1.

Pravé dokézand véta je pHimym rozsifenim vysledku odvozeného O. Borav-
kou v pojednéni [1].

5. Pristoupime nyni k zji§téni charakteristickych projektivnich vlastnosti
ploch M, s m — 1 kruZnicemi normdlni{ ki'ivosti konstantniho poloméru a dok4-
Zeme za tim tdelem tuto vétu:

Véta 2. Plocha (2m + 1)-rozmérného projektivnitho prostoru Pyy,., miuZe bijts
definovdna jako minimdint plocha M, s m — 1 kruznicemi normdini kfiwosts
konstantniho poloméru, vnofend do (2m -+ 1)-rozmérného neeukleidovského pro-
St0rU Somq, tehdy a jen tehdy, kdyf na ni existuje sdrufend sit majict tyto viast-
nosti: 1° Jest autopoldrné vzhledem k reguldrni kvadrice A prostorw Py, .., jejé prond,
druhé, ..., m-té laplaceovské tramsformace ezt na kvadrice A a jeji poslowpnost
laplaceovskych transformact se ukondt v jednom sméru po mitransformacich Goursa-
tovym zphsobem a v druhém sméru po m —+ 1 transformacich Laplaceovim zpd-
sobem; 2° Kfivky, v jejiché sméru se prislusnd posloupnost ukonét Goursatovym
zphisobem, jsow raciondlni normdlni kiivky vnofené do linedrnich podprostori
dimense m projektivniho prostoru Py, ;.
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Dukaz. P¥i dikazu této v&ty vyjdeme z vysledku odvozeného ve vété 3.5
z pojednani [4], kde jest ukédzano, Ze existence sdruzené sité s vliastnosti 1° na
ploSe projektivniho prostoru P,,.; je nutnou a postadujici podminkou k tomu,
aby plocha prostoru P,,.,; mohla byti povaZovédna za minimélni plochu M,
sm — 1 kruZnicemi normalni k¥ivosti, vno¥enou do neeukleidovského prostoru
Som+1- Uvedené vlastnosti jsou analyticky vyjadieny p¥i vhodné volbé po-
hyblivého reperu soustavou diferencidlnich rovnic (9) s podminkami integrabi-
lity (3), pfi ¢em% pravé jedna z funkei 4, B v (4) je rovna nule; v daliim se opét
. omezime na dfive uvazovany p¥ipad 4 = 0, B == 0. Podobné jako v piedcha-
zejicim piipadé jsou kiivky uvedené sdruZené sité dany rovnici 2,Q2_;, = 0
a v neeukleidovské metrice uréené kvadrikou Ajsou minimalnimi k¥ivkami na
uvazované plofe. K dokondeni dikazu piedchizejici véty je tedy t¥eba doké-
zati, Ze vlastnost 2° je nutnou a postaéujici podminkou k tomu, aby poloméry
vSech krusnic normélni k¥ivosti plochy M, byly v pfislu$né neeukleidovské
metrice konstantni.

Dokazeme nejprve, Ze ki'ivky Q, = 0, v jejichZ sméru se posloupnost lapla-
ceovskych transformaci sité minimélnich k¥ivek na ploSe M, ukonéi Goursato-
vym zpusobem, jsou raciondlni normélni k¥ivky linedrnich podprostori di-
mense 7. Vzhledem k pfedpokladu 4 = 0, B == 0 a vzhledem k posledni rov-
nici (5) 1ze bez Gjmy na obecnosti poloZiti B = 1, takZe forma w,, je linedrné
zavisld na Q,. Podél libovolné kiivky soustavy £, = 0 na uvaZované ploSe je
tedy w,, = 0 a z rovnic struktury pak vyplyva, Ze podél této kiivky je Q_,
tplnym diferencidlem. KaZd4 z uvazovanych kiivek jest uréena soustavou
diferencidlnich rovnic (9), v niZ je tfeba podle (4) dosaditi 2, = 0, Wy 5 = O
(k=1,2,...,Mm), Oy omi1 & " Ogpm ;s = 0. PoloZime-li jesté 2_, =dv a
oznadime-li é4rkou derivace podle v, dostaneme tim zvlasté soustavu diferen-
cidlnich rovnic
(11) M =3iE,, E.=RUE,,,, E,=0 (k=1,2,...,m—1),

z ni% se bezprostiedns zjisti, Ze uvaZovana kiivka je vnotena do linedrntho pod-
prostoru dimense m vnofeného do projektivniho rozsffeni P,,, ., prostoru Sy,.;-
Ze soustavy (11) vychézi déle diferencidlni rovnice M™*1) = 0, jejim# obec-
nym integrilem je polynom stupné m v proménné v tvaru M = C, 4+ C,v +
4+ ... 4+ Cpv™. Odtud je patrno, Ze uvazovani kfivka £, = 0 na plode M, je
raciondlni normalni k¥ivka stupné m.

Predpoklidejme naopak, Ze kiivky 2, = 0 na ploSe, urdené v projektivnim
prostoru P,,, ., soustavou diferencidlnich rovnic (9), jsou raciondlnimi norm4l-
nimi k¥ivkami vnofenymi do linedrnich podprostorit dimense m prostoru Py, ;-
Abychom zjednodusili nésledujici vypotty, zavedeme bod Z, tim, Ze poloZime
M = }FE,. Ze soustavy (9) snadno plyne, Ze viechny oskulaéni prostory ¥ddu
alesponl m libovolné z uvazovanych kiivek maji dimensi m a Ze tedy tyto kiivky
jsou vnofeny do-linedrnich podprostori dimense 7 prostaru Py, ;.
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Pohybuje-li se bod E, po urdité kfivece soustavy 2, = 0, je podle (4) a (9)
(12) B, = — iwy 1 mbi + ‘Rk‘Q—lEk+1 s
dE, = — i0sm_yombm (k=1,2,...,m — 1)

a odtud plyne, Ze bod E, neméni svou polohu a Ze prostor [E.H, ... E,] je
pevny. Priradme ke kadé piimce [EyE,,] pohyblivy reper tvoreny primkami
[E;E,] (j=0,1,...,m — 1) prochdzejicimi pevnym bodem E, a leZicimi
v pevném prostoru [E,E, ... B, ]. UZijeme-li soustavy diferencidlnich rovnic (9)
s 2, = 0, dostaneme po jednoduchém vypodtu

(13) d[EE,] = — iosm_ymlBoln] + Q_[E\E,],

d[E;_,E,] = — UWsp—3,20—2 T+ wzm-l,zm)[Ek—1Em] + Ry Q_,[EE,] ,

d[Em—lEm] = - ":(wzm—s,zm—z + wzm-—l.Zm)[Em—lEm] (k: 27 3: ceey M— 1) .

Ponévadz uvaZovand kfivka je raciondlni normélni k¥ivkou stupné m, je

piibuznost mezi body E, lezicimi na tedndch kfivky v bodech E, a p¥imkami
[EE,] projektivitou. Abychom nafli analytické podminky pro to, aby pf¥i-
buznost mezi body E, a p¥imkami [E,E,,] byla projektivitou, piepi§me pied-
chazejici dvé soustavy diferencidlnich rovnic tim, Ze misto bodu E; (j = 2,

1
RR,...R;_,
ze soustavy diferenciadlnich rovnic (12) ekvivalentni soustavu tvaru

dB, = — iw,E, + Q,E,,

df, = (TE—I + ...+ B e 716027;—1,%) B+ Q_ B,
1 k-1

dE,
E,
a soustavu diferencidlnich rovnic (13) nahradime soustavou
d[EoEm] = - inm—l,Zm[EoEm] -+ Q-l[ElEm] s

A[BB,] = — (012 + Oanyen)BiE,] + QL[E,E,],

dR dR,_ .
d[Ek-lEm] = (—R—ll + .+ R: : . Wok_3,0k-2 + wzm-—l,zm) [Ek—lEm] + .

+ QL [EE,],

— . Wym_gam—2 + @om—1,2, (B 1 Bm]

(k=3,4,..,m—1).
Z predchézejicich dvou soustav plyne, Ze uvaZovand p¥ibuznost je projekti-
vitou tehdy a jen tehdy, kdyz

dR .
(14) —R—E + 1(wys + Wop—1,2k w2k+1.2k+2) =0 (k =12,..,m— 1).
%

3, ..., m) zavedeme bod E ;. Po jednoduchém vypodtu dostaneme

dEm= ( + o + iﬁéﬂ:}— - iwﬁm—lﬂm) Em (k = 2: 3! ceny M — 1)
m—1

dR," dR,,_
d[E —I-Em]:=('-'RT:;-l + ...+ R 2

m—2
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Z tvaru téchto rovnic plyne, Ze jejich vnéjim diferencovanim dostaneme tytéz
vztahy jako vnéjSim diferencovinim soustavy rovnic w;, 4 @ax—g0r —
— Wopyraese = 0 (k= 1,2,..., m — 1), kterd je viak ekvivalentni se soustavou
rovnic napsanych v prvnim ¥4dku (4). Odtud plyne, ¥e z rovnic (14) ziskdme
vnéjiim diferencovanim prvni dv& rovnice (5), v nichz 4 = 0, a Ze tedy vS3e-
chny veli¢iny R, (k= 1, 2, ..., m — 1) jsou konstantni. Ptedchazejicimi tva-
hami je dokonden dikaz véty 2.

Dokézand véta je rozsitenim vysledku odvozeného O. Bortvkou v pojed-
nanf [1].

6. Postupu dikazu piedchéazejici véty lze pouziti také v piipadé ploch,
které jsou definovany soustavou (9) za predpokladu, Ze obé funkce 4, B v (4)
jsou soudasné rovny nule. Tyto plochy jsou vnofeny do prostoru S,, dimense
2m a byly v predchazejicich tvahach vylouéeny. Pro tyto plochy se pfislusné
posloupnost laplaceovskych transformaci sdruzené sité ukonéi v obou smérech
po m transformacich Goursatovym zpusobem a vSechny kiivky tvoifci sdru-
Zenou sit na ploSe jsou raciondlnimi normélnimi kiivkami vno¥enymi do m-roz-
mérnych prostort.
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Peszome

3AMEYAHUME O MUHUMAJIBHBIX IIOBEPXHOCTAX
C OKPVHHOCTAMUI HOPMAJIbHOM KPUBU3HBI
IIOCTOAHHOTO PAIUYCA :

KAPEJI CBOBOJIA (Karel Svoboda), Bpro

B macroameit pabore m3yJaioTcs MEHEMalbHBe mosepxEocTH M ¢ m — 1
OKPY;KHOCTAMM HOPMANbHOM KPWBH3HLI IOCTOAHHBIX pafHycoB, HOIpYXKeH-
HBle B (2m -+ 1)-MepHOe TpOCTPaHCTBO S, ., IOCTOSHHOM KPHUBH3HEL OTH
IOBEPXHOCTH OIpeJelIeHE CHUCTeMOR muddepeRnEaTbLEEIX ypaBEeHEHE (9), KO-
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s¢PunueHTH KOTOPOH BHIIONHAIT cooTHOmeHus (4). [loBepxrocts M o06o3Ha-
gyena gepe3 M, mnw gepes M, cMOTPS IO TOMY, OTIHYHE nu o6e ¢yErumn 4, B
B (4) OT HyJA WM paBHA J¥ HMEHHO OJHA M3 HUX TOKIECTBEHHO HYIIO.

HeoGxomuMble W HOCTATOYHBIE YCIOBHA JJiA TOro, 9rTOOH IOBEPXHOCTH
HOPOEKTUBHOTO IIPOCTPAHCTBA Py, ; MOrIIa OHTE OLpeJelieHa KaK MUHEMAJIbHAS
MOBEPXHOCTh ¢ M — 1 OKPYIRHOCTAME HOPMAJIBHOM KPUBU3HEI HEeBRIMIOBA
TIPOCTPAHCTBA Syp,.q, COTEPIKATCH B TeOpPeMaX, HOKasaHHBIX B pabore [4]. Haa
TOrO, 9TO6H pajgmychl OKPYMKHOCTeH HOPMAJIBHOH KpPUBHU3HEL HOBEPXHOCTH
M OHIE DOCTOAHHEIME, HeOOXOOMMO H MJOCTATOYHO, dYTOOBL — B clydae
moBepxroctd M, — WHBapHAHTH COOPAMKEHHOH cers, o6pasOBaHHON MHHU-
MAJIbHBIME KPUBBIME, GBI OJMHAKOBEL I IOCTOSHHEI, WX 9TOOE — B CiIydae
nosepxHoctn M, — KpuBBle, B HaOPaBIeHHH KOTODPHIX IIOCIEJ0OBATENIBLHOCTH
npeobpaszoBarnit Jlamnaca compsskeHHOH cerw, 06Pa30BaHHON MUHUMAILHEIMY
KPUBHMHE, OKOHueHA 1o cunocoby I'ypecara, GEIM panmoHaIbHEIMA HOPMAJIbHEI-
MU KPEBBIMZ JWHEHHEIX OPOCTPAHCTB Pa3MepPHOCTH M.

Résumé

REMARQUE SUR LES SURFACES MINIMA A CIRCONFERENCES
DE COURBURE NORMALE DE RAYON CONSTANT

KAReL SvoBoDA, Brno

Dans ce Mémoire, on étudie les surfaces minima M & m — 1 circonférences de
courbure normale de rayons constants qui se trouvent plongées dans un espace
Symi1 & 2m + 1 dimensions & courbure constante. Ces surfaces sont détermi-
nées par le systéme d’équations différentielles (9) dont les coefficients satisfont
aux relations (4). On désigne la surface M par M, ou bien M, suivant que les
deux fonctions 4, B dans (4) sont différentes de zéro ou bien précisément une
de ces fonctions s’annule identiquement.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une surface de I’espace pro-
jectif Py, puisse étre définie comme une surface minimum & m — 1 circon-
férences de courbure normale d’un espace non-euclidien S,,,., sont fournies par
les théorémes démontrés dans le Mémoire [4]. Pour que les rayons des circon-
férences de courbure normale d’une surface M soient constants, il faut et il suffit
que — dans le cas d’une surface M; — les invariants du réseau conjugué formé
par les courbes minima soient égaux et constants, ou bien que — dans le cas
d’une surface M, — les courbes, dans le sens desquelles la suite des transforma-
tions laplaciennes du réseau conjugué formé par les courbes minima s’arréte de
la maniére de Goursat, soient des courbes rationnelles normales d’un sous-
espace linéaire & m dimensions.
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