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ZOBECNENI VETY J. KOROUSE

(Vlastni referat T. FreEve, kandiddta matematickych véd Matematické a technické
university v Budapesti, o pfednésce konané dne 29. dubna 1959 na Matematicko-fysikélni
fakulté Karlovy university v Praze)

UvaZujme dileZitou vétu J. KoroUSE (viz [1]), kterou miZeme takto krdtce formulo-
vat:

Budte p(x) e L[—1, 1] a g(x) e L[—1, 1] dvé nezdporné vdhové funkce, pro které plati
= 1@ - <
0<Zl=<__l(x)_p(z)§lz, 121, (1)
a Ze pro pevny bod z, e [—1, 1] plati A
[4(@) — 2o < Cilo — 2] - ®

Potom muieme odhadnout v bodé x, vzhledem k p resp. g ortonormdini polynomy p,(x) resp.
g.(2) (n = 1, 2, ...) v ndsledujicim tvaru:

1 1
[Palze)| < Oy Zolqw(wo)l s @) < 5 2, 1Dy (@o)| - 3)

V=

Pomoci této véty se mohou pii zkoumséni stejnomérné omezenosti posloupnosti orto-
normélnich polynomt diskutovati lokdlni a globdlni pfedpoklady vzdjemné nezévisle
vzhledem k odpovidajicim vdhovym funkeim. MuZe se to je$té lehéeji udélat ve smyslu
globélnich predpokladi v pFipads, Ze plati (1), ve smyslu lokdlnich pfedpokladi, pokud
se (2) zeslabi. )

Uva¥ujme nyni nejprve pozadavek (1). Proto¥e je asymptotické vyjadieni pf(z)
ortonormélnich Jakobiovych polynomd s vahou (1 + x)*(1 — z)# dobfe zndmo, je po-
moci tohoto vyjddieni a pomoci véty Korousovy hned vidét, Ze pro ortonormélni poly-
nomy s vahou

w(@) = (1 + 2)%(1 — 2)? y(z) (4)
plati nerovnost
1
2 w(z) dz . _
[w,,m TToraoar S0 =12 5)

v piipadé, Ze y(x) spliuje v [—1, —1 + 6] a [1 — §, 1] Lipschitzovu podminku s expo-
nentem 1, déle plati

1 1
°‘>"1,ﬁ>—1,0‘+7’>"1»ﬂ+6>—1:'}’<_16<

§ .
Odtud ale hned plyne, Ze se miZe (1) nahradit pfedpoklady
Os(1 + 2)11 (1 — 2)® S p@) < C(1 + @)% (1 — 2), *)
Ca(1 + 2)22( 1 — 2)B2 < g() < Cs(1 + 2)% (1 — )0,
kde
—l<yu=4,<a;+%, —1<b;<B;<b;+1, (¢6=12).
Sumace v (3) jde v8ak potom ne do v = 1, nybrZz do néjakého celého éisla » = s na ex-
ponentu v (1*) nezévislého.

. Tak se ale umo#ni, Ze miZeme na zéklad$ transformace x = cos 9 problémy uvaZovat
na jednotkové kruZnici. ProtoZe na jednotkové kruZnici je jednoduSe umoZnéno posu-
nuti a odpovidajici Jakobiovy polynomy pro feSeni okrajového vlivu maji na jednotkové
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Ny

kruznici lep$i asymptotiku, mifeme (1*) roziifit tak, Ze p(x) & g(x) maji.koneény podet
nulovych bodu a singularit (majorisovatelnych a minorisovatelnych mocninnymi funkece-
mi), a aby rozdil odpovidajicich exponentt byl nejen mensi ne 1, nybr¥ men$f ne¥ 1.

Predpoklddejme nyni ddle, Ze log p e L[—1, 1] a log g e L[— 1, 1]. Potom mtZeme (1)
také nahradit nédsledujicimi podminkami:
4 4 .
bud je %m»%—ﬁmmné%m@d@@%—w%@ﬂg@u (1%%)

a déle A(xzy) > 0, A(z) eLG, l( )

nému na, Jednotkovou kruzmcl

€ Ly,. Dikaz je obdobny dikazu Korousovu aplikova-

Abychom nyni déle oslabili (1), potiebujeme dutleZitou nerovnost Szegsho, resp.
zobecnéni této nerovnosti. G. Szeed nalezl, Ze (viz [2])

max  |20(0)+ pe(a)® = M,(g; a; 4 )
o(2)e Hy*()

(kde 2, 4 a a jsou libovolnd komplexni #isla, HY(p) oznaduje t¥idu polynomu rejvyse
n-tého ¥édu, pro které plati

1 [
— [IpeP ey dt =1, 0=p)cLs, logpels
A _

zévisi monotonné na funkei g, tj. Ze

n(q): a’ l :u) ('/1, as A ”’) b4
pokud ¢ = y. Odtud ale hned plyne odhad, ktery pouzxvé. Szego vicekrdt, tj. odhad
sn (s 0; @) — s,(p; 05 ) * =
= [8,(y5 05 0) — s,(9; 0; 0)] . [5,(w; a5 @) — 8,(9; @5 Q)] ,

kde {9, (2)} resp. {¥,(2)} jsou vzhledem k ¢ resp. k y na jednotkové kruZnici posioup;
nosti ortonormélnich polynomu, a déle je '

©)

nmtn—2¢m¢(

V=

Tato Szegdho nerovnost se muZe v jistém ohledu oprostit od podminky monotonie:
Oznadéme ,,(t) nezdporny trigonometricky polynom, A,,(z) tzv. ,,normalisovanou represen- -
taci‘ polynomu =, (viz [2]):

hp(2) € Hyy 5 |l (€80)2 = 7y (2) , |y (reit)] > 0,
pro 0 <r <1, h,(0) > 0. Pak plati pro @(¢) € Loy, log ¢ € Lo, a 5(t) = @(t) . 7,(t) né-
sledujici nerovnost:
lsn+m((p§ O; a’) - hm(o) h’m(a) 6’n(’75 0; a),2 é
< 18 emnl(@3 05 0) — B2,(0) 8,(75 05 0)] - |85 4 (@3 05 @) — [ (@)[? 8, (15 a5 @)] -
Pomoci (6) a (7) se miiZe snadno dokdzat, Ze (1) miZe byt také nahrazeno nésledujicim
poZadavkem:

(7)

M) = (@) - Ao(z) 5 Axo) > O, (1%**)
N, N+M
0= Oun e — ;% S 4(@) e Loy =25 Cyof n lo — %;|% = 25(2) € Ron = 3, (1¥*%)

J=1 i=N+1
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kde %; +x, (j=1,2,...,N +-M) jsou libovolné body a 0 <a;, (j=1,2,...,N),
0=b;<1,(j=N4+1,N+4+2,...,N + M) libovolné konstanty. Neni také t87ké si
oveiit, Ze (1¥*) a (1%%*) se mohou té% kombinovat na misté po¥adavku (1).

Tak se velmi rozii¥i poufitelnost Korousovy véty ve smyslu globalnich pozadavki
na véhu.

Neni také t8Zké nahlédnout, Ze se (2) mlZe nahradit bud pomoci

4
Vp@) V1 ==p,@) <0y,

nebo
—_— 4 —

Va@) V1= 2g,(@)| < O, (2%)

a
[B(z) — k(z,)] = 12— 2]t . oz — 2)) ,
! 2,
t

kde w(t) znaéi monotonné k nule se bliZici funkei, pro kterou existuje lim iUl ds.

&0

Dile se mtZe (2) také nahradit tvrzenim, Ze A(z) sphiuje na [2, — 0%, + 6] 0 [—1;1]
Dini-Lipschitzovu podminku.

Aplikujeme-li nyni Korousovu tGvahu a nerovnost (7), déle nékteré lehké pomocné
teoretické véty o aproximaci a nahradime-li (2) nerovnosti

@) — A@)| = Cuslew — ml*,  Alwg) > 0, (8%)

4 4
resp. bud Vp(x) Vl — a2 |p,(x)] < C,, nebo Vqu”/l — 22 |g(z)] = Cyp , & kromsd toho
piedpokldddme-li, Ze '

[A@) — Azo)| = Cral® — 2| . (|2 — z]) ,
a déle zachovame-li jednu z podminek (1), (1¥*), (1**), (1***), pak dostaneme asympto-
tické analogon Korousovy véty:

Posloupnost {q,(x,)} md prdvé tehdy asymptotické vyjddient, jestlize je md {p,(x)} o
naopak.

Bud jesté konedné poznamendno, %e ve specidlnim p¥ipad$ (napf. p(z) = const) mu-
Zeme (8%*) jeSté velmi zostfit. Nerovnost (8%) je totiZ v tomto specidlnim piipadé talké
nahraditelnd pomoci (2*) nebo pomoci '

4
V2@ [T =2 g,@)] < Cr.  [k(@) — blzy)| < ollz — )] - (8%%*)

Poznamenejme pak jeSté déle, Ze (8***) neni ddle uZ zost¥itelné, pokud plati Sté€klovova
domnsénka.
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