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Casopis pro p¥stovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

POZNAMKA O EXISTENCI MNOHOUHELNTKA

VACLAV HAVEL, Praha.
(Doglo dne 30. Servna 1955.) DT:513.8342

Clanek se zabyvé zji¥ténim nutnych a postadujicich podminek, aby
dané &isla bylo moZno poklddat za velikosti tthla rovinného mnoho-
thelnika. Problém souvisi s ¢ldnkem ALFREDA RENYIHO, Pozndmka
o thlech mnohotihelnika (Casopis pro p¥stovéani matematiky, 78
(1953), str. 305—306).

_ Nejprve zavedeme n&kolik pojmi: Je-li 4,, 4,, ..., 4, koneéné posloupnost
bodu eukleidovské roviny, pfi éem% dva po sob& jdouci body jsou vZdy od sebe
ruzné, pak posloupnost uselek Ay 4,, 4,4,,...,A4, 4, nazveme lomenou
éarou; i-tym dhlem této lomené 8ary budeme rozumét kladn¥ orientovany tihel

vektora A4, ,4;,, 4;4,,; (1=1,...,n —1). Lomenou &ru prohlisime za
mnohothelnik, plati-i A, = A4,. Viz
obr. 1.

Nyni sformulujeme problém, jeho%
feSenim se budeme zabyvat: Za jakyjch
podminek lze dand &isla @y, @a, - -+ P
pokladat za velikostt prvntho, druhého,
«esy (n — 1)-tého 1hlu nékterého mmnoho-
vhelnika m (n > 4)?%

NeZ ptistoupime k FeSeni problé-
mu, provedeme nékolik pfedb&znych 0=A, A,
tvah. :

Predpokladejme, %e v dané rovind Obr. 1.

jsou zavedeny kartézské soufadnice.
Je-li 4,4,, A,4,, ..., A, A, lomens &ira, pak oznadme v,, w, obd soutadnice
bodu A, a predpoklddejme, %e plati v, = wy = w, = 0 < v,; déle oznadme d,
délku tsetky A;4:11 & @, velikost i-tého thlu dané lomené &iry. Pak pro
i = 2, 3, ..., n plati rovnice

v, = dy + d, 008 @, + dy 008 (@, + ‘Pn) + ... + d¢y cos (% + o+ @),
w; = d, sin ¢, + ds sin (1 + @3) + . + d;_, sin (p;, + . + Pi1) -
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(Bod 4, lze totiZ sestrojit jako koncovy bod vektoru o poditeénim bodu
A,_,, délce d;_, a sm&rovém thlu Velikosti ¢, + ... + ¢,_,. Tedy plati
v = vy +d;y008 (P + ... + @),
Wy =w;_y +d;y8in(p + ... +9i).
Z toho a z rovnic v, = dy, w, = 0 plynou jiZ ob& rovnice hledansé.)
Jako disledek dostaneme ekviva-

-_A3 lence

Ay = A, <v, = w, =0<d, +
1A + d; cos @, + dy cos (p, + @a) +
F\f +..tdpycos(pF ... F@Pag)=
O, LY L, =0=d;sing, +dysin(p, +¢d) +
) A’ o4t daysin (@ e+ @uy)
Vratme se nyni k pfedloZenému
+A problému a ozna¢me a; = cos (p; +
¢ + .o+ @), b; =sin (¢ + ... + @)
Podle prfedchoziho diusledku existuje
Obr. 2. mnohothelnik m prdvé tehdy, kdyz

rovnice
0T, + g%y + ... +Ap_1Zp, 1= —1, (A)
bz, + bz, + veiF by = 0 (B)

majt spolebné Fedent pouze s kladnymi kofeny. (Volba d, = 1 zfejmé neni na tikor
obecnosti.) Ozna¢me toto tvrzeni jako pomocné tvrzeni.

Budeme rozliSovat celkem &étyfi ptipady:

A =0y=...=0qp,_, =0, (1)
b,=bg=...=b,,_1=0, (2)
a, = Aby, ag = Ab,, ..., a,_, = Ab,_, projisté 1 + 0, (3)

ayb;, — aby, = d; ;, + 0 pro jisté indexy i, i, . (4)

iy,8g
Ztejm& pripad (1) nastivé pravé tehdy, kdyZ éisla ¢, + ... +¢@; ¢ =1
., — 1) jsou soudasné lichymi nésobky &isla 72—z, a tedy téZ pravs tehdy, kdyz

éislo’ @, je lichjrm nésobkem disla 7}- a tisla @y, @, ..., Pn-1 jsou celistvé né-

sobky disla . V pHpadé (1) nelze ové’em ravnici (A) splmt takte mnohovhelnik m
neexistuje. Viz obr. 2.

Ptipad (2) nastdvé pravé tehdy, kdy% cisla o+t (i =1..,n— 1)
jsou soudasn¥ celistvymi ndsobky ¢isla z, a tedy téﬁ pravé tehdy, kdyz ¢éisla
@1, Pai «+*» Pu_y jsou soulasns celistvymi ndsobky &isla.z. Plati-li (2), pak rovnice
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(B) je splndna identicky a dale plati |a,| = |ay| = ... = Ia,,,xl = 1. Mnoho-
thelnik m pak existuje, pravé kdy% existuji kladnd disla &y, @g - Tn—, Felicf
rovnici (A). Tedy: V pfipadé (2) existuje mnohotdhelnik m prdvé tehdy, kdyZ
alesport jedno z éisel @; je lichym ndsobkem é&isla x. Viz obr. 3.

V ptipadd (3) rovnice (A), (B) zfejmé nemaji spoleéné Fedens, a tedy neexistuje
ant mnohothelntk m. Viz obr. 4.
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Necht nyni plati (4). Oznaéme M mnoZinu vSech uspofddanych pari (i,, tg),
pro n&% d; ;. + 0. Refenim rovnic

a2 +ax, = —1, (4:,5,)
b~1x- + b-ac- = 0 (Bil,t.)
jsou kofeny z; = — b, d;"}, x, = b, d, ;. RozliSujme dv& alternativy:
z, + 0 #* x,, pro jistou dvojici (I}, ly)e M, (4,1)
x; x; = 0 pro kazdou dvojici (i,, ;) e M . (4,2)

Predpokladejme, Ze plati kromé (4) jesté (4,1). Rovnice (A), (B) lze pokladat za
rovnice jistych nadrovin eukleidovského soufadnicového prostoru Z£,_;.
Prinik y téchto nadrovin je podprostorem o dimensi n — 3. Je-li (¢,, %,) € M,
pak oznatme B; ; bod, ktery mé i,-tou soufadnici z;,i,-tou soufadnici z;,
a ktery ma ostatni soutadnice nulové. Jednobodovd mnozina {B; ,} je pri-
nikem prostoru y se soufadnicovou rovinou g; ;, obsahujici ¢,-tou a ¢,-tou sou-
fadnicovou osu. Je-li (j;, jo) none M, pak y n g; ;, = 9. K tomu, aby prostor y
obsahoval bod se v8emi soufadnicemi kladnymi, je nutné i staéi, aby alespori
jeden z bodi B, ;, mél dvé soutadnice kladné. Podle nasi interpretace je tim
dokézano, e k tomu, aby rovnice (A), (B) mély spoleéné fefeni pouze s klad-
nymi kofeny, je nutné i staci, aby existovala dvojice (¢, £;) e M tak, Ze kofeny
:’vtl’, x,, soustavy rovnic (4, ,,), (B, 1) jsou oba kladné. Aviak zminéné kofeny
jsou kladné pravé v tom prlpadé kdyz sg b, = —sgb, =sgd,, (jak plyne

1
snadno z rovnic z, = — by B @ bc,dt,,cg)
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Obr. 7. ' ’ Obr. 8.

" Podle pomocného tvrzeni mufeme sviij vysledek pieformulovat: Pla#i-ls
(4), (4,1), pak mnohothelntk m existuje v tom a jen v tom pFipadé, kdyZ existujé
sndexy t,, t; tak, Ze sg b, = —sgb, =sgd, . + 0.
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Necht nyni platf soudasné ob§ podminky (4), (4,2). Oznadme 7,, 7y, ..., T,
{r <n — 1) indexy t&ch koeficienti b,, které jsou nulové. Podle definice mno-
%iny M platf (3, t5) € M pravé tehdy, je-lid, ,, + 0. Tedy pro ka%dé (k,, k) non
€ M plati dy x, = 0, t. j. aybe, — a, b, = 0. AvSak &isla 7y, 7, ..., 7, 86 Vysky-
tuji prave ve dvojicich (z,, 3) € M. Tedy pro vlecky indexy 4+ rizné od 7y, 74,
.+ T, plati rovnice a; = Ab; (4 je jisté nenulové éislo).

Vynésobme rovnici (B) éislem A a odeét&éme ji pak od rovnice (A); dostaneme
tak rovnici '

a, 2, +a,x, +...+a,x, =—1. (A")
Soustava (A), (B) je ekvivalentni se soustavou (A’), (B). Aviak soustavu (A'),
(B) 1ze Fesit tak, Ze roziesime obs rovnice (A’), (B) nezévisle na sob& (neobsahuji
totiZ Zddnou spoleénou nezndmou). Z¥ejm& rovnice (A') mé fefeni pouze s klad-
nymi kofeny pravé v tom piipadd, kdy% alespoii jeden z koeficientd a,, je zé-
porny. Obdobns rovnice (B) ma FeSeni pouze s kladnymi kofeny pravé tehdy,
kdy# aspon jeden z koeficientit b; je kladny a aspoil jeden zédporny.

Podle pomoeného tvrzeni lze tedy vyslovit vysledek: Necht plati (4), (4,2);
necht ddle z koeficients b, jsou nulové prévé ty, které maji indexy z,, 7, ..., T,
{r < n — 1). Pak mnohoihelnik m existuje pravé tehdy, kdyZ mezi koeficienty a.,
{j=1,...,r) je aspor jeden zdporny a mez koeficienty b, (1 =1,...,n — 1)
asport jeden kladny a jeden zdporny.

Poznamenejme jeSté na zavér, Ze vzhledem k vyznamu koeficientt a;, b,
plati za predpokladu ¢, < iy rovnice d; ;, = — sin (p;, + ... + @y).

Poznédmka. Na obr. 5—8 je zndzornén ptipad n — 4, kdy pfimka y ob-
sahuje v prvnim oktant® bud polopiimku r nebo alespoini usedku r.

409



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T14:17:42+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




