Casopis pro péstovani matematiky

Alfons Hyska
Poznamka k numerickému feSeni rovnic

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 81 (1956), No. 2, 229--240

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117191

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1956

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117191
http://project.dml.cz

Casopis pro p¥stovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

POZNAMKA K NUMERICKEMU RESENI ROVNIC

ALFONS HYSKA, Olomoue. *
(Doslo dne 6. ¢ervence 1955.) DT : 512.34, 518.6

Pfi numerickém FeSeni rovnic jako p¥i vSech pribliZnych vypoétech
je kroms uréeni vysledku stejné diilleZité udat nepiesnost vysledku. Ale
o tom se v tomto pfipad$ zpravidla vibec nemluvi, stejn® jako p¥i ji-
nych ptibliznych vypoétech. Tak3 v poslednim pojednéni o numerickém
feSeni rovnic (viz [5]) uvadi Fr. BRANDLER zajimavé prikliZné metody
pro numerické FeSeni rovnic tietiho stupné, ale neuvadi, jak urdit ne-
presnost vysledku. A ukazuje také na jednom konkretnim ptiklads, Ze
nem4 valny prakticky vyznam uréovat aritmeticky primér vysledku,
ziskanych metodou regula falsi a metodou Newtonovou: UvéZime-li
podstatnou raznost obou metod, nemuZeme ani nic jiného oéekévat.

A ptece jiZz prof. M. LERcH pojednal o nepiesnosti pfi numerickém
vypodétu kofent rovnic a také v knize ,,Teorie a prakse numerického
pocitanic prof. V. LAsky a V. HRUSKY jsou uvahy o této nepfesnosti.

V tomto prispévku chei se touto nepresnosti zabyvat podrobngji a
opravit jednu pozndmku z citované knihy.

Vysetiovani nepfesnosti pfi numerickém vypoétu kofent nés povede
také k tomu, jak mtiZeme v praxi metody vypoétu kofentt zpfesnit.

A. Obecné dvahy. VySetiujme rovnici

fle) =0 (1)
a udifime o funkei f(x) tyto pfedpoklady:
1. f(x) ma v jistém okoli hledaného kofene z, derivace az do n-tého ¥adu
véetné (n = 1);
2. v tomto okoli hledaného kotene z, je viude
fx) +0; (2)
z toho plyne, Ze f(x) je aspoii v tomto okoli funkce prosté a proto také schopna
inverse. :
3. Zndme jiz piibliZnou hodnotu z; hledaného kofene, kterd oviem leZi
v uvedeném okoli spravné hodnoty z,.
Je snadno patrno, Ze tyto piredpoklady jsou zpravidla splnény a neomezuji
nijak feSeni problému.
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V uvaZovaném okoli bodu z, tedy plati

y=[fx) <= =94, (3)
. Yo= f(z) = 0, (3a)
v =f=x) <= 2, =9(y). (3b)

4. Utiime kone&n& posledni pfedpoklad, %e je mo#Zno inversni funkei g(¥)
rozvinout v Taylorovu fadu podle mocnin y — y;,:

x=g(y) = g(y,) + (g%) (¥ —y) + (g—;) w —2!3"12 +.o.

T (a7 (g — ) 4
+(dy"'1)1' n— 1) + ... (4)
P#i uréovani kofene dosadime sem g, = 0; podle (3a) a (3b) pak dostaneme
_ dg d*\ i
Ty = &y — (ag)lyl + (a?)l g1 +
_ dn—-lg y{l—l
— 1)1 e 4
+ ( 1) (dyn_l)l . (n . 1)‘ + ( a’)

Pro numericky vypodet potfebujeme je§té zndt derivace inversni funkce
g(y). Ty uréime snadno podle zakladnich pravidel diferencidlniho poétu (ptitom
budeme pouzivat obvyklého oznadeni éarek k oznadeni derivace podle nezavisle
proménné z):

dg 1 _ 1 _ 1
dy df  f=® vy’
X

& __v 1__¥v

dyz yI2 . y/ yl ’

dag ymyl 3yn2

W= ®)
d_ig— _ ylvyiz _ loymy”yr + 159”3
. dy4 - y/7 ’

dsg y'y's — 15y™y"y't — 10y"2%’% + 105y"y"%y' — 105y"*

a‘yg = — ' , atd.

V praxi s témito ¢leny vystadime. PouZijeme-li jesté indexu 1 k vyznadeni,
Ze se jednd o hodnoty funkce resp. jejich derivaci v bodé z = z,, pak misto
rozvoje (4a) miZeme psat po jednoduché Gpravé

” 2 m..r "
e U (n)(%) ¥ (%) (5 vy
o=ty (yi) (yi”)'m * (yi)'(yi’) ' 3!
— (?/_1) ( 2;)“ YT — 10y + 15y (6)
A 4! ’
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po piipadé i s méné ¢leny, kdyz se ndm nejedna o velikou pfesnost vysledku,.
na prf.

" 2
xoi%—%%‘(%)l-%-
1 !

Prvni dva é&leny vyrazu na pravé strané urluji vysledek podle metody
Newtonovy a tfeti élen udava zhruba nepiesnost tohoto vysledku.

V uvedeném délanku fesi Fr. Brandler rovnici
22 —3r+1=0

a vychazi z ptiblizné hodnoty z, = 0,35; k dané funkeci sestavme nejprve
tabulku jejich derivaci:

y=a22—3r+1, y =322—3, y'" =6z, y" =86;

viechny vyssi derivace jsou identicky rovny nule. Pro hodnotu z, = 0,35
dostaneme odtud:

Yy, = — 0007125, gy, =—26325, yl=+210, oy’ =+6.

K’ urdeni nejvétsi mozné nepresnosti uréime absolutni maximum absolutni
n

Y

hodnoty vyrazu = jako funkce proménné y. Tento vyraz je viak pravé opaény

’g
dy
k dalsi derivaci z té soustavy

d (yﬂ) _ gﬁg . ymy/ . 3?/”2 18

— L -2 Yy v - 2
olos) = — @ y,5 s (58 + 1) > 0

k vyrazu viz (5)) a jeho derivace pcdle proménné y je tedy také opacéna.

¥

v okoli bodu z,, nebof y; < 0. Funkce ?—/y,—a tedy v tom okoli stoupd; proy = y,

je to vSak &islo zdporné,

Y+ 210 .

¥~ (26828 O
hledanou absolutné maximalni hodnotu absolutni hodnoty tohoto vyrazu
tedy dostaneme, kdy% zvolime za y hodnotu nejmensi; ale (¥’ < 0 = y klesd).
nejmensi hodnotu veli¢iny y dostaneme, kdy% za proménnou z volime hodnotu

Y1

nejvétsi. Pro polovinu §ifky intervalu dostdvame

AN
Y

nejmensi hodnotu veli¢iny y dostaneme pti volbé z = 0,353

()

_ 0,007 125

2.63 25 = 0,003,

6.0,353 . )
mex 27(1—0,353)2 — 0,116 9
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neptesnost pfi vypoétu Newtonovou metodou je

0,007 1252

|Az| < 0,1169 . ——

= 0,033 .

Budeme tedy druhy élen g% potitat na 6 desetinnych mist:

1
€, = 0,35 — 0,002 706 = 0,347 294 ,
presnéjsi hodnota kotene je 0,347 296 4
a skutetnd nepresnost 0,000 0024 < 0,0%3.

Podle tupravy, kterou jsme provedli v rozvoji (6), pozname podle autoru
,»Teorie a prakse numerického politani‘‘ snadno, Ze tato Ffada konverguje
patrné tim rychleji, ¢im je mensi absolutni hodnota podilu (viz [3], str. 286)

9. = (7)

%N
y:*
Tento tsudek neni naprosto opravnén; jednak koeficienty

" ”Q

¥i o yiy -3yt yiy? — 109y + 15y,°

2’ 3! ’ 4! '
mohou svou velikosti vliv &initele ¢ zcela porusit, jak hned ukaZeme,
jednak neni vyraz v &itateli a jmenovateli stejného stupné.

V daném p¥ipads je |g;| = 0,007 125 : 2,6325% = 0,001 028, tedy &islo pom&rng
velmi malé. Pouzijeme-li k vypodtu presnéjdi hodnoty kofene &étyi ¢lent,
uréime opét nejprve maximalni nepiesnost. Uvahou obdobnou ptedeslé do-
staneme

|Az| < 0,0°120 ;
budeme tedy poditat kazdy &len pro jistotu na 12 desetinnych mist:

%, = 0,35 — 0,002 706 552 707
+ 0,000 002 921 823 — 0,000 000 013 840

0,350 002 921 823 — 0,002 706 566 547.,

2y, = 0,347 296 355 276 ;
spravnéji je
x = 0,347 296 355 333 ,
skutednd nepresnost tedy je 0,01057 < 0,0°120.
Potiebujeme-li znat kofen z, je§té pfesnéji, uréime kofeny rozvoje
‘ f@ — 25)
pomoci Hornerova schematu. Pfitom zpravidla cely vypodet rozdélime na
nékolik krokd, v daném p¥ipadé na t¥i:
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4=z — 035,
v =u -+ 0,0027, (8)
~w = v -+ 0,000 003 644 7 .

Jiz pfi druhém kroku dostaneme vhodnou rovnici (levou stranu ptislusné rov-
nice budeme oznadovat piislusnym velkym pismenem):

V =% 4 1,041 9 v2 — 2,628 148 13 v — 0,0%9 615 183 . (8a)

Pfitom budeme v dalsim vychézet od ptiblizné hodnoty kofene v, = 0 (pro
pivodni rovnici to tedy znadi, Ze vychazime od p¥iblizné hodnoty x, = 0,347 3).
Je tedy

V,=— 009615183, V,= —263814813, V,= -+ 2,0838,
Vi=6.
Piisludny podil je
sl = %’—; = 0,059 615 183 : 2,638 148 132 = 0,01 382 . (9)
1

Ji% pfi pouZiti prvnich t¥i élent dostaneme
|Av| = |Az| < 0,01635 .
Potitejme proto kazdy jednotlivy élen na 18 desetinnych mist:
zp== 0,3473
—0,000 003 644 671 385 454

0,347 296 355 328 614 546 :
-+0,000 000 000 005 246 185 (10)

z,== 0,347 296 355 333 860 731,
spravnéji je r== 0,347 296 355 333 860 697 ,

nepiesnost je tedy 0,01634 < 0,01635.
Ukazme jestd, jak velikost podilu |¢;| miZe klamat: Re§me rovnici 23 +
+ 28022 + 22 — 3 = 0 a volme za vychozi bod z, = 1:
Yy, =280, y,=0565, y,==566, y; =6,

0 = 280
U = 5652

tedy opét ¢islo pomérné malé. Ve skuteénosti dostaneme tento rozvoj:

= 0,03 877,

To=1
—0,495 6
—0,123 0
—0,060 9
—0,037 6
0,2829,
kdezto spravna hodnota je kolem 0,099 98.
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B. PFibliZné Feeni kvadratické rovnice. U kvadratické funkce je

f+9(@) = 0 (11)
pro kazdé ptirozené k a pro viechny hodnoty proménné x.
Pak je -
By g 3y a1y
CR o R v L e B 1 S

dy y dy y dy y (12)
dbg _ , 105y g 945y”
dys - ye dy® - y'1 >

Taylorova fada pro vypodet kofene tedy zni

oz ~(&)_i.(@)_(?f_ly§)_}_(zf_l) (u)_
Ty 2 "\y1) "\ 2 \yi) \y:?

R [V
8 \yi/ \y® 8 \yi/ \ y:? 16 " \y,/ \ 92

Tato Fada konverguje patrné tim rychleji, ¢im je mensi absolutni hodnota
podilu

YY1
y*

Igz| = ; (13a)

tento vyrok je jiz aspoii ¢4steéné opodstatnén. Koeficienty

1 1 5 7 21

2’ 2’ 8’ 8’ 16"
jsou d&isla, jejichZ podil je shora ohranien éislem 2, a ¢, je v &itdteli i jmeno-
vateli stejného stupné.

C. Vyjimeé&né pFipady. V nékterych vyjimeénych piipadech, kdyz je na pt.
kofen blizko nékterému jednoduchému raciondlnimu éislu, miZeme postu-
povat jedtd jinak. Funkei f(x) nahradime jinou funkei » = g(x), kterd necht
ma tyto vlastnosti:

1. mé tyz kofen x,;

2. mé n&které vyssi derivace, na p¥. uy, u; (po pip. ob&) rovny nule;

3. fada pro vypodet kofene pomoci funkce g(x) konverguje rychleji nez po-
moci funkee pivodni.

Druha a tfeti podminka maji ten vyznam, Ze v fadé (6) nékteré &leny vy-
mizi a pfi rychlejsi konvergenci staéi i k pfesnéjsimu uréeni hledaného kofene
nékolik malo prvnich &lend.

Prvni podmince vyhovuje na pf. i funkce

wEx)=ua.y, (14)
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kde a je konstanta; pfitom podil
e}
wi?

lg,| =

b

ktery udévaji autofi ,,Teorie a prakse numerického poé¢itini‘ jako charakte-
risticky k uréeni rychlosti konvergence uvazované fady, by byl pii a > 1

mensi nez pavodni podil (6a); je totiz

w=a.y = wh=qa.y"® (14a)
a odtud

w_1y
w eyt

Bylo by viak omylem se domnivat, Ze nova fada pro funkeci w konverguje
rychleji nez fada ptavodni; podle (14a) se ndsobi kaidd derivace funkce y
dislem a. V8imnéme si pfitom, Ze jednotlivé éleny fady (6) maji vyrazy v dita-
teli i jmenovateli homogenni vzhledem k proménnym y,, ¥, ¥y - .., & to v &ita-
teli i jmenovateli vidy stejného stupné. Je proto vhodnéjsi studovat vidy
podil
Uy .Uy

u,?

92 =

Vhodnou funkei, ktera pfi vhodném &isle £ vyhovuje nasim podminkam, je

Yy

-9 15
R (1)

pro kterou dostdvime

’ y, " y”(y + k) _ 2y'2
w=kK. —5—— w=k.
22 3 ’
y + k) (y + &) (150)
w1 LY TR — 6yy(y + k) + 6y
(y + k)t
Omezime-li se pro okamzik na piipad algebraické rovnice 3. stupné, je
y®*" = 0 pro kazdé prirozené k a pro viechny hodnoty proménné z. Pak
je
_ "ot 2 2} P ", . r4

wv =, =YYy TR — 6yy + 0)° + 36yTyy + k) — 24yt

(y + k)°
Konstantu & pak uréime tak, aby bylo w, = 0; vy$§i derivace v fad& (6) se
nam tim znaéné zjednodusi a kromé toho jeden ¢len fady vymizi. Piislusné
k, je dano vztahem

2y12
Y, + ky= l;}' (15¢)
Y1
Pii této volbé oznatme novou funkei
Y »
U = , U;=0. (16
Y+ ko ! )
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Pro kofen z, tak dostavame rozvoj
1178 V{74
To = Ty — Ui + g UUq - 4U!1[§]1;
Kdybychom mohli zanedbat vliv koeficienti _
Uy, oy, ..., (17)
mohli bychom soudit, Ze fada (16a) — poéinaje tietim &lenem — konverguje
patrnd tim rychleji, ¢im je v absolutni hodnoté mensi podil

U,
o7\
Ale koeficienty (17) ¢ini tento dsudek ilusornim.

Této metody muZeme s tspéchem pouZit tehdy, kdyZ se hledany koien
nalézé blizko vrcholu, kdy ostatni metody selhdvaji. Uvazme na p¥. rovnici
x% 4 280x2 4 2x — 3 = 0, kterou jsme jiz v prvni &asti Fefili. Jeji kladny
koten je blizko nuly a jeden vrchol grafického zndzornéni levé strany je také
blizko nuly, totiZz v bodé — 0,0037.

VypiSme nejprve hodnotu levé strany dané rovnice a jejich derivaci v bodé
2, =0y, = —3, yy = 2, y; = 560, y; = 6; vbod& z, = 1 je y, = 280.

Metodou regula falsi bychom dostali pro kofen p¥ibliznou hodnotu 4 0,0106,
metodou Newtonovou pak hodnotu jisté nespravnou + 1,5 (protoze kofen lezi
mezi 0 a 1). Také nade fada (6) v tomto piipads selhava: ¢, = — %, ale skutedné
prvni dleny fady jsou

(16a)

lgs| =

3 — 935+ 75 .235197....

Ani vypodet pomoci bodu z, = 1 nevede rychle k cili, jak jsme jiz diive ukazali.
Pro nasdi substituéni funkei dostaneme nejprve z rovnice (15c)

ko_3=71'0’: kozz’r](Tl,
U,=—210, U;=140.211
& odtud ptiblizné
" gs| =115,
tedy éislo dosti malé. Kromé toho uréime déle:
Uy = — 6.36.199.211.702, UY = 8.12.211.211. 19 599 .

Pomoci t&chto hodnot dostaneme
z, == 0,0071 4 0,0901 — 0,0070 = 0,0902,

také jesté &islo dost vzdélené spravné hodnoty 0,099 98, ale ze viech ostat-
nich vysledki nejblizi.

UvaZme koneéns gubstituéni funkei ve tvaru
v=y*, k>0, (18)
V=Fk.y-1 o " =kk— 1)y .y2+k.yly"; (19)
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odtud podil

" ky®2(k — 1)y'? ” 1 1 yy
QZ=1§§= Y [(kzyzk—zz'2+yy]=(l_—I?)_*——I_c-.%/;’—' (20)
Odtud vidime, %e se tato funkce sama nehodi k zjednoduseni numerického
vypod&tu. Ostatnd je to patrno i z toho, Ze kiivka (18) se pfi k£ > 1 dotyka
v bodé x = z, osy z, pfi k < 1 pak rovnobéiky s osou y.
Presto viak miZeme uvedené funkce p¥i vypodtu kofene pouzit. Volme dvé
mald k (na pf. 2 a 3) a z funkei

y, v=9", w=y (21)
sestavme linearni kombinaci
V=a.y+b.v4+c.w. (22)
Derivace této funkce budeme po‘éitat jako stejné linearni kombinace
Vo = ay® + b 4 cw® . (22a)

Konstanty a, b, ¢ pak volme tak, aby dv& derivace funkce V, totiz V" a V",
byly rovny nule.

Misto fady (5) pak dostaneme Fadu

Vv, W, v or

e A /A R R R (23)

U funkce V vSak zpravidla &isla VY, V7 a dalsi derivace v uvazovaném bodé
jsou disla pomérné velikd. Neni proto uéelné potitat dalsi &leny fady (23);
v jejim ,,podilu‘ vystupuje vyraz

=1

v

- T;‘i“ > (24)
ale to je vlastné prvni opravny ¢&len té fady. Jeji konvergence zavisi na tom,
jak blizko k hledanému kofenu jsme se jiz hodnotou z, p¥ibliZili.

Veelku muZeme ¥ici, Ze vyhodou fady (23) je to, %e po prvnim d&lenu dva
¢leny fady ptvodni vymizi — v tomto pfipadé je tedy urdovani kofene me-
todou Newtonovou mnohem presnéj§i neZz urdovéni kofene pomoci funkce
puvodni. Nevyhodou je oviem nutnost sestavit si tabulku derivaci jednotlivych
funkei y2 a y® a vysledné linedrni kombinace (22). -

Sestavme nejprve obecné vzorce pro derivace funkei y2 a y°.

v = y2 H w = ya ?

v = 2yy, : w = 3y,

v =2y + 2yy", w" = 6yy" + 3y*y",

’U”l — 6?/, . yll + 2y . yllr , wll/ — 6y13 + lsy . y/ . y” + 3y2y"/ ,

o= 6y"t - 8y .y" + 2.y,  w" =36y 18yy 2+ 24yy .y 3y,
W = 20y"y” + 10y .y~ + 2y .y, w =90y . y" + 60y”Y" + 60yy’y" +
+ 30yy’ .y + 3y%Y -
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UkaZzme pouziti této metody pii FeSeni rovnice ’
3+ 222+ 93z — 97 = 0.
Je tedy y = 2% 4 222 + 93z — 97, y = 322 + 4z -+ 93,
y' =6xr+ 4, Yy =6;
viechny dalsi derivace dané funkee jsou identicky rovny nule.
Jeden koten této rovnice je blizko é&islu 1:
z, =1, y;=~1, y1 =100, y; =10, 4 =6.

Podle poslednich vzorci si nyni snadno sestavime tuto tabulku:

;=1 funkce y funkee y? funkce 33
hodnota funkece ........... —1 +1 —1
hodnota 1. derivace ....... 4100 —200 + 300
hodnota 2. derivace ....... 10 +19 980 —59 970
hodnota 3. derivace ....... 6 5 988 5982 018
hodnota 4. derivace ....... 0 5400 3 583 800
hodnota 5. derivace ....... 0 1200 4 496 400
nésobime a-krét b-kréat c-krat

Nésobme hodnoty druhych a t¥etich derivaci po ¥ad¥ &isly a, b, c. Podminka
(22a) pak zni
10a + 19 980b — 59 970c = 0/.3
6a + 5988b -+ 5982018c = 0/.(—5)

30 0006 — 30 090 000c = 0 ;

ji vyhovuji na p¥. &isla ¢ =1, b = 1003, a k tomu je z prvni dané rovnice
a = 1997 997.

Sestavme si nyni tabulku hodnot funkce a jejich derivaci pro tuto linedrni
kombinaci V,:
V, =1998999, V;= —199999000, V;=Vy =0,
T = 9000 000 s Vi= 5700000.
Odtud jiz snadno dostaneme pro vypodet kofene tyto &leny:

%o == 1,009 995 044 975 225
-+ 0,000 000 000 018 713
-+ 0,000 000 000 000 024

o == 1,009 995 044 993 962 .
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D. O aritmetickém priméru. Promluvme si nakonec o uréovani aritmetického
praméru. Pfitom budeme piedpokladat, Ze se derivace dané funkce v okoli
kofene méni pomérné malo. Nejvétiim zménam je podrobena funkce sama.
Zvolme takové dva body, jejichz funkéni hodnoty jsou aspoii piiblizné pravé
opacéné, t. j.

Y1+ Y.=0.
Pak liché ¢leny fady (6), podinaje tfetim, t. j. éleny
_ % %
ORI

jsou ptibliZzné shodné s odpovidajicimi éleny v obdobném rozvoji pro y,; naproti
tomu sudé &leny, t. j. éleny

0!

% 1Y — 3y1 vi
9’ A
jsou ptiblizné opaéné nez ¢leny v druhém rozvoji. Checeme-li uréovat presnéjsi
hodnotu kofene pomoci aritmetického priiméru, seéteme v obou rozvojich pro
z, resp. z, lichy pocet ¢lentt — pii souétu sudého poétu élent dostaneme bud
v obou rozvojich hodnotu mensi nebo v obou hodnotu vétsi. Ale ani pak mnoho
neziskdme, protoze pfedpoklad o tom, Ze se derivace v okoli kotene skoro
neméni, neni splnén na mnoho desetinnych mist. Tak v rovnici

2 —3x+1=0
vyslo nam nejprve
@y = 0,35 — 0,002 7 .

Volme si proto za zéklad tyto dvé hodnoty:
@, = 0,35 —2.0,0027 = 0,344 6, 2z, = 035.

K nim sestavime tabulku hodnot funkce a derivaeci:

e | 0,344 6 0,35

i 0,007 120 960 536 —0,007 125
vi —2,643 752 52 . —2,6325
v +2,067 6 +2,10

yi"’ 6 6

Odtud pak jiZz znamym zpisobem uréime
x;; = 0,347 296 341 911, =z,, = 0,347 296 369 116
a jejich aritmeticky primér
Ty = 0,347 296 355 513 .

Dostali jsme tak jen o 2 cifry spravné vice. P¥imy vypodet daliiho élenu fady
d4 celkem ménd price nez metoda aritmetického priméru.
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Poznémka. Zbyva jeité promluvit o tom, jak lze metodu rozvoje kofene
spojit s metodou, kterou udal prof. K. PETR pro vypodet kofent algebraickych
rovnic. O tom pojednam jindy.

-
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