Casopis pro péstovani matematiky

Miroslav Fiedler
Geometrie simplexu v £,,. III.

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 81 (1956), No. 2, 182--223

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117189

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1956

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117189
http://project.dml.cz

Casopls pro pé&stovani matematiky, ro&. 81 (1956)

GEOMETRIE SIMPLEXU V E,
(tfeti cast)

MIROSLAYV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 21. dubna 1955.) DT:513.821.2

V této zavéreéné tieti &asti préce*) se studuji vlastnosti nékterych
speciélnich druhu simplext, jako pravothlych simplexu uréitého typu,
ortocentrickych simplex & t. zv. simplext s hlavnim bodem.

8. Specidini simplexy. Povazujeme-li podobné trojihelniky za ekvivalentni,
zavisi obecny trojihelnfk na dvou parametrech. Obdobn& obecny simplex
n—+1

2
vzrista asi jako ¢tverec dimense. To vede k tomu, Ze se nékteré vlastnosti troj-
uhelnika ve vys8ich dimensich ztraceji: tak v obecném simplexu neexistuje pro
n > 2 prisedik vydek a pod. V tomto odstavei uvedeme vlastnosti ngkterych
specidlnich druhi simplext (jeZz obvykle zavisi na n parametrech), které maji
néjakou zobecnénou vlastnost trojihelnika. Je to (kromé& rovnostranného
simplexu a pravouhlého simplexu uré¢itého druhu) jednak ortocentricky simplex,
v ném? existuje prisedik vysek, dale simplex se zobecnénym Gergonneovym bo-
dem, simplex s Torricelliho bodem, simplex se dvéma pruseéiky vSech Apollo-
niovych sfér (s isodynamickymi body) a j. Je zajimavé, Ze tyto simplexy lze
zahrnout do spoleéné vétsi tiidy simplext a studovat nékteré jejich vlastnosti
spoledné.

(v tomto smyslu) z4visi na ( ) — 1 parametrech, takZe pocet parametri

Vé&ta 31. Pro kaZdé pfirozené n existuje v E,, rovnostranny simplex, totiz simplex,
jehoZ vdechny hrany jsou si rovny.

Diukaz. Ozna¢me ¢ spoleénou velikost v8ech hran, takze ¢ > 0. Podle vty 4
staci dokazat, Ze pro éisla 1, =1,2,...,n + 1, e = c* pro T % 4,e;=0,
je splnéna implikace: kdykoliv pro realnou nenulovou soustavu &isel z;, ..., .,

*) Prvni &4st prdce byla publikovana v tomto &asopise 79 (1954), 270—297, druh4
rovnéZ v tomto ¢asopise 80 (1955), 462—476.
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n+1 n+1 n+l nsl

. nil .
je > x; =0, pak D eiiz; < 0. Aviak D, ey = (> x,)t — > 2 < 0 pro
n+1i=1 Q=1 6i=1 : i=1 i=1

Zx,. =0 a (2;) + (0).

Poznamka. Rovnostranny simplex je zfejmé jediny simplex v E,,, jeho% gru-
Pa automorfismu je isomorfni celé permutaéni grupé (n + 1)-ho stupns. Podle
véty 20 mé tento simplex jediny (vlastni) vyznaény bod, totiz tézisté. Dalsi
charakteristickd vlastnost rovnostranného simplexu je, Ze opsany Steinertv
elipsoid je (n — 1)-kouli. To plyne ihned z (7,2) pro m = 0 a (7,1). Lze bez
obtizi ukdzat, Ze provedeme-li na eukleidovsky prostor, v némz je dan pevny
obecny simplex, takovou afinni transformaci, Ze Steineriv opsany elipsoid
tohoto simplexu ptejde v (n — 1)-kouli (takové afinni transformace vidy exis-
tuje), pak vrcholy ptivodniho simplexu piejdou ve vrcholy rovnostranného
simplexu. Lze také ukézat, e Steinertiv opsany elipsoid je jedind kvadrika
opsana simplexu, kterd ma tuto vlastnost.

Obratime se ted ke studiu pravoihlého simplexu uréitého typu. Vidsli jsme
(odst. 4, véta 12), Ze existuji v £, simplexy, které maji pravé »n ostrych vnitinich
hla a v8echny ostatni vnitini dhly pravé (takové simplexy jsme nazvali pravo-
#hlé). Nejdulezitéjsi jsou dva typy pravodhlych simplext: prvni typ ma cha-
rakteristickou vlastnost, Ze v8echny (n — 1)-rozmérné stény, které prochézeji
jednim pevnym vrcholem, jsou po dvou navzijem kolmé. Takovy simplex je
zarovei ortocentricky a budeme se jim zabyvat pozdéji.

Druhy, zajimavéjsi typ, ktery ted budeme studovat, je charakterisovan tim,
ze jeho vrcholy (a tedy také stény) lze otislovat tak, Ze pravé vnitfni dhly
P12> Pags Paas -+ Puonyy jSOU 0stré, zatim co vlechny ostatni vnitini dhly jsou
pravé. v

Véta 32. Nutnd a postatujici podminka, aby simplex v E,, o &vercich délek hran
€51, =1,2,...,n 4+ 1, byl pravouhly druhého typu, je: existuji navzdjem
riznd redlndg &slat) ¢, ¢y, ..., Coyq tak, Ze

€ij = lci - 0:" . (8,1)

Dikaz. Pfedns plati, jak se lze snadno presvéd&it vyndsobenim, Ze soudin
4B (pro navzijem rizn4 disla c,, ..., ¢,.,) matic

0, 1, 1, 1, |

1, 0, €3 —C;, €3 —2Ciy vuvy Cuyy —Cy
4= 1, Cs — €y, 0, C3 — Cy cees Cngp — G2 |

1, ¢c3—c¢, ¢3—cy, O, veey Cpyg — Cg

1, Cnyy — €15 Cnps — €25 Cny1 — C3y -+ oy 0

n+l
1) Je moZno jestd pozadovat na pf. 'Exci = 0.
i-
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g1, —1, 0, 0, O, ...,0,0
-1, -012, Ci, 0, 0, ...,0,0,

0, Cy, Cp, Cys, 0, ..., 0,0
B=| 0,, 0, Cy, Cg, Cs, ..., 0, 0

.
..................................................

‘15 O; O’ O, O’ LS ] 0, 01 On.n+1’ —O ,

kde Oy = ;—— pro i #j, C,, = =L Ort

i€ . (C, - cr—l)(cr+l - cr)

pror=2,.... n, je

roven
AB = —2I,,,,

kde I, je jednotkovd matice ¥4du n + 2. Dale si v§imnéme, Ze jsou-li ¢,,
€y, .-+, Cny1 Navzajem riznd redlnd &isla, pak existuje v E, simplex s e;; =
= |e; — ¢;|- Miizeme totiZ pfedpoklddat, Ze ¢, < ¢y < ... < Cny; (znamend to
jen pretislovéni vrchold). Potom body v eukleidovském prostoru E) reilnych
n-tic s obvyklou metrikou

0, = 0, 0,..., 0),
0, = (Je;—ecu, 0,... 0),
0, = (Je; —cy, Veg — careens 0), (8,2)

......................................

Opiy = (ch — Cp Vcs — Cy .0y Vcn+1 — Cp)
jsou linedrng nezavislé, a pritom pro ¢ < j je

[0(0i, 0))F = e = (Vca' — ¢yt + (Vci+1 —ClP=c—c¢=|c;—¢
Necht nyni je ddn simplex v &, tak, Ze (je jiz predislovin) pravé vnitini
Ghly @13, @ag, -« > Pn,ns1 jSOU 08tré a viechny ostatni vnitini ihly pravé. Podle
véty 6 a rovnic (4,2) lze pomoci vnitinich dhli ¢,; najit &isla g;; tak, Ze pro pii-
sluind g,; daného simplexu, nalezend z rovnic (2,15), plati
g;i = 0945 » 7:’7'=,1’2,°-°7n+ 1: [ + 0, g;.1> 0.
Vzhledem k (4,2) jsou z &isel g;;, ¢ < j, jen &isla g1y, gos, -- - Gn.nyy Taznd od

nuly, a to vesmés (911 > 0) zdporna. Zvolme ted libovolné re4lné &islo ¢, a defi-
nujme &isla ¢y, ..., €,y Vztahy

C C 1 C. c 1 c c !
g — O — > 3 = Cg — 5 000y Opyg = Cpp — —
912 gza gnm+1

Jak jsme ukézali, existuje v £, simplex, jehoZ &tverce délek hran e;; = €;; =
= ¢; — ¢; pro i < j. Matice A je pak matici |[¢,,]| tohoto simplexu 8 €y = 0,
€, = 1. To znamen4, %e matice B je aZ na nenulovy faktor matici ||g,|| z (2,15)-
Avdak &isla g,, jsou, jak plyne ze zavedeni &isel ¢; a z toho, %e jsou splnény

n+l

i podminky (podle 2,15d) 3. g, = 0, tmérné &islam ¢/; (7,; = og};), t. j- vnitini
i=1
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Gihly simplexu &;; jsou rovnéZ @;;. Potom simplex e;; = |¢; — ¢;|, kde ¢, — &12 ¢,
€12
proi=1,2,...,n + 1, je shodny podle véty 8 se simplexem e;, nebot z,, =

= €15, §is = @;; Pro 4, =1,2,...,n + 1 (simplexy e,; a ¢;; maji stejné vnitini
thly), t. j. (¢isla ¢; jsou opét navzdjem rizna)

€i; = lEi - Eil '

Ze obracens simplex e;; = |c; — c,| je pravoudhly druhého typu, plyne ihned
vhodnym ptedislovanim na tvar e;; = ¢; — ¢; pro ¢ < j a z tvaru matice B,
odpovidajici matici g,, tohoto simplexu (aZ na nenulovy faktor).

Vé&ta 33. Ka#dd m-rozmérnd sténa pravouhlého simplexu druhého typu, 1 <
<m < n — 1, je opét pravouhlym simplexem druhého typu v pFislusném E,,.

Dikaz. Plyne ihned z véty 32, nebot kaZzdé sténé odpovidd podmnozina M,
indexu 1, 2, ...,n +4 1, a pro pfislusny simplex z E,, tedy plati

e = e — ¢, z',jeMl.;

"¢, ¢ € My, jsou opét navzajem rizna realna ¢isla, t. j. podle véty 32 je sténa opét
pravothlym simplexem druhého typu.

Specialné kazdd dvojdimensionalni sténa je pravouihly trojihelnik. Je zaji-
mavé, ze plati i obracend:

Véta 34. KaZdy simplex v E,, jehoZ ka#dd dvojdimensiondlni sténa je pravo-
uhly trojihelnik, je pravoihly druhého typu.

Dikaz. Necht tedy simplex > s vrcholy 0y, 0,, ..., 0,,, mé vlastnost, Ze
viechny jeho dvojdimensionalni stény jsou pravothlé trojahelniky. Viimnéme
si pfedné: je-li 0,0; jedna z mnoziny nejdel$ich hran simplexu >, je to pfepona
ve viech trojuhelnicich 0,0,0, pro k& * ¢, j, t. j. (n — 1)-koule, utvorend nad
0,0, jako nad primérem, je opsané (n — 1)-koule simplexu > . To znamen4, Ze
takova nejdeldi hrana je jen jedna (jinak by alespoii dvé rtizné hrany mély
spoleény stied a ¢étyfi vrcholy simplexu by lezely v roving).

Dokézeme ted: jsou-li O;, 0;, Oy, O, &tyti rizné vrcholy a plati-li, ze 0,0;
je nejdelsi ze Sesti hran, spojujicich tyto vrcholy, pak neni mozné, aby thel
X 00,0, byl pravy. Piedpokladejme totiz naopak, ze <t 0,0,0, = in. Jsou
dvé moznosti: ,

a) X 0,0,0; = n; aviak stfed S kulové plochy opsané &étyrsténu 0,0,0,0,
je podle pfedchoziho ve stfedu hrany 0,0;. St¥ed S, kruZnice opsané troj-
thelniku 0,0,0, je ve stiedu strany 0,0,, rovnéz stied S, kruznice opsané troj-
thelniku 0,0,0, je ve stfedu strany 0,0,. Nyni 88, je pfimka kolmé k roviné
0,0,0, a rovnéz k roving 0,0,0,. Obé tyto roviny maji spoleény bod O, a jsou
tedy totozné. To je spor, nebot viechny étyti vreholy nelezi v roving.

b) Jeden z thla < 0,0,0;, X 0,0,0; je pravy. ProtoZe oba piipady se lisi
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jen vym&nou indext k a I, mtizeme predpoklddat, Zze < 0,0,0; = in. Pak plati
pro ¢tverce délek hran podle Pythagorovy véty

e + €jx = €5, €y + ey =ey,

e + €n =€, €+ ey =e;.

-

Avsak odtud je
eix + €u + e = e + €, = €5,
a soudasns
ex 1+ €n + en =ep + ;= 264+ €5, bt.j. exp=0.
Z tohoto sporu uZ plyne, Ze <X 0,0,0, + .
Pfejdeme ted k vlastnimu dikazu véty 34. Necht 0,0; je nejdelsi hrana.
Zvolme libovolng relné éislo ¢, a polozme pro kazdék = 1,2,...,n + 1
Cr = C; + € - (8,3)
Dokézeme, Ze plati (8,1) a Ze é&isla ¢, jsou navzdjem rtzna. Kdyby prednd
c.=c,prok + I, paknutnéj # k, j + 1 (0,0; je jedind nejdelsi hrana) a podle
pfedchoziho je < 0,0,0; # }=, t. j. pravé jedna z hran 0,0,, 0,0, je pfeponou
v pravothlém trojahelniku 0,0,0,, t. j. ey * e; ve sporu s ¢, = ¢;. Z (8,3)
plyne
€ix = Cp — C; = lck - Cil > (8,4a)
ponévadz je e;; = e, -+ € pro vSechna k, je rovnéz '

_ €k = C; — €, = [¢; — €] . (8,4b)
Jsou-li k, 1, ¢, j vesmés navzdjem rizné, pak podle p¥edchoziho je < 0,0,0, +
#+ a, t. j. plati bud e;; + €, = e;; nebo e;; + e,; = e;,. V prvnim pFipads je
€ = €, — C; — € + €; = €¢; — ¢, v druhém je e, = ¢, — ¢;, tedy vidy

e = |cx — ¢ . (8,4c)
Rovnice (8,4a), (8,4b) a (8,4¢) davaji celkem (8,1) a véta je dokézana.
Véta 35. Pravouhly simplex druhého typu v E, md jedté tyto vlastnosti:

1. Stfed opsané (n — 1)-koule leZt ve stfedu nejdeldi hrany, kterd je jedind.

2. Ezistuje v E,, kvddr, mezi jehof vrcholy jsow obsaZeny vdechny vrcholy tohoto
simplexu.
Diukaz. Prvni ¢ast jsme dokézali v dikazu v&ty 34. Druh4 &ast plyne takto:

Z rovnic (8,2) je ziejmé, Ze body O,, ..., 0,,, jsou obsaZeny v mnozing vrchold
kvédru (vyjadfenych v Ey)

V(ny, 12, ooy Nn) = (chg — ¢ 7721/03 — Cgy eeey ﬂuvcnn — Cn),
kde n; = 0 nebo 1. ProtoZe katdy takovy pravouhly simplex lze po ptipad-
ném predislovani umistit jako v (8,2), je tim véta 35 dokizana.

Ptejdeme ted ke studiu t. zv. ortocentrickych simplexti v £, t. j. simplex,
pro které existuje priusedik vylek (kolmic s vrcholu na prot&jsi (n — 1)-roz-
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mé&rnou sténu). Uvedeme nejprve nékteré znamé vysledky o ortocentrickych
simplexech:2)

A) Simplex v E, o vrcholech O0;,¢ =1, ..., 7 + 1, [0(0;, O;)R = ey, je orto-
centricky tehdy a jen tehdy, existuji-li redlnd ¢isla =y, ..., =, ., tak, Ze pro
t % j je e;; = m; + m;, pii demiz nejv;'rée jedno z &isel &; je nekladné; je-li jedno
z nich zédporné, jsou ostatni kladnd a 2 — < 0.

=

B) Pruseéik vysek pro nulovy ortocentmcky simplex 3) splyvd s vrcholem O,
pro m; = 0. Pruseéik vySek nenulového ortocentrického simplexu je v bary-

centrickych souradnicich bod O = (1 ) 1 - ) .

’ ’
Ty Ty Tp+1q

C) Vrcholy a priseéik vySek nenulového ortocentrického simplexu tvori
v K, t. zv. ortocentrickou soustavu n + 2 boda, ktera mé tyto vlastnosti:

a) kazdych m, 2 <m < n + 1, z bodi této soustavy tvoif ortocentricky
simplex (o m — 1 dimensich), ktery mé za priseéik vySek bod, ktery lezi
i v linedrnim prostoru, vytvoreném zbylymi (» — m + 2)-ma body (specialng
kazdychn + 1 bodu této soustavy tvoii ortocentricky simplex, ktery mé zbyly
bod za prisetik vysek);

b) &tverce vzajemnych vzdilenosti téchto boda Oy, ...,0,,; & 0,,, =0
splituji vztahy (¢ # j)

n+2

e;; = 7 + 7y, 217-;—— , L,i=1..,n+2.
= k

D) Prisedik vysek, tézisté a stied opsané (n — 1)-koule lezi v p¥imece
(zobecnéné Eulerové pfimce, viz Enciclopedia [4], str. 186).

E) Existuje n.— 1 zobecnénych Feuerbachovych (n — 1)-koulit) K, ...,
K, _, (opsanou (n — 1)-kouli lze povaZovat za nultou K,), téchto vlastnosti:

1. K,, prochazi téZisti a praseciky vysek ve viech m-rozmérnych sténich
daného simplexu;

2. K,, patfi témuz svazku (n — 1)-kouli vytvofenému opsanou (n — 1)-
kouli a polarni (n — 1)-sférou, kterd existuje pravé jen v ortocentrickém sim-
plexu;

212) I\2T &216pi‘. E. Egervdry: On orthocentric simplexes, Acta Math. Szeged; IX (1940), str.

3) Budeme zde u¥ivat tohoto oznadeni: jsou-li viechna &isla =, kladna, ¢ = 1, ...,n + 1,
budeme ortocentricky simplex nazyvat kladny; je-li pro nékteré k 7w, = @, nazveme
ortocentricky simplex nulovy. Je-li koneén$ pro jedno k 7, < 0, nazveme ortocentricky

n+1 .
simplex zéporny (v tom pﬁpadé je jestd T ;zl— < O). Simplexykladné a zéporné nazveme
. souhrnné nenulové. Nulové ortocentrické sunpl'exy jsou pravothlé ve smyslu nasf definice
(prvniho typu).

4) Jejich rovnice v bar. souradmcich ]sou
n+1 n+1

K,=— 2(m+1)2nx-+2)3nx Exi—-O

187



3. sttedy viech K, (a v8ech (n — 1)-kouli svazku 2) lezi v Eulerové
pfimce.

Tyto zndmé vysledky doplnime je$té ve vétich 36 a 37, v nich# se zobeciiuji
gnamé vlastnosti pfislusnych atvara. v roviné.

Nejprve nazveme rovnoosou n-hyperbolouw v E, takovou racionalni normélni
k¥ivku n-tého stupné v F,, kterd ma n asymptotickych smérd po dvou na-
vzajem kolmych. Dale dvé takové rovnoosé n-hyperboly budeme na okamzik
nazyvat nezdvislé, jestlize ob® n-tice jejich asymptotickych sméri jsou nezd-
vislé, t. j. plati-li: v Zddném k-rozmérném (nevlastnim) linedrnim prostoru,
k=0,1,...,n — 2, uréeném k 4 1 z asymptotickych sméri jedné uréité
z obou n-hyperbol (nezélezi na tom, které), nelezi vic nez £ asymptotickych
sméru druhé.5)

Vé&ta 36. Jestlize existuji dvé mezdvislé rovnoosé m-hyperboly, prochdzejict
(n + 2)-ma riznymi body v E,, pak soustava téchto n + 2 bodda v E, je ortocen -
trickd. Kaédd raciondlni algebraickd kfivka n-tého stupné, prochdzejici (n + 2)-ma
body ortocentrické soustavy v E,, je rovnoosd n-hyperbola.

Dukaz. DokaZeme nejprve tuto pomocnou vétu:

Jsou-li v projektivnim (n — 1)-rozmérném prostoru P,_, dvé soustavy po n
linedrné nezdvislych bodech nezdvislé (ve smyslu wvedeném pred chvilt), existuje
nejvyde jedna requldrni kvadrika v P,_,, kterd md obé tyto soustavy za poldrni.

Dikaz pomocné véty. Zvolme body jedné soustavy za vrcholy soustavy
prOJektlvmch soufadnic Oy, O,, ..., 0,,. V druhé soustavé necht jsou pak body

= (U Yoo ¥ i = 1,2,
Predpoklade]me Ze ex1stu31 dvé ruzné regularni kva.dnky, které maji obé
soustavy za polarni. Jejich rovnice jsou

n n
a=Yax; =0, b=>bai=0,
t=1 i=1
kde a,, b, jsou nenulov4 &isla, a ptitom hodnost matice Zi je 2. Z podminky,
%e i druh4 soustava je poldrni vzhledem k a i b, plyne, Ze existuji nenulova éisla
Gy, 0y ..., 0, tak, Zepror = 1, 2, ..., n je identicky
n n
2.0y = 0, 2, by, " (8,5)
i=1 i=1 .
¢ili :
r ’
(@; —o,b)y; =0 (8,5)

pro ¢, r=1,...,n.

5) To je na pf. splnéno, ]esbhie‘ jeden z asymptotickych sm&ra jedné n-hyperboly ne-
le#f v iédném (n — 2)-rozm&rném linedrnim prostoru, uréeném vidy n — 1 asymptotlc
kymi sméry druhé.
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Definujme ted mezi indexy 1, ..., n tuto ekvivalenci: ¢ ~ j, jestlize a;b; —
—_— a/jb{ = 0.

Kdyby v8echny indexy 1, ...,n byly v téZe tfidé vzhledem k této ekviva-
lenci, pak by matice Z" méla hodnost mensi ne% 2, coZ je spor.

Odtud plyne, Ze oznaéime-li M, t¥idu indexi, ekvivalentnich s indexem 1,
pak mnoZina M, zbylych indexii je neprazdna. Necht s je podet prvka M,, tedy
1 < s< n — 1, pak poéet prvkia M, jen — s.

Jelinyni Y, = (g;k) jeden z bodt Y, pak nenulové soutadnice g;k maji indexy
bud vesmés z M,, nebo vesmés z M,: kdyby totiZ pro ¢ e M,, j e M, platilo
g;,- + 0, 3;1 % 0, pak by z (8,5’) plynulo

a; =ob;, a;=a,b;,
t.j. ¢ ~ §, coZ je spor s definici M, a M,. ,

Oznacéme p, resp. p, poéet bodu Y, pro které nenulové soufadnice jsou z M,
resp. M,. Je p; + p, = n; z linedrni nezavislosti bodd Y, plyne,‘Ze p, < s,
ps < n — s. To v8ak znamend, %e p, = 8, p, = n — 8. Leii tedy v linedrnim
prostoru dimense s — 1, vytvoieném body O, pro i e M,, s bodt Y,, ve sporu
s nezavislosti obou soustav.

Nyni piejdeme k dikazu vlastni véty. Piedpokladejme, Ze existuji dvé neza-
vislé rovnoosé n-hyperboly, prochazejici (n + 2)-ma body v E,. Vyberme
z nich libovolnych = + 1 bodu O,, O,, ..., O,,;; ty jsou nutné linedrné nezi-
vislé (kdyby leZely v nadroving, pak by rovnooss n-hyperbola méla s touto nad-
rovinou alesporni # + 1 bodd spoleénych a lezela by celd v této nadroving).
Necht zbyly bod mé v barycentrickych soufadnicich vzhledem k simplexu

s témito n 4+ 1 vrcholy soufadnice ¥ = (¥,, ¥3, . .., Y»n41); 2z€ stejnych divoda
jako dfive je y, = 0,2 =1, ...,» + 1. Oznacme opét e,; étverce vzdalenosti -
bodu 0,0;.

Snadno se zjisti, Ze kaZda realnéd racionalni normalni k¥ivka n-tého stupns,
prochazejici body O,, ..., 0,,,, Y, ma tvar

Y Ya Ynia ;
gy =N g, =TI g, = _In*1 (8,6)
VT —t TPt —ty "t — e, )
kde t,,t,, ..., t,,; jsou navzdjem riznd realnd ¢isla. Maji tedy ob& rovnoosé

n-hyperboly tento tvar (druh4 s &isly t;, ¢, ..., £, 1). PonévadZ jsou podle pied-
pokladu nezavislé, jsou ob& n-tice jejich asymptotickych sméri nezavislé a
existuje podle pfedchozi pomocné véty v nevlastni nadroving jedind reguldrni

kvadrika, k niZ jsou obé n-tice poldrni. Jedna takové kvadrika je imagindrni
n+1
priseénice opsané (n — 1)-koule > e;xx; = 0 s nevlastni nadrovinou >z, = 0.
-1 ‘
%) Na obvykly parametricky tvar se tyto rovnice pfevedou vynisobenfm pravych stran
soudinem (£ —1?;) ... (¢ — tn4a)- )
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n+l

UkéaZeme ted, Ze i prisednice kvadriky a = >, a,xx; =0, a;; = 0 pro i =7,
{,i=1

i,i=
1 . . , . . sy
ay = 1 + —peo ¢ * j, s nevlastni nadrovinou ms tu vlastnost. Je totiz

i 7
prvni n-hyperbola tvaru (8,6); oznadme Z,, r = 1, ..., n, jeji nevlastni body.

’
Jsou to body Z, = (;1, vves Znyq), kde .;,. = ;BT e Tn jsou kofeny
r Y
rovnice
n+1 .
> L =o. (8,7)
i-1 i
Plati vsak pro r + s
n+l n+l ] 1 YiYs
r s (2
- — 4+ — =
i,jz-l BisPis 4,21 (yi ?/:‘) (vr — ) (T — 1)
i#i
_ n+1 Y + Y; _ 21121 Yi _
§7=1 (t, — t) (7, — 1) o | (vr — t) (7, — 1)
n+1 n+l n+1 n+1
Y Yi 1
= + —
.thr—tiglrs“‘ti ?:lfs—tfgﬂr—ti

2 n+l yi n+1 yi .
o Ty — Tr[gl T, — —,«21 Ts—‘tz] =0
vzhledem k (8,7); pi"itom T, * T,, ProtoZe plisluiné asymptotické sméry jsou
ortogonalni podle ptedpokladu. Jsou tedy body Z, a Z, sdruzené vzhledem ke
kvadrice a.
Odtud plyne, Ze kvadrika a je (n — 1)-koule, a protoZe prochazi vrcholy
. 0y, ...,0p,,, je to opsand (n — 1)-koule. Je protopro o # 0as + j
1 1
€i; = - + —1>» 8:8
i=e (?/e yj) (8,8)
t. j.
e; =n;+m; pro 1 *7.

Simplex O,, ..., 0,,, je tedy ortocentricky a bod ¥ = (ni) je jeho priseéikem
vysek. ProtoZe tento ortocentricky simplex neni nulovy, je dand soustava
n + 2 bodi ortocentricks.

Je-li obracené soustava » + 2 bodd ortocentrickd, pak volbou n + 1
z téchto bodi za vrcholy zakladniho simplexu O, ..., 0,,, dosdhneme, %e plati
(8,8), kde Y = (y;) je zbyly bod. JiZ jsme zjistili, Ze pro kaZdou redlnou racio-
nélni normélni k¥ivku n-tého stupng, prochazejici body Oy, Oy, ..., 041, Y,
plati vzhledem k (8,6), Ze jeji nevlastni body jsou po dvou sdruZeny vzhledem
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n+l

ke kvadrice > e;x,x; =0, t. j. vzhledem k opsané (n — 1)-kouli. To vSak zna-
i,5=1

mend, Ze kazdd takovd kfivka je rovnoosou n-hyperbolou.

Vé&ta 37. Necht v nenulovém ortocentrickém simplexu v B, prasettk vysek ne-
leZi v Zddné z nadrovin soumérnosti hran. Potom existuje (prdvé jedna) rovnoosd
n-hyperbola, kterd prochdzi véemi vrcholy, praseéikem vydek a té&istém.

Jeji asymptotické sméry splyvaji se sméry os Steinerovijch elipsoidi (ty jsou
jednoznaéné stanoveny); je Apolloniovou kfivkou priseéiku viysek vzhledem ke
Steinerovu opsanému elipsoidu’) a obsahuje paty vsech normdl spusténgch s pri-
sebiku vydek simplexu na libovolnow kvadriku ze Steinerova systému kvadrik (viz
pozn. za vétou 24).

Dikaz. Necht v tomto simplexu je e;; = =, + @;, ¢ + j. To, Ze prusemk
vysek nelezi v zddné z nadrovin soumérnosti hran, znamens, ze

7, = 7w pro v F g (8,9)
arovnéz z; + 0,t=1,...,n 4+ 1,t.j. O = (ni)
Racionalni kiivka K n-tého stupné tvaru (+ =1,...,n + 1)
1
T, = t— 7, (8,10)

skuteénd mé (po transformaci parametru) tvar (8,6); je to tedy podle véty 36

Yoy

rovnoosa n-hyperbola, kters zfejmé prochazi téZistém (pro ¢ - oo).

Dokéazeme ted, Ze K je Apolloniovou kiivkou pruseéiku vysek vzhledem ke
kazdé kvadrice ze Steinerova systému. Odtud jiz budou zfejmé ostatni vlast-
nosti ve vété uvedené.

Predné ¢isla

fo= 33 2 —(n— 1,

got = - )
TT; i=1 TT;
N I | (8,11)
Gii 7 ,-,,17‘1 7, )
gis = — ppy (¢ #+ 79)

jsou, jak se snadno zjisti dosazenim do vztahi (2,15), Gmérna (se spoleénym
nenulovym koeficientem) &islim g,;, p¥islusnym k e;; = n; 4+ 7; pro ¢ + j.

7) Apolloniova kfivka bodu P k reguldarni kvadrice je mnoZina boda takovych, Ze
piimka z, prochdzejici bodem X a kolmé k polérni nadrovind bodu X, obsahuje bod P.
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Budiz pro pevné m > — 1 =

n+1 n+1
32— (Saf= (5,12
=1 =1

kvadrika ze Steinerova systému. Predpoklddejme, %e n&jaky bod ¥ = (¥, -- -
Y»+1) mé vlastnost bodu Apolloniovy kfivky priseéiku vysek vzhledem k (8,12).

n+l n+l nil
Potom (m + 1) 3 zy; — > «: >, y; = 0 je rovnice polérni nadroviny bodu ¥
' f=1 t=1 ¢=1
n+1
dle (8,12); pro smér Z = (2, ..., 2,,,) k ni kolmy je z; = > g,[(m + 1) y: —
i1
n+l

— Z ¥, ¢ili po dosazeni z (8,11) a po tipravé je (aZ na nenulovy faktor)
k=1

y,n+1 1 1 n+l :
z:’:_-’- z___—_._ Zgl_..
TS T
Podle pfedpokladu je z; = ay; + 8 1 ;8) seéteme-li tyto rovnice, dostaneme
T
n+l n+l

L izl Y+ B8 -21 7—:— = 0; existuje tedy ¢islo g tak, Ze

n+1 n+1l

oc_gz ﬂ:—gizlyi-

Celkem je
yfn«»ll—-——n lyz__ na1 —1—n41
7 2:1 T T ST Z ﬂf 2'1 yeo
> v 1 v 2 . Y 1 v va? L
t. j. az na faktor y; = T om Polozime-li jesté p = 7 (a pripoustime-li
— 0%y

i hodnotu ¢ = o), dostaneme skutetns, %e bod Y lezi na K. Ze obracend kazdy
bod z K mé uvedenou vlastnost, zjisti se obracenim postupu nebo ptimo vy-
poctem.

Pozndmka. Kt¥ivka z véty 37 je zobecnénim t. zv. Kiepertovy hyperboly
trojihelnika (viz Enciclopedia [4], str. 207).

Véta 38, Simplex je kladné ortocentricky tehdy a jen tehdy, existuje-li takovy
jeho vnitini bod P, e pro kaZdy samodruzny bod S (pokud je rizng od P) reciproké
transformace®) vzhledem k simplexu, v niZ si odpovidaji t¢£isté T a bod P, platt,
Ze pfimka PS8 je kolmd k harmonické poldFe'®) bodu S vzhledem k simplexu. Bod
P je pak praseikem vydek.

8) Pro Y # O; Ze O vyhovuje, je evidentni.

%) Reciproké transformace vzhledem k simplexu mé v barycentrickych soutadnicich

tvar r;! = -:%‘-', kde ¢; jsou nenulovs reélné &isla.
: i
19) Harmonickd poléra bodu ¥ = (y,, ..., ?/n+1), Y; ¥ O0proi =1,...,n 4+ 1, vzhledem

k zékladnfmu simplexu je nadrovina o rovnici 2 :fi =0,
i=1Y;
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Dikaz. Nejprve dokdZzeme tuto pomocnou vétu:

Stmplex v E,, n > 1, je ortocentricky tehdy a jen tehdy, existuji-li &isla c,, ...,
Cny1 tak, Ze pro &isla g.; 2 (2,15) je hodnost matice

C1» J12» Jizs - J1n41 l

M = J215 Cas G235 - Fant1

-------------------------

rovna jedné. Priseik vijsek md pak barycentrické soutadnice dmérné libovolnému
nenulovémuy Fadku této matice.

Dikaz. Je-li simplex ortocentricky, véta plati vzhledem ke vztahtim (8,11).
Je-li obracend pro &isla ¢; hodnost matice M rovna jedné, pak bod, jehoZ bary-
centrické soufadnice jsou imérné libovolnému nenulovému ¥adku matice M,
je vlastni (jinak by ¢, = g,; amatice ||g;;|| by m&la hodnost 1) a kolmice, spusténé
na (n — 1)-rozmérné stény simplexu, prochazeji vidy prisluinym protéjsim
vrcholem; tento bod je tedy pruseéikem vysek a simplex je ortocentricky.

BudiZ nyni dan kladné ortocentricky simplex, e; = m; + &; pro @ =* 7,
. 1 NP . .
7; > 0. Potom pro prisedik vysek je P = (7—;) , prislusna reciproka transfor-

mace

Kazdy samodruiny bod této transformace je tvaru § = (V__) kde ¢, = + 1.

Necht S + P; mame dokézat, Ze piimka PS je kolm4a k nadroving (kterd je pak
vlastni)

n+l o
.zleiinni =0.
i—

Podle (8,11) je tato podminka ekvivalentni s tim, Ze matice

n+1 1

2 gl?eavna ) 11/771 ’ ;t: ==
_ nol1] 1 _ 11 1 1 1
B (j§1n:) €¢V7?,- T {4 8,-1/77,' ’ &; 7_1,': ’ TT;

ma hodnost 2. To viak zfejmé plati.

Necht obracens je P = (p;) bod, ktery ma poZzadovanou vlastnost; mazeme
tedy piedpokladat, Ze v8echna p, > 0.
I. Necht P % T. Potom kazdy samodruZny bod S transformace z; 5 :
i

LY
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= (& sz), & = 4+ 1, je rizny od P. Podle pfedpokladu ma pro kaZdou sou-

stavu €1, €9y ++, Epyy Gisel 1 a — 1 matice
n+1
- g
; - Ip:, »s
1 89V
hodnost dvé.
a) BudiZ n > 2 a1, j, k navzdjem riazné indexy z 1, 2, ..., n + 1. Pak plati,
oznadime-li > * s&ftén{ pres indexy I = 1,2, ...,n + 1, rizné od i, j a k:
LN CER UL S )
¢, szvpz Sivpi ijPa' ek]/
se Ty Ty 9w Ir oY p=0. (8,13)
. 8;]/ y4 €ivpi EiVPa' &l Pr

z* gkz_ + gkt‘_ + g/k:l_ + gklf_ ’ EkVEc . D
D ll/pl s,'Vp; 351 P; &l Pr _
Odtud vhodnymi zamé&nami ¢, -~ — &, a séitanim resp. odditanim ptislusnych
vyrazi plyne, Ze pro v8echny trojice 4,7,7,¢ % j * I % 7, je

9a, P:
9iy Pj
Podle pomocné véty je dany simplex ortocentricky s prasetikem vysek P; je
tedy kladné ortooentricky.

b) Pron = 2 plyne z (8,13) (pro prazdny soudet z*) platnost rovnic

=0.

gg_gﬁ_}_gza_gw:(),

P P2 Ps
13 —G12 | Y22 Js3
—e + et . — O s 8,14:
y2 y2 Ps ( )
Ju G12a —Gas | Jss
e + = = 0.
P - P2 Ps

Snadno se piesvédéime vzhledem k (2,15d), Ze této soustave pro ;— vyhovuji

1 . v/’ > o ’
disla p, = i Py = §L , Py = S_Vl—; piitom d&isla g5, 913, 923 jsou nutné razns
23 13 12

od nuly (kdyby g,; = 0, pak z (2,15d) a (8,14) by ¢13 =gz = — ¢11 = — G,
P, = P, & z posledni z rovnice (8,14) g;3 = 0, coZ je spor) a matice soustavy
(8,14) mé hodnost 2. To viak podle pomocné véty znamens, ze P je prusedik
vy#ek; trojahelnik 0,0,0; je tedy kladné ortocentricky.

II. Pro P = T se obdobnym postupem jako v a) zjisti, Ze 7' je prusedik vysek
(simplex je rovnostranny) a véta 38 rovnéZ plati.

Z uvedené pomocné véty a rovnic (4,2) ihned plyne véta:
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Véta 39. Simplex v E,, s vnitinims 4hly @;; je orfocentricky tehdy a jen tehdy,

existuji-li redlnd ¢isla c,, ¢y, ..., Cp iy, z nichg nejuyde jedno je rovno nule, tak, e
COS @5 == €;C; Pro & + j.

Dokézeme ted dvé vty o jinjch druzich simplexi:

Véta 40. Nutnd a postalujici podminka, aby v simplexu splyvaly dva z téchto
bodiw: té2i8¢, stfed vepsané (n — 1)-koule a Lemointv bod, je, aby simplex byl
rovnosténny, t. j., aby (n — 1)-dimensiondlnt obsahy vech jeho (n — 1)-rozmér-
nyjch stén byly stejné. Potom splyjvaji vdechny tii z uvedenyjch bodi.

Dukaz. Dva z uvedenych bodt (podle véty 30) splyvaji pravé tehdy, je-li
011 = Ga2 = +++ = Jni1.n41- Podle (3,11) je é&tverec (m — 1)-dimensiondlniho
obsahu stény protgjsi k O; roven

9]
2n-(n — 1)! ;
odtud snadno plyne véta vzhledem k (4,3).11)

V&ta 41. Nutnd a postalujici podminka, aby v simplexu splyvalo té£isté se
st¥edem opsané (n — 1)-koule, je: soucet &verca délek hran, jdoucich do jednoho
vrcholu, je pro vdechny vrcholy stejny.

Dukaz plyne ihned odtud, Ze &¢tverec vzdalenosti t8zisté od vrcholu O, je
podle (2,9) roven

92(T9 01) =

1 n+1 1 n+l
n +1 2:1 % — 2(n + 1)2 :',?':’1 o -

Poznamka. Lze ukazat, Ze pro n = 3 jsou simplexy tohoto typu jediné
simplexy (étyrstény), které maji jediny vlastni vyznaény bod.

Pro n > 3 rovnéz existuji nerovnostranné simplexy, které maji jediny vy-
znaény bod. To vyplyva z této véty:

Vé&ta 42. Pro katdén > 2 existuje n-rozmérny simplex, ktery neni rovnostranny
a ktery md jedinyg vyznaény bod.

Dikaz. Podle véty 4 existuje simplex 2 se étverci délek bhran e; = 2 —

2n(t — § L n+l
——cos—i;(q'Tl—j)—pro 1 %4,5,7j=1,..,n4+1, e;=0, nebot Ze,,xm;
t,j=1
n+1 2 n+1 n4+l . .
271 2mj 2me . 2m)
= 2 : 2 Ly —
(;x‘) = Zl( Sa 1% 1 g n +1)x'x’

n+1 2 n+1 n+1l 2 n+1 2’1:
_Z(Zx)——in—(Zxcos +1) (Ez,sm +1)<0

pro z x; =0, (z) * (0). Tento simplex neni rovnostranny. ProtoZe linearni

11) Plyne to ostatn® ze zndmych v&t z elementarni geometrie v E,,, %e t8%i5t8 déli t&%nice
ve stejném pomséru, Ze n-dimensionédlni obsah simplexu je aZ na faktor 71',- roven soudinu

(n — 1)-dimensionilniho obsahu stény a délky pfislu$né vysky a z v&ty, Z> splynou-li dva
z uvedenych bodd, splynou vechny t¥i (z véty 30).
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transformace prostoru, kterd prevddi vrcholy simplexu O, v O,, O, v O,, ...,

O, v 0,, zachovévé délky vlech hran simplexu, je to isometrie a v grupd

automorfismii simplexu X' lze kazdy vrchol O; pfevést v kazdy jiny. M4 tedy

grupa automorfismi tohoto simplexu jediny systém transitivity. Podle véty 20
(z druhé ¢asti) mé X jediny vyznaény bod (tézi§t8), coz jsme méli dokazat.

Net prejdeme k dalsim typtim simplexi, dokézeme tuto pomocnou vétu.

Vé&ta 43. Nutnd a postalujici podminka, aby existoval v E,, n > 1, simplex,
jehoZ Ctverce délek hran e;; vyhovuji (kromé e,; = 0) pro © % j§ vztahiom («, B, t;
redlind)

€y = “(tf + t?) + 28t4;, (8,15)
je, aby jednak '
) x+p>0, (8,16)
jednak, aby nastala jedna z téchto eventualit:

A) provdechna i =1, ...,n + 1jet;, + 0 a plati

n+l 1 2 n+1 1
ﬁ(-zl?.) T ) 2 >0 ) (8.17)
B) prdvé pro jeden index k je t, = 0, a pFitom

a>(n—1)4. (8,18)

Dikaz. Podle obecné véty 4 je podminka existence simplexu ekvivalentni
8 tim; %e pro kazdou nenulovou soustavu (redlnych) ¢isel z,, ..., z,,, takovou,
te >x; = 0,%) plati >e;x@; < 0. Aviak po snadném vypodtu
i €7 .

zeijxixi = 20 Ztﬁxi in + 2/3(ztixi)2 — 2(x + B) thx? > (8,19)
] ; i i <

stati tedy vySetfit, kdy pro Dz, = 0 je

f=BSta) — (x + p) Sl < 0. ' (8,20)

Kdyby pfednd « 4+ g < 0, pak by pro kazdé nenulové spoleéné feSeni rovnic
Sx; =0, >tax; = 0 bylo f > 0. Odtud plyne nutnost (8,16).
i i

Necht tedy plati (8,16), necht vSechna £; + 0 a necht neplati (8,17). Potom
pro

13

1 1 1 1
w= g 2E T EYY,

12) Vzhledem k (8,16) je podle Schwarzovly nerovnosti tato podminka splndna auto-
n+
maticky pro « > nf (anebo prox =nfa X ti *0).
- 4

13) Ve viech soudtech v tomto diikazu se u indexti 7, j s8itd od 1 don + 1.
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je
in = 01

aviak

N [ B SE1 ) B Y S\
(o sal=-levsg- ][z +

+ (o — nf) 2, ]ZO

nebot prvni zavorka je podle Schwarzovy nerovnosti nezaporna a druha podle
piedpokladu o (8,17) nekladna. P#isluSny simplex tedy v tomto ptipadé ne-
existuje.

Necht opét plati (8,16) a necht pro alesponi jedno k je f, = 0. Je-liprol + k
také t, = 0, je e;; = 0 a simplex neexistuje. Necht tedy vsechna ostatni ¢; jsou
nenulové; pfedpokladejme, ze neplati (8,18). Potom pro

1

xk= —_ -t——-,
0=k Vg

—_=;1: pro ¢ * k, je zxi=0,
a piitom piislusné

f=pm—(x+p)n=n[r—1)—«] >0.
Tim jsme ukazali, Ze uve;iené. podminka ve vét& je nutna.

Predpokladejme ted, Ze plati podle A) nerovnosti (8,16) a (8,17). Necht
&y, ..., Tnyy je néjakd nenulovd soustava, pro kterou >z; = 0. DokéZeme, Ze
i

f < 0. Rozlisujme tyto piipady:

1. g < 0; podle (8,16) a (8,20) je zfejmé& f < 0;

2. > 0,0 > np; potom f = B(Sta)® — (v + B) Jhixt < At —
—(n+1). 3625 < 0

3. B> 0, a =nf; pak f=B[(Dta,)? — (n + 1) 2] < 0; piitom viak

oy . 1
nemuZe nastat rovnost: pak by totiz pro 4 # 0 bylo z; = —:1— Zt— = 0, coZ

vede ke sporu s (8,17);

4. f > 0, x < np; je opst Zti #+ 0 vzhledem k (8,17). Plati tedy postupné
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f = Bt — o+ 9 3t = iy Lens — (St -
—(x + Aln + 1>§t3x% - (zt,-xm]} =

T Zﬂiiz“%)’{— s () [+ 0 (gt - 3] +
+[(n+ D2 — 2 i t=xt]}< 2

< ﬁﬁ%i—;? {[(n + 1)295 Z%Z ]

.

[(n + 1)2 5 (Z—tl— 2] [(n +1) 2.t — (2 ti”i)z]} B

T ?

|
e I

o+ 037
1 1\?
- ;’ (T - ?j—) Z: (tx; — t:‘-’”i)z} <0

t 1
i<i

S

k2

podle Schwarzovy nerovnosti.

Zbyvé dokézat, Ze je-li splngno B), t. j. £, = 0, ¢, + 0 prol + k, a (8,18), Ze
pro (z) * (0), 2z = 0 je f < 0. RozliSujme dva ptipady:

1. B < 0; pak podle (8,16) a (8,20) je zfejms f < 0;
2. B > 0; potom

f=B(3ta) — (x + B) 3 tia; <

i#k i#k
< Bl( Zt,x,)2—n2t 1< 0.

t#k 4¢k
Tim je véta 43 Gplnd dokézina.

Uvedme ted nékolik v&t o urditych typech simplex®; o dimensi E, v nich
predpokladejme, Ze n > 1.

Vi&ta 44. Nuind a postabujict podminka, aby v simplexu o vrcholech Oy, O,, ..
0,1 v B, existoval vlastni bod P + O; proi = 1,2, ...,n + 1, takovy, Ze dhly
(neorientovanych) pFimek PO;, PO, pro i + § jsou si vesmés navzdjem rovny,*®)
je, aby platilo (8,15) prox = nfat; + 0.

13) Bod P je pak zfejm® zobecnsnym Torricelliho bodem trojthelnika (viz Enciclo-
pedia [4], str. 193).
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Dikaz. Necht ptednd v simplexu Oy, ..., 0,,, existuje bod P uvedenych
vlastnosti. To znamend, %e existuje v E, rovnostranny simplex O;, O,, ..., 0,
o hrang délky ¢ > 0 s t8Zistém P tak, Ze vrcholy daného simplexu O, lezi na p¥im-
kich PO;. Jsou-li (v barycentrickych soufadnicich vzhledem k simplexu
Oy ..,0,,1)0;body ) O, = (24), 24 = 1 —t; + (n + 1) £;0,4, t; + O vzhledem
k P % O,, pak ¢tverce vzdalenosti bodi O;, O; jsou'®) pro s =+ j§

222 2oz 2
ey = | — k#1 - + k1 k1 - —
2(24)  2m2H 2(2A
R k k [ k
= AN —t (1—¢, 22 4

+2(n 4 1 — 2 + (1 — )1 —t,) — 20 + 1) t,(1 — 1) —
—2n 4+ 1) (1 — ) — (0 + 1) + (1 + (1 — &) + 2(n + 1)¢;.
02
y 2427 — 2 2 s
t. j. skute¢né tvaru (8,15) pro « = nf}, ¢; + 0.
Jestlize obracend v simplexu plati (8,15) pro « = nf a ¢; + 0, pak se vy-

i

poétem z (2,9) a (8,19) pro &« = nf zjisti, Ze pro vlastni bod P = (tl) v bary-
centrickych soutadnicich?®) je?(0,, P) = «t;. Z kosinové véty pro trojihelnik
0;, 0;, P, ¢ = j, ihned plyne, Ze kosinus Ghlu piimek PO;, PO; je roven, 71—?, , a tedy
stejny pro vSechny dvojice ¢, 7, ¢ =+ .

Véta 45. Nuind a postatujici podminka, aby dotykové body P, P,, ..., P,

(n — 1)-koule, vepsané'”) simplexu s vrcholy O,,0,,...,0,.,, v pFislusnijch
" sténdch w; mély viastnost, Ze pFimky P,0; prochdzeji tymz bodem Q, je, aby platilo
(8,15) proax = (n — 1) at;, + 0.

Dikaz. Necht pfedné v simplexu existuje bod @ uvedené vlastnosti. Pro-
toZe dotykové body vepsané (n — 1)-koule leZi vidy v jediné (n — 1)-rozmérné
sténé, nelezi bod @ = (¢;) v Zadné sténd, ¢, + 0 pro t = 1,...,n + 1. Déle
existuje jedind (regularni) kvadrika, dotykajici se stén w; v primétech P; bodu
Q@ z O,, o rovnici

2 2
] S D (8,21)
i \q; i i '

PongvadZ je to pravé vepsand (n — 1)-koule podle pfedpokladu, mé (8,21)
také rovnici (podle (5,1))

14) Vhodnou volbou ¢; toho lze vidy doséhnout.

15) 'V téchto vzorcich se s6itd pro k,Zod 1 don + 1.

16) Bod P je vlastni podle pozndmky %) na str. 24.

17) 'V &ir&im slova smyslu, pfesndji vepsané nebo pfipsané.

18) To je projektivng ekvivalentni véta s vétou 24 pro n — 1. Bod @ je zobecnénym Ger-
gonneovym bodem (viz Enciclopedia [4], str. 190).
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o‘ozeﬁxixj - 22@204,-2:; =0; &% 0;
i, P

srovnnim VYPIyve & = — =L pro i 4
i
- 1 1 2
—2xe;5=(n —1)|= + = ,
oo = )(q?+q§)+q.-q,-
t. j. plati (8,15) prox = (n — 1) a ¢, = él_

Obricené se snadno zjisti, Ze pro « = (n — 1) fat, = §1~ je (8,21) rovnice
vepsané (n — 1)-koule a Ze bod @ = (?1) m4 uvedenou vlastnost.

Vé&ta 46. Nuind a postacujici podminka, aby v simplexu v K, existovala
(n — 1)-koule, dotykajici se vdech jeho (i prodloufenjch) hram, je, aby platilo
(8,15) proox = fat, £ 0.

Potom existuje bod R, ktery leZi ve vdech nadrovindch, spojujicich dotykovy bod
v nékieré hrané s (n — 2)-dimensiondlnt sténow, protéjsi k této hrané?)

Dukaz. Necht pfednd existuje (n — 1)-koule, jak o ni mluvi véta. Jeji
rovnice budiZ podle véty 5

lxozje”xix,' —_ 22:1:;20‘,-(1:,— =0 y Xg 4’: 0.
<, H i

Ponévadz se pro ¢ + j podle predpokladu dotyka hrany 0,0;, je diskriminant

rovnice

- — ot + (gl — o0y — ;) @, — T;@; = 0

roven nule,
(ocoeis — g — o) = docyox; .

Odtud plyne, Ze viechna nenulové «, jsou téhoz znameni; necht x;, > 0. Pak
ages; = o + o5 + 2el/wl o = (Vo + &)/ x)2, (8,22)
gy=¢;= 1.
UkéZeme, Ze platipros & j = k + ¢
ei€itix = 1. (8,23) -
’ Kdyby totiz ¢;e465% = — 1,pakbyprox, = O0prol + 4,5, k,x; + x; + 2, = 0
platilo pi‘ednéni:x, = 0, jednak po pravé
r= .
Zemxpxa = 5T, %; + ey T €%k = — X7 — X;TF —
B ol + 2ey) o) cmas + 264 ) maa, +

+ 28;1:1/;‘;1/;#1% = — (enlxm: + ealmm, + el M),
- 19) Tento bod R je tedy jinim zobecndnim Gergonneova bodu trojihelnika.
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cof nabyva pro ndkterd nenulové x;, x;, i, ¥; + 2; + 2 = 0; hodnoty nula ve
sporu s vétou 4.

Oznadme nyni ¢, = }/x, a definujme pro i > 1 ¢, = sl,-l/o_L;. Potom plati
podle (8,22) .

Notrs = (ty + £)? Pro i > 1;
jsou-liz,j> 1,7 + j, pak
xoey; = (81i; + eii81i)* = (8 + 1)
podle (8,23). Plati tedy
ooty =t + 6 + 2,

t. j. skutetnd (8,15) pro o« = B. Kdyby nékteré ¢, = 0, pak podle véty 43 by
platilo (8,18), tedy & > (» — 1) «, coZ jesporsn > 1. -

Snadno se zjisti, Ze potom bod B = (—t—l—) mé vlastnost uvedenou ve vété.

Obracens, plati-li (8,15) prox = f at; + 0, je, jak plyne z (8,19),

2>t — (Dt =0
2 Z

rovnice (n — 1)-koule, kters se dotykd hran v priimétech bodu R = (ti) Z pro-

t&j81 (n — 2)-rozmérné stény. Tim je véta 46 dokazana.

Véta 47. Nutnd a postatujict podminka, aby pro simplex v E, mélo }(n? — 1) n
(n — 1)-sfér Ki; = K5, ¢ +§ + k + i, které budeme nazjvat Apolloniovymi
(n — 1)-sférami simplexu?®), spoleény vlastni bod,?*) je, aby pro « = 0 platilo
(8,15) a t; + 0.

Dikaz. Necht predns se viechny Kj; protinaji ve (vlastnim) bod$ D = (d,).
Ze vztahu v poznamece®) plyne, Ze K¥ mé rovnici

n+1l
eal Z €p®plq — 22611)1"1)25”:1] -
p,g=1 P q
n+1l
- e:‘k[ Z €pelp¥q — 2Zeinxp2xa] =0. (8,23)
pa=1 » q .
Oznadime-li ¢; disla
n+1
ti= > ey d,d, — 2> iy dy »
P,a=1 P ']

nejsou vSechna rovna nule, nebof pak by D =0,,D =0,,...,D = 0, (je

2 _ 2
¢ 00 = 2(Zoc,~)2)'

) K3 je (n— 1)-sféra, kterd obsahuje pravé ty body X e E,, pro které X0, : X0; =
= 0,0, : 0,0;.

21) Takovy bod je zobecndnim isodynamického centra trojdhelnika (viz Enciclo-
pedia [4], str. 194).
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Budi? tedy #; + 0 a necht ! # k; proindexs,¢ # ! + k + ¢, ktery vzhledem
k n > 1 existuje, plati podle (8,23), které bod D vyhovuje, e;f, = e;fy, takZe
it, + Oprol + k.Z (8,23) pak plyne, Ze ¢isla Ze;-" jsou pro ¢ =+ k vesmés navza-
vk
jem stejné, Ze tedy
plati tudiZ skutedéné (8,15) a ¢; + 0.
Jestlie obracend jsou splnény vztahy (8,24), pak se snadno zjisti, Ze bod

c 1 1 1\2
= (&£ 4 = ‘e kot i 2 — ~) —
D = (ti + t?)’ kde ¢ je kofenem rovnice n(n + 1) ¢® + 2cnzti + (Z ti)
L _ 0 (jei diskriminant j L) A L] > 0 a tedy o exi
_z.t_g = 0 (jeji diskriminant je n| (n + )ZE —_ (z—t: ]= a tedy c exis-

tuje), vyhovuje viem rovnicim (8,23) a mé tedy vlastnost vyslovenov ve vété.

Nez uvedeme dalsi vétu, poddme dvé definice. Nazveme pravidelnou (n + 1)-
hvézdow mnoZinu n + 1 navzijem raznych orientovanych piimek v E,,
prochézejicich jednim bodem (stfedem hvézdy) a svirajicich navzijem tyz
uhel.22) Déle nazveme nedplnou n-hvézdow mnozinu » navzajem riaznych orien-
tovanych piimek v Z,, prochazejicich jednim bodem, nelezicich v nadroviné
a svirajicich navzajem ty% dhel.

Vé&ta 48. Nuind a postaéujict podminka, aby k danému simplexu v E, existo-
vala v B, ,, obsahujicim E,, neiplnd (n + 1)-hvézda tak, Ze vrcholy tohoto sim-
plexu jsou prasebiky pFimek této (n + 1)-hvézdy s E,, je, aby platilo (8,15) pro
a>nf at; +0.

Dukaz. Predpokladejme nejprve, Ze existuje v E,,, neidplnd (n + 1)-
hv¥zda uvedenych vlastnosti. Potom existuje simplex v E,.; s vrcholy O,
0, ..., 0, , tak, ze pHimky (n + 1)-hvézdy jsou piimky O, ,0; proi < n + 2
a %e pro n&jaké &isla x, B plati (proi,j <n + 2, # j)

92(0;'7 0;-&-2) = ’ 92(0;" 0;) = 2(0_‘ + ﬂ) . (8,25)
ProtoZe vrcholy O; daného simplexu jsou rtzné od O, , a leZi na piimkéch
0, . .0; (tak 1ze body O; odislovat), existuji &isla ¢, ¢ = 1, ...,n + 1, tak, Ze
v barycentrickych soufadnicich vzhledem k simplexu Oy, ..., 0, je

0, =(1,0,...,0,¢,— 1),

...........................

0ﬂ+1 = (O’ 07 LR 1: Prny1 — 1) ..

#2) Je to na pf. mnoZina orientovanych pf¥imek 7'0,, kde O; jsou vrcholy a T t&%i8td
rovnostranného simplexu v E,,. JestliZe obracend zvolime na pfimkéch pravidelné (n + 1)-
hvézdy se stiedem 7' body O, ve stejné (orientované) vzdélenosti od 7', dostaneme rovno-
stranny simplex Oy, ..., Oy, 8 t8%i8tém T'. Ze vzorci (3,2) pro thel orientovanych piimek

1

se zjisti, Ze tihel ¢ dvou z téchto ptimek je u¥ jednozna¥ng urfen a %e cos ¢p = — w
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Cisla @; jsou nenulové, nebot O, jsou vlastni body E,, a tedy i £ ,.,. Pro &tverce
vzdalenosti bodi O;, O, proi * j, t. j. pro e;;, plati podle (2,9) vzhledem k

n+1 _ n+1 2 n+1
2. €A, = 25+ ) [(Z x) -2 x] + 232, 2, ¥
Byp == i=

t=1 i=1

_ e —1) | 2@ 4B +ale— 1) + (g — 1) (g —1) _

€ij =

2¢% ' PP 20}
(1 1 28
=0l + 5|+ .
(fpi‘? + 99?) 2
Je tedy vztah (8,15) splnén pro &« = x, =B, ¢, =£— + 0. Ze je o> nf,
. i
plyne z existence simplexu Oy, ..., 0, ,;proz;=1,1=1,...,n + 1, 2, 4, =
n+2
= —(n+41)jo > z, = 0, takZe podle (2,9)
p=1
n+2

2w, = 2 4 Bl + 1 — (n + 1] — 28(n + 1) =
= 2+ Yf — %) < 0.

Necht obraceng plati (8,15) pro « > nf a t; + 0. Podle véty 43 existuje
v E,,, simplex O,, 0,, ..., 0, , tak, Ze plati (8,15) pro¢,j=1,2,...,n + 2,
poloZzime-li ¢, = 0 (je totiZ splnéna nerovnost (8,18) i nerovnost (8,16), kters
je splnéna vzhledem k existenci simplexu Oy, ..., O,.,). Podle kosinové véty je
kosinus thlu @;; orientovanych pfimek 0,.,0; a 0,,,0; pros % 7,%,§ =1, ...,
n + 1 (pritom orientace je provedena souhlasné se smérem O,.,, O; nebo
opatnd podle toho, je-li #;, > 0 nebo #; < 0), roven cosg; = — —g (je
(n +1)x>n(x + B) > 0, t. j. « > 0), nezavisi tedy na dvojici ¢, § a existuje
netplné (» + 1)-hvézda pozadované vlastnosti.

Poznamka. Snadno se zjisti, Ze osa netplné hvézdy??) protind £, v bods

B = (tl) v barycentrickych soufadnicich vzhledem k O, ..., 0,,,. Nadrovina

bodem O, ,, k této ose kolm4, protiné E, v nadroviné (v E,) o rovnici

n+1

2 t,-.’l:,- = O . (8,26)
=1

Nazveme nyni pravidelnou (n + 2)-soustavou v E, mnozinu n - 2 vlastnich
boda v E, takovych, Ze v E,,,, obsahujicim E,, existuje pravidelnd (n + 2)-
hvézda se stfedem mimo E, tak, Ze body (n 4 2)-soustavy jsou pruseéiky
piimek této hvézdy s E,.

2) Jeo to orientovans primka spolednym prisetikem, svirajicf se vSemi p¥imkami
hvézdy tyZ thel. Osa existuje pravé jedna (mulZe byt rtizné orientovéna).
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Vé&ta 49. Nutnd a postatujici podminka, aby soustava n + 2 bodi O,, O, ...,

0,1 v B, byla pravidelnd, je, aby existovala nenulovd &isla ty, t,, ..., t,,, tak, Ze
n+1 1
] Z=0 ' (8,27)
r=0""1
a e
0*(0,, 05) = (n + 1)(t12' + ti) + 2t . (8,28)

Dukaz. Necht pfedné soustava n + 2 vlastnich bodd O, ..., 0,., v E, je
pravidelnd. Pak v néjakém E,.,, obsahujicim £, existuje bod O, , (nikoliv
v E,) tak, Ze (podle pozn.?2) na str. 202) pro uhly y;; orientovanych (v (n + 2)-

hvézd&) ptimek O, ,0,, 0,. 50, je cos p,, = — . Oznadime-li orientované

1
n+1
vzdalenosti bodi 0,50, &sly t,)n + 1, plati podle kosinové véty skuteéns
(8,28).

n+l

Kdyby > Zl— + 0, pak by podle poznamky 12) na str. 196 existoval v £, ,

r=0""T

simplex O,, ..., 0,., ve sporu (vzhledem k jednoznadnosti ttvaru O,, ..., 0,.,
aZ na isometrii) s tim, Ze body O,, ..., 0,., jsou linedrné zavislé a maji stejné
vzdélenosti. Odtud plyne (8,27).

Necht obriacené pro n + 2 bodi v E, plati (8,27) a (8,28). Podle véty 48
existuje v E,,,, obsahujicim E,, simplex 0,,0,;...,0,,, tak, %e vhodn&

. Lze

orientované pfimky O, ,,0; sviraji navzajem thel ¢, cos p = — - :_ 7
tedy osu této netplné (n + 1)-hvézdy orientovat tak, Ze pfipojenim této osy
vznikne v E,,, pravidelna (n + 2)‘hvézda. Véta bude dokazana, ukiZeme-li,
%e prusedik OF osy s E,, ktery ma podle pozndmky na str. 203 barycentrické sou-
¥adnice (vzhledem k O,,...,0,,,) OF = (—tl— , —tl— yeeey t—l——) , splyvé s O,. Snadno
* 1 2 n+1
se vSak zjisti, Ze ¢tverce vzdélenosti bodu OF od O, jsou vzhledem k (8,27)
rovny

(o DE A+ ) + b
takZe jsou stejné jako pro bod O,. Podle pomocné véty ve vété 2 tedy body O,
a Oy splyvaji.
Vzhledem k poznédmce '?) na str. 196 odtud ihned plyne véta:

-Vé&ta 50. Nuind a postalujict podminka, aby vrcholy simplezu O,, ..., 0, .,
v B, bylo moZno doplnit dal¥tm bodem O, v pravidelnou (n + 2)-soustavu, je, aby

pro simplé}c platilo (8,15) pro.ox = (n + 1) Bat; + 0, Ztl # 0. Bod O, md pak
|3

barycentrické soufadnice O, = (tl) .
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Pro tplnost vyslovime zFejmou vétu, vyplyvajici z vét o ortocentrickych
simplexech:

Vé&ta 51. Nutnd a postacujict podminka, aby simplex O, ...,0,,, v E, byl
kladné ortocentricky, je, aby platilo (8,15) pro B = 0a ¢, + 0.

Véta 44 aZ 51 ukazuji, Ze Ffadu typu simplexii lze zahrnout do Sir$i t¥idy
simplexd tvaru (8,15) s ¢; + 0. Z jednotlivych vét je patrno, Ze v nich hraje roli

bod ( ) (tak i ve vété 51 je bod ( )totozny s nékterym z bodi S ve vété 38).

Viechny uvedené typy zachytime touto definici, v niZ predpokldddme n > 1.

Bod H simplexu (vlastni nebo nevlastni) se nazyvé hlavnim bodem simplexu
(a ptisludny simplex simplexem s hlavnim bodem), jestlize je bud H + T (T je
téZistd simplexu) a plati

a) H neleZi na Zadné (n — 1)-rozmérné sténé simplexu;

b), kvadratickd polira @ bodu H vzhledem k simplexu je rota¢ni kolem osy
HS, kde S je stted @ (je S + H a ptimka HS je vlastni??)), anebo H =T a
simplex je rovnostranny.2%)

V&ta 52. Necht > je simplex s hlavnim bodem H + T. Ve svazku kvadrik urde-
ném kvadratickou poldrou Q bodu H vzhledem k 3 a dvojndsobnou linedrni poldrou
bodu H dle 3 existuje pravé jedna (n — 1)-sféra.2®)

Dtkaz. Ze v uvedeném svazku kvadrik existuje nejvyse jedna (n — 1)-
sféra, plyne odtud, Ze podle poznamky na pfedchozi strané je linearni polara
bodu H vlastni nadrovina, a tedy jeji étverec nemuze patfit do svazku (n — 1)-
sfér. Ze existuje alespoti jedna (n — 1)-sféra, vzhledem k n > 1 vyplyva
takto: kaZdd kvadrika uvedeného svazku kvadrik je rotacni kolem osy
HS, kde S je stied kvadratické polary, nebot i linedrni polira bodu H
mé tuto vlastnost. ProtoZe v8ak v roviné plati, Ze k regularni kuZelosedce a
vlastni pfimce, kolmé k ose této kuZelosedky, existuje alespoii jedna 1-sféra
(redlnd, bodové nebo formalné redlna kruznice) ve svazku uréeném touto kuze-
losetkou a dvojnasobnou piimkou, plati i naSe véta.

Definice. Je-li 2 simplex s hlavnim bodem H =+ T, pak (r — 1)-sféru z véty
52 budeme nazyvat hlavni (n — 1)-sférou, polarni nadrovinu bodu H vzhledem
k simplexu (¢ili vzhledem k této hlavni (n — 1)-sféfe) hlavni nadrovinow sim-

v N

24) Kdyby 8 = H, pak by pro H = (h;) v barycentrickych soufadnicich @ = (E ::—’) —

i Yy
— 2——— = 0 byla polédra bodu H dle @ o rovmcl): h- = 0 nevlastni nadrovina a H = T.
Je-li bod H nevlastni, pak stied kvadriky @ je bod § = (h;?) a je tedy vlastni.

) Vyluéujeme tedy ptipad, kdy H = T, kvadratickéd polédra je rotadni, ale simplex
neni rovnostranny.

26) V SirSim slova smyslu, t. j. redlnd, bodova nebo formalng realns.
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plexu, osu rotace kvadratické polary bodu H hlavni osou. Déle nazveme hlavni
bod hlavnim bodem typu u, plati-li, Ze dvojpomér

. (P: Q: in K) = — U, (8)29)

kde L je line4rni polara bodu H dle simplexu, @ kvadraticks polara, P polarni
kvadrika dle simplexu??) ve svazku uréeném @ a L? a K hlavni (n — 1)-sféra.
Je-li pro simplex s hlavnim bodem H = T (t. j. simplex je rovnostranny), pak
typem p oznadime libovolné &islo p + — 1.28) Dale hlavni (n — 1)-sféru K
k bodu H a typu x definujeme vztahem (8,29).

Pozndmka. Slovo ,,hlavni* v definicich mé ten smysl, %e Gtvar patii k p¥i-
slu$nému hlavnimu bodu. Nebudeme se zde zabyvat otdzkou, zda simplex mtze
mit ngkolik hlavnich bodi (to se ostatnd muze stat). Je-li viak dan hlavni bod,
potom vSechny ostatni hlavni atvary i typ uZ jsou jednoznacéné stanoveny
(kromé p¥ipadu H = T).

Vé&ta 53. Nerovnostranny simplex v E, md hlavni bod typu u tehdy a jen tehdy,
existuji-li redind &isla t,, ..., th, 0,8 (b £ 0 proi =1,...,n + 1) tak, Ze pro
Ctverce délek hran simplexu plati (1 + j)

e = a(t; + t7) + 2Bt , (8,15")

kde
=% ®» 8.30
=3 ) | (8.30)

Diikaz. Necht prednd v simplexu existuje hlavni bod H = (h;) (v bary-
centrickych soufadnicich) typu x. Potom v (8,29) je (h; + 0)

x; x? z,\* x?
LEZE-:O, PEZk—?=O, QE(;’L—,) —zh—?=0,
tedy L2 =P + Q.
Kvadrika K = aP — fQ = 0 m4 dvojpomér

(P,Q, I K)= — =, (8,31)

“Dol| R

takZe podle (8,29) pro % = u plati, Ze

st o[z
K= +ﬂ)2h—;—ﬂ(2—,;) =0

je rovnicf reguldrni (n — 1)-sféry. Podle véty 14 a poznamky II za vétou 15 mé
tedy K tvar

37) Je-li opét H = (h;), pak P = X (gi)‘ =0,

¢\
28) Pfipoustime i 4 = oo.
) Této rovnici v Sirfim smyslu vyhovuji # = 0, u = .
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aolexx) — 230w, 2y =0 Gli (v + 0)

2 Laipss_B |
(exx)=;;20‘ixi2xi+z(a+ﬁ),z7é—0%(z%) K
x

Odtud (ei.‘- = O) 2&,' - — 7],5 N ta/kie
& (1,1 28 1
eﬁ—_m(h_? +k—?) T 2, hiby
Polozime-li »; = 1  — =, — p = f, pak skute¢né plati (8,15")1(8,30).
t; 2, 20 -

Necht obriceng plati (8,15’). Potom .
(exx) = 203 iz, >y + 28>t — 2(x + ﬂ)thxf. ,
€ T €
takze podle véty 14 je
K = (x + p) Jtia; — POt =0 (8,32)

rovnice (n — 1)-sféry. To znamenad, Ze kaZda kvadrika svazku oK + tL? = 0,
kde L = 2tx; = 0, je bud (n — 1)-sféra, je-li L nevlastni nadrovina, anebo
rotaéni s osou rotace r prochazejici stftedem (n — 1)-sféry K a kolmou k L, je-li
L vlastni nadrovina. V prvnim pfipadé je simplex rovnostranny s hlavnim

bodem 7', ktery je kazdého typu u + — 1. V druhém piipadé je bod H 2(%)

bud sttedem K pro « = nf (a pak oviem H le%i na r), nebo pro « + nf polira
bodu H dle K je L, coz opét znamend, Ze H lezi na r. Je tedy bod H hlavnim
bodem simplexu, a to typu u podle (8,30) a (8,31) pro »; = fl_ . ’

Z této véty ihned plyne véta:

Véta 54. Viastnost simplexu mit hlavni bod typu u je dédiénd, ¢. ., md-li stmplex
v E,, n> 2, hlavni bod typu u, pak kaidd jeho m-rozmérnd sténa, 1 < m < n,
md hlavni bod typu u (dokonce takovy hlavni bod, ktery vznikne promitnutim
hlavniho bodu simplexu do této stény z protéj&iho vrcholového prostoru).

Vé&ta 55. Necht m je pFirozené &islo, m < n — 1. Pro ka#dy simplex s hlavnim
bodem typu m existuje (n — 1)-koule, dotykajict se v¥ech m-rozmérnych stén sim-
plexu. Pfitom linedrni prostory, spojujict dotykovy bod v takové sténé?®) s protéjsim
vrcholovym prostorem, prochdzejt jednim bodem. Tato viastnost je charakteristickd
pro simplexy 8 hlavnim bodem typu m, m =1, ..., n — 1.

Dukaz. Necht H = (tl) je hlavni bod typu m. Z véty 53 plyne, Ze (8,32) pro
& = mf} je rovnice (n — 1)-sféry

30) Tento bod je pro m > 1 hlavnim bodem (typu m) v té stén& a je tedy Torricelliho
bodem této stény (viz téZ pozn. 13)).
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(m + I)thf (Ztixi)2 =0. (8,32')

Ostatni plyne iplné analogicky jako v dikazu {réty 24,

V&ta 56. Necht > je simplex v E,, n > 2, s hlavnim bodem H typu p s 0sou
rotace r. Pak existuje kladné ortocentricky simplex > o, jehof dilataci®') ve sméru

08y ¢ vznikne simplex 3. ‘
Dukaz. Oznatme Py, 1 = 1, 2, ...,n + 1, paty kolmic spusténych s vrchola
O, simplexu > na r. Je-li koeficient dilatace k > 0, pak dilataci dostaneme ze >
opdt simplex Y * s vrcholy OF, ..., Oy, ,, pro jeho% &tverce délek hran e}; plati
podle Pythagorovy véty
e = eis — ¢*(Py, P)) + Bg*P,, P))
¢ili '
e = ey + (B — 1) Py, Py). (8,33)
Jestlize hlavni bod H splyvé s téZiitém simplexu 7, je simplex rovnostranny
a takovy simplex >, existuje pro k& = 1. Necht tedy déle H =+ 7T'. Potom bod
M= (ZI?) je rizny od H a je stfedem kvadriky P z (8,29). Lezi tedy M rovnéz
na ose . Bod P, najdeme jako pruseéik piimky HM s nadrovinou Zt,-xi —

— t, S, = 0, kterh prochazi bodem O, kolmo k HM. Je-li P, — (p,), plati

k n+1 1 1 1
%=7r_zzz+%& ﬁ~ﬁz)
takze
zk z1 212 z1 1\?
ipi'_(n+l)i72"—(ir)_iﬂ(t-~—t—) V=9

vzhledem k H + T. C‘tverec vzdalenosti Py, P, je tedy podle (2,9) roven

k l k 1 W
i P ;i P
oF )= =3¢ "(zp,..—‘zz% St Spa) AT

kde
1 1<l
W=Ze,~jz.~z,-, z"=?72 ___é_zt_
i, i z 4

Je-li e;; dano vztahem (8,15), pak po snadném vypoétu

‘ 1\ 1
(ez2) = — 2V [ﬂ(E T) + (x— 'ﬂﬂ)Zzs] ;
t Y i Y

3) Dilataci ve sm&ru r s koeficientem % > 0 rozumime transformaci v E,,, které zacho-
vavé vSechny body néjaké nadroviny », kolmé k 7, zatim co ostatnim vlastnim bodium X,
X non € , pfitazuje body X’ tak, Ze X’ leZi jednak na piimce bodem X, rovnob&zné s r, jed-
nak v Jtrémge poloprostoru dle » Jako X, av8ak vzdélenost bodu X’ od » je k-nésobek vzdale-
nosti X od ».
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takZe celkem

Qz(Pki Pl) = c(tk - tl)2 1} ' (8s34)
kde
p(e) + -3y
CcC = 1 i 1 ; zi . (8,35)
w035 - (34)
Je tedy
ef; = [o + o(k* — (& + 15) + 2[8 — c(k* — 1)] 8, (8,36)
t. j.
ey = o¥(t; + 1) + 2B, . (8,15%)

Protoze ¢ > 0 podle (8,17)ac> —f (neboﬁ z(8,35)c +f = 9‘—#2{12- > O) ,

lze najit k£ > 0 tak, aby g* = 0. Tim je véta 56 dokdzdna. Ziroven je dokdzina
véta:

Véta 57. Dilatact simplexu s hlavnim bodem riznym od téZi$té ve sméru hlavni
osy se dostane opét simplex s hlavnim bodem, ktery md stejné barycentrické sou-
fadnice jako hlavni bod pivodniho simplexw, ale piipadné jiny typ. Kaidy sim-
plex s hlavnim bodem lze wtvofit dilatact z kladné ortocentrického simplexu ve
sméru jeho hlavni osy, prochdzejict prasectkem vysek a nékterym z bods S z véty 24.

Z véty 56 a 57 plynou dva dusledky:

V&ta 58. Je-li > simplex s hlavnim bodem, rizngm od t&£isté, pak vlechny
vysky simplexu protinaji hlavni osu.

Dikaz. Vznikne-li totiz > dilataci z kladn& ortocentrického simplexu Dove
sméru hlavni osy, pak vy3ky ortocentrického simplexu prochézeji bodem na
hlavni ose (nebot hlavni osa je $poleénd vSem takto vzniklym simplexim).
Dilataci v8ak kazda vyska ztstane v roving, uréené hlavni osou a pfislusnym
vrcholem, takze viechny vysky protinaji hlavni osu.

Véta 59. StFed opsané (n — 1)-koule simplexu s hlavnim bodem H + T le#t
v (kaZdé) roviné, kterd obsahuje hlavni osu simplexu a téZisté simplexu.

Dikaz. PonévadZ opsand (n — 1)-koule simplexu s hlavnim bodem patii
siti (pfipadné degenerované), kterd obsahuje kvadriky P, Q a kvadriku, kters
odpovidé (n — 1)-kouli opsané ortocentrickému simplexu >, jehoz dilataci
dany simplex vznikne, le#i stfed této (» — 1)-koule v roving (piip. piimce)
stfedd viech kvadrik uvedené sité. Tato rovina obsahuje osu rotace, kde lezi
stied Q a P, a také t&zisté simplexu: stfed (n — 1)-koule opsané >, leZi totiz
na spojnici priseciku vysek >, a t8Ziste >0 DFi dilataci viak t&7i§t8 zistane na
piimce rovnobéiné s hlavni osou. Tim je véta dokizana.

Podéame ted tuto definici, kterou se zobeciiuje pojem thlu (orientovanych)
(n — 1)-kouli:
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Necht K, K, jsou orientované regulérni (n — 1)-sféry3?) o &tvercich polo-
méri e;, e; (v SirSim slova smyslu, t. j. pfipoustime i e, zdporna), které jsou
téhoZ druhu, t. j. e;e, > 0. Nazveme charakteristikou té dvojice &islo

UK, K, =22 "9 "%, (8,36)
251321/9132

kde e,, je Stverec vzdalenosti obou stfedi, &; = £ 1 je znaménko orientace K;

a ¢ = sign e, = sign e, je +1 pro K, realné, —1 pro K, formalné reilné.
Pomocné véta. Ve sférickych barycentrickiyjch souiadnicich z odst. 5 je (p¥i

oznadeni jako v tomto odst.) pro K; = (xg, %1, -+, %ny1)s Ky = (B, B1s -+ s Brs1)

a znaménka orientact e = &g SigN o, €3 = &o8igN Py (xofy + 0), 6o = £+ 1

n(gxp)
K., 9P 8,37)
~ e ) = e (
kde n = sign (gxx) = sign (g5p).
Dukaz. Pomoci vzoret (5,4) a (2,15) se zjisti, Ze (xof, + 0)

(gxx) _ o (92B) . (9BB)
=1~ 2t (3,38)
o= — 8 fm ‘jjﬁ’ Je tedy (gxx)(gBp)> 0, 7= — esign 4 a
0
K, K,) — —19>P) sign %, sign §,
# K e16,) (95)(gBP)

takZe pro &, = g, sign &g, &, = &, 8ign By (coZ pro ¢ = £ 1 zachycuje ob& moz-
nosti spoleéné orientace) plati (8,37).

Pozndmka. Maji-li K,, K, spoleény bod, pak jejich charakteristika je kosi-
nus thlu obou (orientovanych) (n — 1)-kouli.

Véta 60. Necht K,, K, jsou orientované reguldrni (n — 1)-sféry téhof druhu
v E, a necht K je regquldrnt (n — 1)-sféra. Oznadime-li K¥ resp. K¥ orientované
(n — 1)-sféry, vaniklé inversiss) K, resp. K, vzhledem ke K, pak jestlize Ky ¢ Ky
jsou opét reguldrni (n — 1)-sféry, jsou obé téhoZ druhw a charakteristiky obow
dvojic K,, K, a KT, K3 jsou si rovny:

1Ky, K,) = 2(KY, K3) . (8,39)
Dukaz. Bez dukazu uvedeme, zZe ]e-h K, = (cxo, K1y oees Bpp1)s K = (o,
- Wy . ’wn-{-l)’ Pﬂk K* = (0‘0: 0‘1 3 vy “n+1): kde o‘r = ('— 1)n+1[(gww) Ky —

— 2(gzxw) w,]. Z tohoto faktu plyne ihned, ze (ga*a*) = (gow)*(gox), (gu*p*) =
= (goww)*(gap) atd., tak¥e zfejmd ob® (n — 1)-sféry K, Ky jsou téhoz druhu
((gxx)(gBP) > 0) a podle (8,37) plati (8,39).

32) To jsou, stru¢nd Fedeno, (n — 1)-sféry opatiené znaménkem -+ nebo —.

33) Inverse vzhledem k regulérni (n — 1)-sféfe o &tverci polomé&ru e (v Bir$im smyslu)
a stredu S je pfibuznost, kterd bodu X 3+ S ptifazuje bod X’ tak, ¥e X i X le¥i v ptimce
bodem S a orientované vzdalenosti SX, SX’ vyhovuji vztahu GX.8X' —e.
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Zavedeme jesté tento pojem:

Soustava n 4 1 orientovanych reguldrnich (n — 1)-sfér K,, K,, ..., K,
v E, vesmé&s téhoz druhu senazyvé pravidelnd (n + 1)-soustava (n — 1)-sfér,
jestlize charakteristiky

1K, Ky)=cF —1

proi # j,4,j=1,....,n + L. Cislo u = —(1:— se nazyva typem té soustavy (pfi-
poustime i typ ).

Plati ted véta:

Vé&ta 61. Jsou-li stfedy (n — 1)-sfér pravidelné (n + 1)-soustavy typu p v E,,
linedrné nezdvislé, pak simplex s témito vrcholy je simplex s hlavnim bodem typu p.
Obrdcené ke katdému simplexu s hlavnim bodem typu u, p + 0, existuje pravidelnd
(n + 1)-soustava (n — 1)-sfér typu u se stfedy ve vrcholech simplexu.

Dikaz. Predpoklade]me predne, Ze je dana prav1delna (n + )-soustava

(n — 1)sfér K; = (oco, Bigy oe oc,,+1), i=1,...,n+1,takfe x, + 0, n(gzxzx) >0
pro pevné 9 = + 1,

1K, K) = —, (8,40)

a ptitom stiedy O; (n — 1)-sfér K; jsou linearné nezavislé. Podle (8,38) tedy
8 pouzitim (8,37) plati

#0, 0) = ey — — [«mx) Vighingsd) (gm]

T T2

24 & Moo a2

= (t} +13) + 26t
pro

N SO S (7750
24n’ 24y ¢ P
0

Je tedy u = z, t; % 0, a podle véty 52 je simplex O,, ..., 0, ., simplex s hlav-

B
nim bodem typu u; pfitom u =+ 0.

JestliZe obracené jsou body O,, O,, ..., 0,,, vrcholy simplexu s hlavnim
bodem typu u + 0, pak plati (8,15) a ¢; + 0. Oznadme e; = af; a definujme
orientované (n — 1)-sféry K; vidy stfedem O;, ¢tvercem poloméru (v Sir§im
smyslu) e; a znamenim &; = sign ¢;. Potom cha,ra.kterlstlka, dvojice K;, K; je
podle (8,36) (je « + 0)

26tt;e B p 1
K, K it ==,
A KD = o o] ~ z
nebot K je reilné proa > 0, imagindrni prox < 0.Jetedy K, ..., K,,, pravi-
delnd (n + 1)-soustava (n — 1)-sfér typu u, vyhovujici vété.

R
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Jak snadno plyne z véty 60, dostaneme z pravidelné (n + 1)-soustavy
(n — 1)-sfér typu p inversi dle regularni (n — 1)-sféry (za predpokladu, Ze
%adné transformovans (n — 1)-sféra nebude plandrni) opét pravidelnou
(n + 1)-soustavu typu u. Ponévadz jedna takové pravidelna soustava typu u
se dostane, zvolime-li za stfedy (n — 1)-sfér vrcholy rovnostranného simplexu
a jejich poloméry stejné (vhodné volené), mame tim moznost pomoci véty 61
studovat rizné simplexy s hlavnim bodem jednoho typu x, obdobné jako véta
57 ddva moznost studovat simplexy raznych typa, avS8ak s hlavnimi body
o stejnych barycentrickych soufadnicich.

Poznamka. Jako doplngk k vété 61 lze bez obtizi ukazat, Ze vrcholy sim-
plexu s hlavnim bodem typu O vzniknou inversi z vrcholi rovnostranného
simplexu.

Véta.62. Necht z je simplex v B, s hlavnim bodem H typu pu + n a necht stfed
hlavni (n — 1)-sféry K nelei na Zddné sténé simplexu. Pak poldrni nadroviny
vrcholi simpleaw D, vzhledem ke K tvoFi (n — 1)-rozmérné stény simplexu >*,
ktery md tyZ hlavnt bod H typu

ur=n—u—1 (8,40)
(tedy u* * n) a touZ hlavnt (n — 1)-sféru K.

Poznémka. ProtoZe stejnym postupem dostaneme ze > * opét >, nazveme
takové simplexy sdruZzené.

Dukaz véty 62. Je pfo H = (l)

=2

p

(a+ﬂ)2tx — Bt

stted K je bod 8 = (sx), 1
w=( =)L 1p3 T, (8:41)

nebot jeho polara dle K je >z; = 0.
Polérnf nadrovina bodu O, je
0= (& + B) iy, — f Db, = 0.
ProtoZe u + n, je K regularni a w, linedrné nezavislé. Podle ptedpokladu nelezi
S na z4dné sténd >, takZe pély téchto stén jsou vesmés vlastni body a tvori tedy

vrcholy simplexu >*. Vyjddtime barycentrické soufadnice xi v >* pomoci
barycentrickych soufadnic v >.depro g, + 0

Qkxk. = (¢ + B) titr — B ztixi >
a phtom Saf = A D, Odtud vzhledem k (8,41) g8, = ¢ *+ 0,
xk = 8((x + B) trr, — B Zt Z;) - (8,42)
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Bod H mé v novych soutadnicich tvar H = (3); jeho kvadratickd poldra dle

2* e " .
(23 -3 -

x Sk
V ptvodnich soufadnicich je jeji rovnice podle (8,42) tvaru
At + o Db =0,
k

je to tedy rota¢ni kvadrika a H je hlavni bod > *. Je-li jeho typ u*, a* = u*g*,
pak

. %\2 *
(oe* +ﬂ*)2(~’f’°—) — p* (Z’i) =0
k \Sk k Sk
je (n — 1)-sféra. To vSak nastane, jak se snadno zjisti dosazenim z (8,42), pro

a*=m—-1)pf—a, p*=4,
kdy dostavame pravé K. Je tedy u* =n — u — 1, t. j. plati (8,40) a véta je
dokézana (u + — 1, takZe u* + n).
Z této véty plynou dusledky pro simplexy riznych druht z vét 45—51, které
jiz nebudeme formulovat. Zavérem dokazeme tuto vétu:

Vé&ta 63. Je-li hlavnt bod H simplexu Oy, ..., 0,,, v E, vlastni, pak md tuto
vlastnost: Oznaéme @, ¢ = 1, ..., n + 1, prasebiky (vlastni nebo neviastni) linedr-
ni poldry L bodu H dle simplexu s pFimkami HO,. Potom existuje na kolmici
z H k L vlastni bod R (neexistuje-li kolmice, pak B = H), z néhoZ se body Q; pro-
mitaji pravidelnou (n -+ 1)-hvézdow (jsou-li tedy vdechny Q; vlastni, tvoFi Q;
pravidelnouw (n + 1)-soustavu v L).

Dikaz. Je-li H =T, véta plati pro R = H. Je-li H % T, pak nejprve
ukéZeme, %e v soustavé simplexdi, které vzniknou dilataci daného simplexu
ve sméru osy, existuje simplex typu »: znamena to dokazat, Ze v (8,36) existuje
k tak, Ze « + c(k* — 1) = n(f + c(k* — 1)), kde ¢ je definovano v (8,35) a

H = (El—) . Uvedend rovnice viak skuteéné plati pro
2
(* + ) (z =

(n + 1)[,3(271‘)2 + (x — nﬂ)ztig]

ke =

(prava strana je vzhledem k (8,16), (8,17) a Ztl # 0 skuteéné kladn4).

Pozndmka. Lze bez obtizi ukdzat, Ze uvedend vlastnost je charakteristickd
pro vlastni hlavni bod.

N

Simplexy s hlavnim bodem maji fadu daldich vlastnosti, a to jednak pro-
specialisovana u resp. ¢;, jednak v rdmeci vlastnosti soustav n + 2 boda v E,,
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z nichZ kazdych »n + 1 tvofi simplex s hlavnim bodem (tyto soustavy existuji
pro kaidé u, — 1 < u < n). Studium t&chto soustav vSak piesahuje ramec
geometrie simplexu.

9. Z4vé&r. Pato prace byla pojata trochu 8ite, aby byl ziskdn material, o ktery
se muZe zajemce o studium geometrie simplext op¥it. Z nefefenych problémi
zde stoji za zminku zobecnéni Brocardovych ttvari pro simplex. Rovnéz kvali-
tativni strdnka geometrie simplexu (t. j. studium nejen rovnosti, ale i nerov-
nosti) zasluhuje pozornosti.
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PesomMme
TEOMETPUSI CUMILJIEKCA B E,, 111

MUPOCJIAB ®UIOJIEP (Miroslav Fiedler), Ilpara.
(IMocrynnio B pegakuuio 21/IV 1955 r.)

B sroii Tperseii, 3aBepmaromeil gactu paborhl, mepBad 4acTh KOTOPOH GbLIa
ony6imKoBaHA B HacroAmeM ;kypHase 79 (1954), 270—297, a Bropad 4acThb
TaKKe B HacrosmeM Rypuase 80 (1955), 462—476, aBTop HcciefyeT cuennalb-
HBle BHAB CHMILIEKCOB. '

ITpe:xpe Bcero paccmaTpuBaeTcf NPAMOYTOMBHHI 7-CHMIIEKC OIpefesIeH-
HOro THma, (n — 1)-MepHEIe T'PaHH KOTOPOTO MOMKHO 3aHYMEDOBaTh HOMepaMu
1,2,...,n + 1 TaK, 4TO KaK pa3 BHYTPEHHHe YIJH @;, (MeKAY TpaHAMHA
11 2), gy3, P34, - - » Pnn+1 ABIAOTCA OCTPHIMH, BCE K€ OCTAJbHEIE BHYTPEHHHE
YIIIH MEKAY 9THMH I'DAaHAMH — IpPSAMEIE.

B Teopeme 32 foxaseIBaeTcs, 9T0 HE0OXOOUMbLM U OOCTATNOYHBLM YCA08UEM 04
mo20, 4moGsl n-cuMNAeKC ObLa NPAMOY20LLHBLM CUMNALKCOM IMO20 MUNA, KEAIEM-
CA CYwecmeoganue omAUNHOL py2 om OPY2a WUCE Cy, Cqgy .. ., Cnyy MAKUT, MO
Keadpamul Oaur pebep €;; YO06AEMBEOPAIOM COOMHOUEHULM

ey =lei—¢| G+ji,j=12..,n+1).
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Orciona HemocpencTBeHHO cieayeT (Teopema 33), 4TO Kamcdas m-mepHas
epand (1 < m < n — 1) asasemca 6 c6010 0vepedb NPAMOY20LLHLLM CUMNAEKCOM
amozo muna. B yacTHOCTH KaKjiasg [ByMepHag IrpaHb OyAeT NPAMOYTOJLHEIM
tTpeyronpankom. CrmpaBelyiEBO, ONHAKO, M oOpaTHOoe ypBep:kAeHHe (Teopema
34): n-cumnaerc, kancdas 08YyMepHAL 2PAHb KOMOPO20 AEASEMCH NPAMOY20.4b-
HULM MPeY20AbHUKOM, npedcmagasem cob0ii NPAMOYOLbHbLI CUMNACKC PACCMAM-
pusaemoz0 muna.

B reopeme 35 orasniBaioTcd elle ABA CBOMCTBA IPAMOYTOILHOTO 7-CAMIJIEKCA
3TOr'0 THIIA:

1. Ilenmp onucarroeo (n — 1)-wapa sexcum ¢ yewmpe eJUHCMEEHHOZ0 Ca-
Mo20 OaurmHoeo pebpa;

2. ¢ E,, codepacawem asmom mn-cumniekc, cyuecmsyem npIMoyeosbHblil
napaadescnuned, cpedu 6epPuLULK KOMOP020 6CMPEUAIOMCS 6CC BEPUIUHbL N-CUM-
naekca.

B panpreiimunx Teopemax 36—39 mcciaemyoTcs HEKOTOpPHE CBOHCTBA OpPTO-
HEHTPUYECKUX CHMILIEKCOB M OPTONEHTPHYECKHX cHcTeM n -+ 2 Touek B FE,
(1. e. » + 1 BepIIMH OPTOLEHTPHUYECKOI'O N-CHMIIEKCA M TOYKH IepecevyeHms
ero BHICOT).

ITpesxne Bcero fuA cKaTOCTH H3JIOKEHHS BBOAUTCA IOHATHE DASHOCMOPOHHEI.
n-zunepboabl, KAaK PanUOHAJIBLHON anrebpamyecKoil KpuBOM n-il cremenu B E,,
uMenIell 7 B3aHMMHO IePHeHAUKYJIAPHHX ACHMITOTHYECKHX HalpaBiIeHHH.
IBe takue n-runep6ons B £, Ha3BIBAIOTCA A KPaTKOCTH HE3A8UCUMBLMU, €CITH
ofe cHCTeMHI MX 7 ACHMITOTHYECKMX HANPABICHHN He3a6UCUMbL B CIERYIOLIEM
CMBICJIe. HU B OXHOM k-MepHOM (HecoOCTBEHHOM) JIMHEHHOM IPOCTPAaHCTBE
(0 < k< n—1), onpegesniennoM k + 1 acMMITOTHYCCKAMH HaIpPaBICHAAME
ool n-runepboiinl, He Je;xuT OObLIIe YeM Kk acMMIOTOTHYECKAX HANPABIIEHAH
JIpyroi.

Ecau menepv (Teopema 36) cucmema n + 2 mouer ¢ E, o6aadaem mem coii-
CMBoM, wMO cywecmsylom 08e He3ABUCUMbBIE DAGHOCMOPOKHUE n-2unepboasl,
npoxodawue 06e uepes 6ce MOMKU CUCMEMBL, MO IMA CUCIMEMA AEASEMCL OPMO-
yenmpuueckoli. Bcakas payuonasvras aszebpaudeckas kpueas m-ii cmenenu,
npoxodawas vepes n -+ 2 mouku opmoyenmpureckoil cucmemst ¢ E,, seasemca
pasrocmoporHell n-2unep6o40ii.

JlorasaTeJbCcTBO TeOpeMBl OCHOBEIBAeTCA HA BCIIOMOTAaTeNLHOH Teopeme,
yTBepIKAAIOUeH, 49TO Oas Osyxr Hesagucumblr (B YKA3aHHOM BHIINE CMEICIIE)
cucmem, cCOCMOAWUL U3 N LUHETHO HE3AGUCUMBLY MOYEE Kax0as, 6 npoeKmusHoM.
(n — 1)-mepHom npocmpancmee cywecmeyem He bosee 00HOL peeyaipHoii sunep--
K6a0puKl, N0 OMHOULEHUIO K KOmOPOLi 06e cucmemsl A8ASIOMCA A8MONOAADHBLMU.

Hainee (teopema 37), 0us opmoyenmpuseckoeo n-CUMnAEKCa, MOYKd nepeceve--
HUR 6bICOM KOMOPO20 HE JeHCUM HU 6 00HOU U3 2unepniockocmell CuMMEMPUL
pebep, cywecmseyem mouHO 00HA DPAGHOCTMOPOHHAR M-2unepboaa, NPOrodAUAR
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uepes epeunbl U uepes Yewmp maxcecmu. Ima pasHOCMOPOHHAA m-2unepboaa,
ABnAIasacA obobmenneM u3BecTHOR rumep6onn Hunepra gis rpeyronsHnKa,
umeem acCUMNMOMUNECKUE HANPABAEHUR, MOACOECMBEHHblE C HANDPASICHUAMU
oceli eunepaaiuncoudos Illmeidnepa (3TH OCH . ONpPERENAIOTCA ONHO3HAYHO)
u colepucum OCHOBAHUS 6CEX HOPMAAEL, ONYWEHHBIT U3 MOYKEU NePeceveHus
8bICOM CUMNAEKCA HA NPOU3BOALHYID De2YAAPHYI0 eunepkeadpury u3 wmelite-
POBCKOTL cucmemsl eunepkeadpuk (3TO CBSA3KA THOEPKBAfpHK, COAeprKaIlas
onucaHHni runepasuiancony lllrteitHepa m fBOIiHYyI0 HecOOCTBEHHYIO THIEp-
OJIO0CKOCTB).

" B cmenmyromeit Teopeme 38 cPopMyIHPOBAHO OQHO XapaKTePHOE CBOMCTBO
OPTOHEHTPUIECKAX CHMIJIEKCOB, [JIA KOTOPHX TOYKA NepecedyeHHs BHICOT
ABNIAETCA BHYTPeHHeHl TOYKOU (T. HA3. NOLOHCUMEADHO OPMOYEHMPUIECKUX
cumnaercos). Cumnaekc ABAAEMCA NOAOHCUMEALHO OPMOYEHMPUNECKUM Mo20a
U moabko mozda, ecau cywecmsyem MAarKas eHYmMpPpenHas e2o mouka P, wmo Oas
KaxcOoli camoconpancennoti mouku S (nockoavky ona omauuna om P) mozo
83auMH0-00pamnoeo0 npeobpa3oeanus nNoO OMHOWEHUI K cumnaercy (T. e. mpe-

C,;
o0pasoBaHns, MMEOWEr0 B GapHNEHTPHYECKAX KOOPAMHATAX BHI T; — —

i
OAA ReHCTBUTENBHHX C; == 0), npu komopom yewmp maucecmu u mouxa P
coomeéemcmeyrom Opye Opyey, cnpasedauso ymeepucOenue, umo npsamas PS
nepneHdukyAIPHA K AP MOHUNECKO NOAADE MOYKU S 0MHOCUMEAbHO CUMNACKCA.

P 6ydem mozda moukoii nepeceueHus oiCOM CUMNAECKCA.

Hpyroit zapaxmepnoii 0COGEHHOCTHI0 OPTONEHTPUYECKUX N-CHMIIEKCOB
(Teopema 39) sBisIeTCA TO, UTO 048 6HYMPEHHUL Yeao8 @;; (n — 1)-MepHuT
epanell cywecmsyiom Oelicmeumendrble YUCAA C; MAK, 4MO

COS @y =Ci¢; Oaa ¢ +=§.

B Teopeme 40 mokaszaHo, 9TO TAPAKMEPHbLM CEOUCMEOM M. HA3. PASHOZPAHHUL
n-cuMnieKco8, Yy Komopuxr obvemul ecexr (n — l)-Mepruix epaneli 00uUHAKOSY,
Aeaaemes mo, wmo cosnadalom 0ée (a TOrma W Bce TPH) U3 cAedyowuxr mpex
mouex: yewmp manceCmi, yewmp enucannozo (n — l)-wapa u mouka Jemyana.
Has moeo, umobul ¢ n-cumniexce yewmp mancecmu cosnadanr ¢ YeHmposm onu-
cannoeo (n — 1)-wapa, Heobxodumo u docmamouno, 4mobsl cymma keadpamos
daun pebep, evlrodyuzr u3 00HOW 6epuLuHbl, Gblia 048 6cex 6epuwiuk o0na u ma
ace (Teopema 41).

B teopeme 42 mokasano, 4To 0.4 4106020 B > 2 cywpecmgyiom HepasHOCMOPOH-
HUe N-CUMNAEKCH ¢ 00HOU .eOUHCMBEHHOU 3ameuamesbHoll moukroil (DeHTPOM
TAKECTH).

B manpEedmux TeopeMax HcciefyeTcsA APYroi Kiacc CHMIJIEKCOB, 8 IMEHHO
TeX, A KOTOPHX CYIIECTBYIOT ReHCTBHTeJLHHE YHCIA &, f M HEeHYJeBHO
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AedicTBHTeNIbHEI Uncia fy, ..., f,,; TAK, 9TO KBaApaTH AJHH pelep e,; n-CAM-
IJIEKCA MOYKHO BEIDAa3dTh B BHUJE

e = alt; +6) + 208, i +7. *)

B 3r10T KilacC CHMIIEKCOB MOKHO TIpH CIIENMAJHIOM BHOOpe OTHOIEHWHA
& : f BRIIOYUTH PAJ THIIOB CHMIJIEKCOB, MMEIOLIMX OIpejeeHHOe INPOCTOoe
€BOMCTBO, ToOjyyamoueecsd myreM 060o0mEeHnA KaKkoro-jmbo ¢cBOHCTBA TPEYroib-
HIKA.

WUrax (teopema 44) das moeo, umobu das n-cumnaerca ¢ eepuwunamu O, ...,

.y Opyy cywecmsosana mouka P == O, mak, umo ece yeavt mencdy (Heopuen-
muposarnvimu) npamumu PO, PO; 0as 1 &= j pasnet mexcdy coboii (marxum
obpasom P ssasemca 06obwennoti moukoii Toppunearu 6 mpeyzoavrure), He-
06x00umo u docmamouro, wmobsl cumnaerc 6vir muna (*) 0as x = nf.

Has mozo, umobu (Teopema 45) mouku kacanusa Py, ..., P,,, (n — 1)-wapa,
enucanto2o (6 60.1ee WUPOKOM CMbICAE CA08A) 6 N-cUMNAeke ¢ eepusunamu Oy, .. .,

vy Onsq (P azcam g eparnu, npomusosencaweti O,;), obaadasu mem ceoiicmeom,
umo npamvie O,P; npoxodam uepes 00ny u my we moury Q, neo6rodumo u docma-
mouHo, 4¥mobul n-cumnaerc 6o muna (*) daas o = (n — 1) f. Touka Q asasemcs
makum obpasom 060‘6wenn012 moukoti /Kepeonna 6 mpeyeonrvruke.

B reopeme 46, masee, moxkasauo, 9To Heobrodumoe u docmamournoe ycaosue 04
moeo, 4mober 0as n-cumnaerca cywjecmsosan (m — 1)-wap, kacawowuiics écex
€20 (ecnu HYKHO, IPOJIOIKEHHHIX) pebep, umeem 6ud: N-CuMnAEKC nPUHadIeHcum
muny (*) 0as « = f. Toeda cywyecmsyem moura R (npyroe o6obiienne yeprou-
HOBOH TOYKH TPEYTONILHHKA), KOMOPASL JAeHUmM 60 6cer 2UNepnioCKOCAL,
coedunaOWUr Mmouku kacanus (n — l)-wapa ¢ Kakom-subo pebpe ¢ (n — 2)-
MePHOU epanblo, NPOmugosencaweli amomy pebpy.

B ykasaHHBIH Kiacc MOKHO BRIIIOYUTH M U300UHAMUNECKUE CUMNAEKCH, RIS
KOTOPHX CYIIECTBYIOT [Ba (MJIH OJNH) M30MNHAMHYECKAX HEHTpPA, B KOTOPHIX
nepecexaworcs Bee (n — 1)-maput K, k & ¢ = j = k, conepsxamme Touxm X,

711 KOTOPHIX
Xﬁi:ﬁjzmi:mi!
rae Oy, ..., Oy, — BepUIMHHE CHMILIEKCA.
H3zodunamuueckue cumnaercel (teopema 47) — amo me cumnaercet muna (*),
oas Komopweix &« = 0.

H cumnnexcam tuma (*) MOKHO OTHeCTH ele APYrue THIH CIEIHAIbHBIX
CHMIIJIEKCOB, HAID., HOJIOKHUTEIFHO OPTONEHTPUYCCKHe CUMILIEKCH AiA f = 0
HT. IL

B teopeme 53 maHa reomMerpmyecKkasi XapaKTepHCTHKA N-CHMILIEKCOB YKa3aH-
Horo Tuma. Ilpempne Bcero BBOTMTCA IOHATHE 24aAGHOI MOYKU N-CUMILIEKcA:
amo (IOCKOJBKY TaKadg TOYKA cyllecTByer) mouka H, Komopas He aemcum Hu
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8 00HOU 2paHU cumniexca U ULU He cognadaem ¢ YeHMpoM maxcecmu, U mozoa
€20 K6adpamunnas NoAipa OMHOCUMEAbHO CUMNACKCA A6AAEMCA K8adpuKolil épa-
wenus ¢ ocvlo, nporodsujeii wepes H, uau cognadaem c yewmpom maxcecmu,
u moeda cumnaexc pasHocmoporHuli. B mepBoM ciyuae cooTBeTCTBeHHAd OCh
BpAIUEHAs HA3HIBAETCA 24A6KOIl 0CbI0 M-CAMILIIEKCA, a (eHHCTBeHHHI) (n — 1)-
map, BXOAALINA B CBA3KY, ONpeAesIeHHYI0 KBaJ[paTAYHON NoasApoit Touku H or-
HOCHTEJILHO CHMIJIEKCA W [BOHHOM JmHEHHON monApoi Toukn H oTrHOCHTEIBLHO
CHMIIJIeKCa, Ha3kBaercs 24asKblm (n — 1)-wapom. Ecnnm eme BBecT: umeso
(mun rnaBHOH TOYKHM) IPH IOMOINH OIpPefieJIeHHOI'O [ABOWHOIO OTHOINEHHS
B YKa3aHHOH CBA3Ke KBaJ[pHK, TO MOKHO yTBeP;KAaTh, YTO n-cumniekc b6ydem
euda (*) mozda u moavko moeda, ecau IMO N-CUMNAEKC C 2AA6HOU MouKol (muna
p = «[p). ’

W3 Bupaskenus (*) clepyer, 4TO 6ce 2PAHU N-CUMNAEKCA C 2AA6HOU MOYKOUL
muna pu S8AA0MCA 6 C60I0 04ePedb CUMNAEKCAMU C 2AA8HOL Moukol muna u (Teo-
pema 54).

Ecau dan n-cumnaexc ¢ enasnoit moukoi muna u, 20e u — yeaoe, 0 < u <
< n — 1, mo (Teopema 55) cywjecmeyem (n — 1)-wap (rnaBHH (n — 1)-map),
KAcaowulics 6cexr U-MePHUIT ePaHell M-CUMNIEKCA, Npuyem 6ce AUHelHble npo-
cmparcmea, Kaxcdoe U3 KOMOPHL CoeduMAem MOYKY KACAHUA 6 MAKoU 2paHu
¢ rnpomusosencawyeli (n — u — 1)-meproii epanbio, npoxodam uepes 00Ky u my
wce mouky (TIABHYIO TOURY). Imo €60iicmeo TapakmepHo O04f M-CUMNAEKCOS
¢ eaaséHoil moukold muna p, p =1, ..., n — 1.

B panpueiimmx TeopeMax MOKA3AHO, 9TO 6CAKUL N-CUMNAEKC C 2AAGHOIL MOY-
KOl 603HUKAEM U3 HEEOMODPO20 NOAOHNCUMELLHO 0PMOYEHMP UNECKEOLO N-CUMNACKCE
nymem pacmsaxcenus 6 onpedesenHom Hanpasienuu (teopema 56). Orciona
7erKo ciepyer (Teopema 58), YTO M-CUMNAEKC € 2AABHOL MOuKOl 06aadaem mem
(He XapaxKTepHEIM) CGOUCMEOM, MO 6ce BLICOMbL nepecekaim O00HY NPAMYIO
(rmaBHYIO OCB).

Jlpyroe ¢BOACTBO n-CHMIIEKCA C TJIABHOM TOYKOM, ABJIAIOLIMECST TapaKmep-
HblM, COCTOHT B TOM, 4TO 048 cumnaerca cyujecmeyem cucmema n + 1 opuenmu-
posannbir (n — l)-wapos (npuvem yewmp Kaxncdozo u3 HUT aencum 6 00HOIL
us eepwiun), nepecekarowuxci nod od0wum u mem xe (0606weHHBIM) Y2A0M
(reopema 61). C sruMm cBf3aH BTOpO# cmoco6 00pa3oBaHHA 7M-CAMIUIEKCOB
¢ TiaBHOW Toukoil: Ecau nocmpoumv 6okpye ecex eepulur pPasHOCMOPOHHEZO
n-cumnaerca (n — 1)-waps 00uraxossr paduycos (IEUCTBUTENHHEIX HIM YHCTO
MHEMHIX) U ecau npeobpazoeamdv amy cucmemy n —+ 1 (n — l)-wapos npu
nomowu kaxoi-a1ubo waposoii uneepcuu, mo yewmpsvt npeobpazosarnnslr (n — 1)-
Wapos, ecall OKU He AeHCaAm 6 SUnepnaoCKoCmu, 06pasyom eePULUHbL N-CUMNAEKCA
¢ 24asHOU moukoii. Imum choco6oM MONCHO 06pazosamv Kaxncdulii n-cuMniekc
€ 2/a6HOT MOUKOIL.

B Teopeme 62 moka3aHo, 4TO ecau yenmp eaagroz0 (n — 1)-wapa K n-cum-
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naexkca Z € 2/a6HOTU MOYKOR muna i == n He Aeucum HU 6 00HOU epanu, mo no-
AAPHbBIE 2UNEPNAOCKOCINU 6ePUIUH Z obpasywom onsms n-cuMniekc Z* ¢ moil xce
Camoll 2Aa8HOU MOYKOW, C mem He camblm 2aaswulm (m — 1)-wapom, odrako
muna p* =n — u — 1 (u 3pmecy u* =% n).

Summary

GEOMETRY OF THE SIMPLEX IN E, (3" part)

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Received April 21, 1955.)

This is the third and final part of the paper, the first part of which was pub-
lished in Cas. pro pést. mat. 79 (1954), 297—320, the second in the same jour-
nal 80 (1955), 462—476. In the present part special types of simplexes in
Euclidean spaces are studied.

First, a special type of rectangular n-simplexes is treated, the (n — 1)-dimen-
sional faces of which may be numerated in such a way that exactly the interior
angles ¢, , (of the faces 1 a 2), @,3, @34, - .., Py nyq are acute, all remaining interior
angles right. )

In the theorem 32 is shown that the necessary and sufficient condition for an
n-simplex to be rectangular of the type mentioned is that real numbers c,, c,, ...,
Cnyy (different from each other) exist so that the lengths d; of the edges of the sim-
plex satisfy the relations

d’?leci_ci, (i#:j:i’?.=l,2,---,n+l).

It follows (theorem 33) that every m-dimensional face (1 <m < n — 1) of
such an n-simplex is a rectangular m-simplex of this type. Especially, every two-
dimensional face of such an n-simplex is a rectangular triangle. Conversely, an
n-simplex, each two-dimensional face of which 1s rectangular, is rectangular of the
type mentioned (theorem 34). In the theorem 35 the following properties of such
a rectangular n-simplex are proved:

(i) the centre of the circumscribed hypersphere is in the middle of the (unique)
longest edge,

(ii) in the E, considered there exists a rectangular parallelepiped the vertices of
which include all vertices of the simplex. _

In the further theorems 36 —39 some properties of the orthocentric n-simplex
and orthocentric sets of n + 2 points in E,, (i. e. n 4+ 1 vertices and the ortho-
centre) are studied. »

First, the idea of an orthogonal n-hyperbola is established as such a rational
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algebraic curve of degree n in E,, the n asymptotic directions of which are
mutually rectangular. For the sake of brevity two of such n-hyperbolae in £,
are called independent if there is no k-dimensional (0 < k <n — 1) linear
improper subspace of E, spanned by k 4 1 asymptotic directions of one
n-hyperbola containing more than £ asymptotic directions of the other (i. e. if
the asymptotic n-tuples of the both n-hyperbolae are independent).

- Let a set of n + 2 points in E, be of that kind that there exist two independent
orthogonal n-hyperbolae both passing through all the points of the set. Then the set
18 orthocentric. Conversely, every rational algebraic curve of degree n passing
through n + 2 points of an orthocentric set in E , is an orthogonal n-hyperbola (the-
orem 36). The proof of this theorem is based upon this lemma;: if in the projective
(n — 1)-space S,_, two independent (in the preceding sense) sets of n points are
given then there exists at most one regular hyperquadric with respect to which
both m-tuples are autopolar.

For an orthocentric n-simplex, the orthocentre of which not lying in any hyperplane
of symmetry of an edge, there exists (theorem 37) exactly one orthogonal n-hyperbola
passing through all the vertices and the centre of gravity of the n-simplex. This
n-hyperbola being a generalized Kiepert’s hyperbola of the triangle, has the
following properties: ‘

(i) the asymptotic directions of it are the axes-directions (uniquely determined)
of Steiner hyperellipsoids,

(ii) ¢ contains the feet of all normals from the orthocentre to any regular hyper-
quadric of the Steiner system (i. e. the pencil of hyperquadrics including the
Steiner’s circumscribed hyperellipsoid and the double improper hyperplane).

In the next theorem 38 a characteristic property of those orthocentric sim-
plexes is formulated, the orthocentre of which is an interior point of the simplex
(so called positively orthocentric simplexes). An n-simplex is positively ortho-
centric if and only if there exists such an interior point P (the orthocentre) that for
every selfadjoint point S (as far as 8 + P) of the reciprocal transform with respect

to the simplex (i. e. a transform of the type z; = ;—;‘— for ¢; & O real where x; and

x; are the barycentric homogeneous coordinates), for which the centre of gravity
and, the point P correspond each other, holds that the line PS is orthogonal to the
harmonic polar of S with respect to the simplex.

Another characteristic property of an orthocentric n-simplex (theorem 39) is
that there exist real numbers c,, c,, ..., Cpn,,, sSuch that (;; being interior angles)

cos @;; = ¢,c; for ¢ £ 7.

Theorem 40 shows that a characteristic property of equifacial simplexes (with
all the (n — 1)-dimensional faces of the same volume) ¢s that two (and then
three) of the three points coincide: the centre of gravity, the centre of the inscribed
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hypersphere and the Lemoine point of the stmplex (i. e. the point with the pro-
perty the sum of the squares of the distances between this point and the (n — 1)-
dimensional faces is minimum).

A necessary and sufficient condition (theorem 41) for an n-simplex with the
vertices Oy, ..., O, that its centre of gravity and the centre of the circumscribed
hypersphere coincide is that for i =1, ...,n + 1

n+1

> 0,0% = const .

i=1

Theorem 42 shows that for every n > 2 there exist not equilateral n-simplexes
with a unique distinguished point.

In the further theorems other types of n-simplexes are treated. For these
n-si_mplexes there exist real numbers «,f8,¢ + 0,...,¢,,, + 0, such that
(J/e; is the length of the edge 0,0;)

ey =oft; +8)+ 2Bt i +7. (*)

This class (*) of n-simplexes includes for special & : § some types of simplexes
with certain generalized properties of the triangle.

Let X be an n-simplex in E, with vertices O, ..., 0, ,. A necessary and suffi-
cient condition for the existence of such a point P + O, in E, that the angles of the
(not oriented) lines PO;, PO; [t % j] be all equal is that X be of the type (*) with
« = nf [theorem 44; P is then the generalized point of Torricelli].

Let P,, ..., P, be the points in which a hypersphere inscribed (in the wider
sense) in X touches the faces wy, ..., w,,, (w; opposite to 0,). The lines O,P; pass
through a point Q if and only if X is of the type (*) for x = (n — 1) 8 [theorem 45;
@ is a generalized point of Gergonne].

Further, a hypersphere touching all the lines 0,0; (i =+ j) exists if and only if X
is of the type (*) for x = f [theorem 46]. Then a point R exists [another general-
ization of the point of Gergonne] such that all hyperplanes joining the point of

contact in the line 0,0; with the (n — 2)-dimensional face opposite to 0,0;, pass
through R.

If for X all the hyperspheres Ky; (k + i + §j + k) containing the points X such
that

X0, : X0, = 0,0, : 0,0,
intersect (in two or one points called isodynamic centres) then X is of the type (*)

with « = 0. Conversely, an n-simplex of the type (*) with x = 0 is isodynamic,
i. e. the hyperspheres intersect in isodynamic centres (theorem 47).

The class (*) includes some more types of special simplexes, for example the
positively orthocentric simplexes etc.

221



In the theorem 53 a geometrical characteristic of these simplexes is given. At
first, the principal point of an n-simplex X (n = 2) is defined (as far as it exists):
it 18 a point H not lying in any (n — 1)-dimensional face of X, of the manner that
either H & T' (T being the centre of gravity of ) and the quadratic polar @ of H
with respect to X 18 a hyperquadric of revolution with its axis passing through H, or
H =T and X is equilateral. In the first case the axis mentioned is called the
principal axis of X, the (unique) hypersphere in the pencil of hyperquadrics
determined by @ and the double linear polar of H with respect to X' the principal
hypersphere of X. (A definition of the principal hypersphere in the second case is
also added.) The principal point H is of the type p if a certain crossratio in
the pencil mentioned is —u. For such n-simplexes with a principal point the
following theorem 53 holds:

An n-simplex X i3 of the type (*) if and only tf X is an n-simplex with a princi-
pal point (of the type p = %) .

From (*) it follows immediately that all faces of an n-simplex with a principal
pornt of the type u are also simplexes with a principal point of the type u (theorem
54).

Let X' be an n-simplex with a principal point of the type u. If uis an integer,
0<u<m—1, then (theorem 55) there exists a hypersphere (the principal
hypersphere) touching all the u-dimensional faces of X. Besides, all the linear
spaces joining the point of contact in such a u-dimensional face with the opposiie
(n — u — 1)-dimensional face of X, pass through a common point (the principal
point). This property is characteristic for the n-simplexes with a principal point of
the types p, u = 1,...,m — 1.

Further it is shown that every n-simplex with a principal point may be obtained
from some positively orthocentric simplex by a dilatation in a certain direction
(theorem 57). It follows (theorem 58) that all the altitudes of an n-simplex with
a principal point intersect a line (the principal axis). This last property is not yet
characteristic. .

Another characteristic property of an n-simplex with a principal point is the
following: there exists a set of n + 1 oriented hyperspheres in B, with the centres in
the vertices O, intersecting each another under equal (generalised) angles. From
this, another way of constructing the simplexes with a principal point follows:

Let X’ be an equilateral n-simplex in B, and let Sy, ..., S, , 1 be hyperspheres with
centres in the verticesof X' and with equal radit (real or purely imaginary). By
every hyperspherical inversion the S; are transformed in the hyperspheres S;, the
centres of which (if not in a hyperplane) are vertices of an n-simplex X with a prin-
cipal point. Every n-simplex with a principal point may be constructed this way.

Finally, in the theorem 62 it is shown.that a kind of duality in the class of
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n-simplexes with a principal point of the type u + n may be defined. Let X be
an n-simplex with a principal point H of the type u + n. If the centre of the prin-
cipal hypersphere S is not lying in any (n — 1)-dimensional face of Z, the polar
hyperplanes of the vertices of 2 with respect to S are faces of another n-simplex X*
with the same principal point H, with the same principal hypersphere S, but of the

type p* =n — u — 1.
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